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2 1. Bevezetd megjeqyzések

1. Bevezets megjegyzések

Cél: A klasszikus mechanika elveinek attekintése a Heisenberg-Dirac (vagy més
néven kanonikus) kvantalasi eljaras nézépontjabol. A mechanika elvein a kano-
nikus (=Hamilton) elméletet értjiik, szembeallitva a newtoni mechanikaval.

Az n tomegpontra vonatkoz6 Newton-egyenletek megadésa n vektorfiigg-
vényt (erdt) igényel:

mi :Fi(r(l),r(z),...r(")) (i=1,2,...n).

Problémék: Elvi probléméat jelent a tdvolhatds. ,, Newton felfogisa a von-
zdsrol (és vele egyiitt az erdrdl) csaknem asztroldgiai természetd elképzelés volt,
amelyet a legtébb felvilagosult gondolkodo. . . okkultnak tekintett, de okkultnak te-
kintette maga Newton is.” (K. Popper, Objective Knowledge, p. 174)

Gyakorlati probléméak: (1) A koordinatarendszerek kozotti atmenet nehéz-
kes, és (2) a jobboldalon az ersk kozott fel kell tiintetni a kényszerercket is
(amelyeket altalaban nem ismeriink).

A hatdselvek csak egyetlen fliggvény (az L Lagrange-fliggvény vagy a H
Hamilton-fiiggvény) megadasat igénylik, amely az eréknél sokkal egyszertibben,
skalarként transzformalodik, és nem igényli a kényszererck ismeretét. A moz-
gasegyenleteket az L-t vagy a H-t tartalmazd varidcids elvbdl szarmaztatjuk:
Az 0Osszes lehetséges mozgas kozil az valosul meg, amelyre a hatdsnak szélsG
értéke (minimuma) van.

A technikai elény nyilvanvalo, de az elv azt sugallja, hogy a mozgas teleo-
logikus (azt a célt koveti, hogy minimalissa tegyen egy hosszu idére kiterjeds
integralt), nem pedig kauzdlis (amikor a mozgést a kezdeti feltételek hatarozzak
meg).

A variacios-elvek Gstipusa a Fermat-elv. Fermat a fénytorés torvényeit 1662-

ben a 5 5
0 a =0 / dt =10
AU A
variacios elv alapjan értelmezte, amelyben v a fény terjedési sebessége. Sza-
vakban: Az A és a B pont kozott a fény azt az utat ,, valasztja” , amelyen a
lehet6 leghamarabb jut el A-bél B-be. Fermat eredeti megfogalmazéasaban ,, a
természet a legkdnnyebb és legkényelmesebb modon jar el” .

A mechanikaban eleinte nem volt vilagos, minek a minimumét kell keresni.
B

Maupertuis 1774-ben a § muv ds = 0 variacios elvbdl indult ki, de ma mar

ezt specialis esetnek tekintjqﬁk. Az elv végleges formajat Hamilton talalta meg
1834-ben.

A klasszikus mechanikdban a hatas — segédfogalom. A hatéselv (minimum-
elv) alkalmazésa nem jelenti azt, hogy sziikségképpen teleologikus allaspon-
tot foglalunk el. Csupan azt a matematikai lehet&séget hasznaljuk ki, hogy a
Newton-egyenletek idében méasodrendii differencialegyenletek, amelyek megol-
déasat nem csak a kezdeti feltételeket kifejez6 konstansok megvalasztaséaval lehet
rogziteni.
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A kanonikus kvantilasban a hatas szerepe felértékelgdik: Csak a hatéselv
formajaban megfogalmazott klasszikus feladat kvantalhato (4ltalaban nem egy-
értelmden). A jelen kurzus témaja azonban a klasszikus mechanika, ezért nem
foglalkozunk azzal a kérdéssel, hogy ez a felértékel6dés sziikségképpen elvezet-e
az oksagi elv feladaséhoz.

2. A hataselv (Hamilton-elv)

A) Az L Lagrange-fiiggvény.

Diszkrét szabadsagi foku rendszerek altalanos koordinatait a leggyakrabban
gr-vel jeloljik (r = 1,2,...). Egyetlen szabadsagi foknal az indexet természe-
tesen elhagyjuk, de az index nélkiili ¢ gyakran a koordinatak Osszeségét fogja
jelenteni.

A rendszert egyetlen L fiiggvénnyel jellemezziik, és posztulalunk egy sza-
balyt a mozgasegyenletek leszarmaztatésara. Diszkrét szabadséagi foka rendsze-
rekre L a ¢, ¢, altalanos koordinatédk és sebességek, valamint az id6 fliggvé-
nye: L = L(q,q,t). Pontrendszereknél az index utalhat a témegpontra is, pl.
(TpyYr, 2r) vagy (rs,Ys, ps). Egyetlen tomegpont esetében az indexet természe-
tesen elhagyjuk.

A mez6k (folytonos szabadsagi foka rendszerek) jelolése o,.(x,t), vagy ro-
viden ¢,.. Az index elhagyéasa tSbbnyire a kiilonb6z6 mezsk Osszeségére utal.
A ¢, " vagy Op a térbeli parcialis derivaltak Osszefoglalo jele. A pontot &l-
taldban a teljes id6beli derivélas jelolésére hasznéljuk, de mez&k esetében ¢,
¢ idobeli parcialis derivalast jelent. MezSkre L = [ d3zL(p, Dy, ¢), ahol L a
Lagrange-stiriség.

A g-kat és a @p-ket Lagrange-koordindtdknak is hivjuk.

A (holonom) kényszereket méar a Lagrange-fiiggvényben kihasznalhatjuk.
Egyetlen tomegpont esetében példaul L = L(x,y, 2, &, 9, 2,t). Amikor a pontot a
z = 0 sikba kényszeritjiik, akkor az uj Lagrange-fiiggvény L' = L' (x,y, &, 9, t) =
= L(xz,y,0,2,9,0,t). A kényszerek kihasznéalasa utén egyezik meg a Lagrange-
koordinatak szdma a rendszer szabadséigi fokainak szamaéaval.

Dinamikailag fiiggetlen alrendszerekbdl all6 rendszer Lagrange-fiiggvénye az
alrendszerek Lagrange-fiiggvényeinek Osszegével egyenld.

A Lagrange-fiiggvény megvalasztasdban a donts szempont az, hogy a korrekt
mozgasegyenletekre vezessen. A leggyakrabban L a T kinetikus energia és az U
potencialis energia kiilonbsége (L = T'—U), de vannak fontos kivételek (mozgas
mégneses térben vagy forgd koordinatarendszerben).

Emlékeztets példak egyetlen tomegpontras:

e Szabad részecskére L = im(i? + g + 32).

1

e Harmonikus oszcillatorra L = 3m(¢* — w?q?).
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B) A hatasfunkcional.

Egyelére diszkrét szabadsagi foku rendszerekre korlatozodunk. A konfigurd-
cids teret a q; koordinata-tengelyek feszitik ki, de sziikség esetén kiegészitjlik az
id6tengellyel.

Legyen a vizsgalt rendszer konfiguracioja a to pillanatban ¢, (tg) = qo, a t1
pillanatban pedig ¢,(t1) = ¢1 (to < t1). E két rogzitett konfiguraciot 6sszeko-
t6 id&ben elére halado elképzelhetd mozgasok a virtudlis (lehetséges) pdlydkon
torténnek (2.1 abra).

q.

9.

qr0

2.1 abra

Az ,
/ dt L(g,d. 1)

to

hatdsfunkciondl minden virtualis palyahoz egy szdmot rendel (a hatdst).
A virtualis palyak koziil az a palya valosul meg, amelyre a hatasfunkcional-
nak széls6 értéke van (Hamilton-elv):

ty
5 / dtL(q.d.t) =0, ha Sqlte) = dq(ty) = 0.
t

0

C) Az Euler-Lagrange egyenlet.

t1 t1 oL oL
S| dtL=6[ dt |==06g.(t)+—0¢(t)],
/to /to {3qrq()+0q'rq()

8q,(t) = %/" (t) — qr(t).

Itt és a tovabbiakban altalaban a kétszer el6fordulo indexekre 0sszegzés értendd.
A §g,-ben a varialas és az idéderivalas felcserélhetd:

amelyben

S (1) = (1) — dr (1) = % (a/(8) — (1)) = ()
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t1 ty
0 dtL =9 dt {8[/5%(75) + B.L déqr(t)] =
to to aq’f’ aqf‘ dt (2 1)
AL t b AL  d OL '
ngqr(t) " + /t0 dt [aqr - dt@qr} dqr(t).

Mivel dq,-(t1) = dq,(to) = 0, a dq,-(t) pedig tetszbleges, ezért 5];1 dt L eltlinésé-
nek feltétele az hogy teljesiiljenek a

oL d QL _
dqr  dt O,

0 (r=1,2,...) (2.2)
FEuler-Lagrange egyenletek.
Példa: A harmonikus oszcillatorra L = im(¢* — w?q?),

oL ) oL . doL _

g = —nmw-q, %quv %a?‘mq

i+ w?q=0.

D) Ekvivalens Lagrange-fiiggvények.
Az L' = L + AL ekvivalens L-lel, ha AL teljes id6derivalt:

_dfgt) _ . Of of

AL =g, :
i o T o

Formalisan: A AL nem ad jarulékot az Euler-Lagrange egyenlethez, mert a

dOAL AL
dt 8¢,  Oqr

kifejezés az id6 szerinti és a koordinatéak szerinti derivalas felcserélhetGsége mi-
att azonosan nulla. A mozgéasegyenletek elsGdlegessége miatt az ekvivalens
Lagrange-fiiggvények megkiilonboztethetetlenek egyméastol (egyenértékiek).

E) Az Euler-Lagrange egyenlet mezskre (folytonos szabadséagi foku rend-
szerekre).

Mez6kre, mint mar mondottuk

L= /d3x£(<p,a<p,¢),
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ahol £ a Lagrange-stiriiség.

5/ dtL = 5/ dt/d3x£ ©, 0p, ) / dt/d3 [ )&pr(x,t)—k

oL
Q0o (x,1)

oL
_ 3
- /d xaatQan(X,t) 6(107‘()(7 t)

00;0r (%, ) +

m 50ur(x. t>] -

ty

+/t1 dt/d?’m@‘ {M&p (x t)] +
, to " 00 (x,t) T

0

t oL oL
3 . _
/to i f <asorxt> O ron .1 ataat%(x,t))&"r(x’“

Az utolso képlet els6 tagja nulla, mert az idébeli hatarokon a dinamikai valtozok
varidciojat mar a diszkrét esetben is nullanak valasztottuk:

dor(x,t0) = 0pr(x,t1) =0, vX.

Mezdknél még a
oL
00;pr (%, 1)

peremfeltételeket is ki kell roni. Ekkor a térbeli integralasok elvégzése (a Gauss-
tétel alkalmazasa) utan az utolsc') képlet mésodik tagja is eltﬁnik

Sor(x,t) =0,  x€hatar, to<t<mr

hatjuk az Euler Lagrange egyenlet mezékre ervenyes alakjat:

oL oL oL
— 0 — O =0.
Oy 00;pr A0 pr
Példa: A hur kis rezgései. A p(z,t) ekkor a (longitudinélis vagy tranzverza-
lis) kitérés a har « pontjaban. Ha p(z) a har tomegstriisége, akkor a mozgasi

energia strtisége nyllvan —1(0pp)?. Az (z,z + dz) szakasz rugalmas energia-

ja a o(x) és a p(z + dx) kulonbsegevel kapcsolatos, ezért a potencialis energia
stirtisége 17(x)(9,¢)?. Ennek megfelelsen a Lagrange-stirtiség

L= % [1(0e0)* = 4(0:0)°] |

a mozgasegyenlet pedig
10} — 95 (70, p) = 0.
3. Koordinata-transzformaciék

Koordindta-transzformdcion a

qr = Fr(qh'-'qnvt) = Fr((bt)
qr = fr(qllau-q;wt) = fr(q/vt)
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invertalhato transzformaciot értjiik (az F transzforméacio Jacobi-determinansa
kiilonbozik nullatol). Ezzel a transzformacioval vezetiink be 4j koordinatarend-
szert a konfiguracios térben (vagy tériink vissza a régire).

Képzeljiik el az n darab mozgasegyenletet a régi (vesszstlen) koordinatak-
ban. Ezekben attérni az 4j (vesszds) koordinatakra rendkiviil bonyolult mivelet.
A hataselv sokkal egyszeriibb eljarast tesz lehet&vé.

Allitas: Ha L'-t az

L'(q',q' 1) = L(a,4: )|y p g ) (3.1)

skalaris transzformacios torvénnyel definidljuk, akkor az L’-b6l szarmaztatott
Euler-Lagrange egyenlet ugyanaz, mint amit a régi valtozokban felirt Euler-
Lagrange egyenletbdl valtozohelyettesitéssel kapunk:

koénnyd

L(g,1) L'(qt)
konnyt l l konnyt
mozgas- mozgas-
egyenlet ——— egyenlet
nehéz ’
g-ban ¢'-ben

A Lagrange-egyenletek tehat kovaridnsak' az dltaldnos koordindta transzformd-
ciokkal szemben.

Az allitasunkra két bizonyitast adunk: egy formalisat és egy lényegit.

A formalis bizonyitéas:

) dF, oF,. . OF,
qvlﬂ = = Z qm + ——

dt Oqm ot’
tehat
od,  OF,
dqs B 8‘]37
mig
aq.. _ i OF,
dqs  dt Oqs

Ennek és a Lagrange-fliggvény skalaris jellege kovetkeztében

oL oL 94, OL' OF,
= LA . 2
wsZ%% — 9., D (32)

1 A két koordinatarendszerben a mozgasegyenletek alakja altaldban nagyon kiilénb6z6, mert
L és L’ a sajat valtozoik kiilonbozé fliggvényei. Ezért hasznaljuk a ,, kovarians” elnevezést az
,» invarians” helyett.
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Maésrészt

OL' dq,  ~—OL' dd,
aqs =2 9q 00 T2 9 90,
__E:aL%ﬂa E:aLanEW_
£~ 0q. dqs oql. dt dqs

OL' OF, oL d OL'\ OF,
dtz 94, dqs Z <8q; _dtaq;> dqs

d OL oL d OL"\ OF,
=—a=+> - = :
o, 2\oq ~ dtoq ) o,
Az utolso 1épésben (3.2)-et hasznaltuk.
A kapott egyenlet atirhato

(~)L_16L _aFTZ 8L’_£{~)L’
aQS dt 3% B aQS 6(]7/" dt 8q}

alakba. Az (2.2) alapjan ebbdl az egyenletbdl kévetkezik, hogy ha az Euler-
Lagrange egyenletek a vessz@s valtozokban teljesiilnek, akkor teljesiilnek a vesz-

T £ 0, ezért a forditott

s

sz6tlen valtozokban is. Mivel feltevés szerint a det
allitas is igaz.

A lényegi bizonyitas: A (3.1) skalaris transzformécios térvény azt fejezi ki,
hogy L értéke a konfiguracids tér adott pontjaban fiiggetlen attél, hogy mi-
lyen koordinatakat vesziink fel ebben a térben. A konfiguréacios térben a palyak
szintén a koordinatarendszertdl fliggetlen geometriai objektumok. Ennek ko-
vetkeztében barmely adott L-re és adott palyara szamitott vonalintegral értéke
is a koordinatak megvalasztasatol fliggetlen szam. De akkor ugyanaz a pélya
teszi stacionérré a Lagrange-fiiggvény két adott pont (és id6pont) kozotti vo-
nalintegraljat akar a vesszGtlen, akar a vesszGs koordinatakon keresztiil fejezziik
is azt ki. A stacionér palyak ennek kiovetkeztében kielégitik az Euler-Lagrange
egyenleteket a ¢, valtozokban L-lel, a ¢l valtozokban pedig L'-vel. Ezt kellett
igazolnunk.

Ha vannak kényszerek, amelyek a koordinatak és az id6 kozott kirott egyen-
letekkel fejezhetk ki, akkor a konfiguriciés tér n dimenziosrél f dimenzidsra
csokken (n— f kényszerfeltétel esetében). A kényszerekkel dsszeférd megvalosuld
palya az lesz, amelyiknél a hatasnak az f dimenzids térre korldtozott pdalydkra
nézve lesz széls6 értéke. Elég nyilvanvald, hogy ez a palya is kielégiti az ere-
deti L-hez tartoz6 az Euler-Lagrange egyenletet, hacsak az n valtozos L-t a
kényszerfeltételek segitségével f fliggetlen 4j koordinatan keresztiil fejezziik ki:

¢ = fr(q1,- - q}:t). r=1,2,...n r<n,

és a Lagrange-fliggvényt (3.1) segitségével irjuk at a kényszerekkel osszeférd val-
tozokra. Ez a megfontolas igazolja azt a korabbi allitdsunkat, hogy ,, a lényszerek
a Lagrange-fiiggvényben kihasznalhatok” (1/A szakasz).
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Példa a koordinata-transzformaciora: Attérés forgo koordinatarendszerre.

Egyetlen tomegpontot vizsgalunk, amelynek Descartes-koordindtai z, y és
z. A vessz6s Descartes-rendszer forogjon €2(t) szogsebességgel a kozos origd
koriil. Az Q(t) nagysaga a pillanatnyi szogsebességgel, iranya pedig a pillanat-
nyi forgastengellyel egyezik meg. Ha specialisan €2(t) = (0, 0, Q(t)), akkor az
fr(@',y', 2 t) (r =x,y, z) transzformacios fliggvények a kovetkezsk:

x = 1’ cos ¢(t) — y sin ¢(t)

= x cosp(t) —sing(t) 0\ [af
y=1a'sing(t) +y cos ¢(t) azaz y| =|sing(t) cosot) Of |y
i P 0 o 1) \»

t

ahol ¢(t) = ¢¢ —|—/ dt’ Q(t'). A masodik képletet frhatjuk r = R;r’ alakban is,

amely az altalanos esetre is érvényes. )
A sebesség transzformécioja: Specialisan az xz-komponensre ¢ = (2 figyelem-
be vételével

& =d" cosQt — ¢ sin Qt — Q(z' sinp(¢) + 3 cos p(t)) =

= (Rt} — QRyr'), = (Rtf’ [0 x Rtr’])
Altalaban: R R R A
V=r= Rti'/ + Rtrl = Rtv’ + [Q(t) X Rtl‘l].
Mivel a ¢ pillanatban a forgés az €3(t) irnya koriil torténik, ezért RQ(t) =
Q(t). Ennek kévetkeztében [ x Rur'] = [R;Q x Rir'] = Ry[2 x 1'] és

v=R, (v +[Q2xr]).
A forg6 rendszerben érvényes L'(r', v/, t) Lagrange-fliggvényt gy kapjuk, hogy
a nyugvo rendszerben érvényes L = —muv? — U(r) Lagrange-fiiggvényt a vesszés
valtozokon keresztiil fejezziik ki. Mivel forgatasnal a vektorok hossza nem val-

tozik, ezért

2

I = %(V’HQ x1'])" = %v’2+mV’-[er’]+%[ﬂ><r’]2—U(T’) =

= %0/2 +mv’ - [Q x 1]+ %QQT'Q - %(Q )2 - U(r)
(3.3)
Ez az L', mint latjuk, nem T — U alaku.

Az Euler-Lagrange egyenlet kovetkezd:

doL" oL
dt ov’ or
amelyben
/
%gi/ = m% (V/ + [ x I‘/D =ma’ — m[v' x Q] — m[r/ x Q]’
! !/
gf’ =m[v' x Q] +mw’r’ —m(Q-r)Q - ?9?/ =m[v x Q] +m[Qx [t x Q] -

ou’
or'’
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Az Euler-Lagrange egyenletbe behelyettesitve kapjuk a témegpont mozgasegyen-
letét a forgo koordinatarendszerben:

ou’
or' '

A jobboldal els6 tagja a Coriolis-erd, a harmadik pedig a centrifugélis erd.

ma’ = 2m[v' x Q] +m[r’ x Q) + m[Q x [t x Q] —

(3.4)

4. A Lorentz-erd a hataselvben

Mindenekel6tt egy sziikséges feltételt vezetiink le arra, hogy a Newton-egyenletet
Euler-Lagrange egyenletként lehessen felirni.
Vezessiik be az (2.2) baloldalan &llo kifejezés jelolésére az L, szimbolumot:

4oL oL
" dtdg.  Ogr

Innen
oL, d 9%L 0L

Oqs  dt9g,0d,  9g.0q,"
Ha ezt antiszimmetrizaljuk, a
oL, 0L, d 0%L B 0*L
dqs  Oqr  dt \0q,0¢.  0q,0ds

képletet kapjuk. Masrészt

doL _ &L L . DL
At o, _ otdg, | 0q:06, " 04504,

qr,
ezért

oL, _d 0*L n 0%L 0%L

84s  dt 3404, 050G, 9gsOgr
Ezt is antiszimmetrizaljuk:

oL, OLs 9 0%L 0%L

d4s 94 \9g;04,  94sIq, )

A két antiszimmetrizalt kifejezés 0sszehasonlitasabol:
OL, OLs\ 1d (0L, OLs\ _ 0
0qs gy 2dt \ 0qs 24 )

Tegylik fel, hogy az L, = 0 Euler-Lagrange egyenletNewton-egyenlet alaku:

Ly =m.g, — FT(qv qs t)'

Ha L,-nek ezt a kifejezését behelyettesitjiik az el6z6 képletbe, megkapjuk annak
sziikséges feltételét, hogy az

mréjr = Fr(Qv CL t)
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Newton-egyenlet legyen Euler-Lagrange egyenlet tipusi:

oF, OF; 1d (0F. OF;
— - == — —— | =0. (4.1)
9qs dq 2dt \ 04s 94
Egyetlen tomegpontra Descartes-koordinatakban ezt az egyenletet a
1d
F—-—rot'F= 4.2
rot 5 7 rot 0 (4.2)

alakban irhatjuk, ahol a vessz§ arra utal, hogy a rotacidban a parcialis dif-
ferencidlasok nem az r koordindta, hanem a v sebesség komponensei szerint
értenddk.

Ez a sziikséges feltétel nem tul erés. Amikor az eré nem fiigg a sebességtdl
azt koveteli meg, hogy legyen potencidlos. Ha a tomegpont U potencialban

mozog és —av = ——agrad v? sarlodasi erd hat ra, akkor nyilvan teljesiil. A

surlodésos feladatok mégsem irhatok le Euler-Lagrange egyenlettel, mert (4.1)
sziikséges, de nem elégséges feltétel.

A (4.1)-nek talan az egyetlen érdekes alkalmazéasa az, amikor ponttdltés mo-
zog tetszdlegesen megadott elektromos és magneses térben:

ma = eE(r,t) + e[v x B(r, t)]. (4.3)

A jobboldalon
F = eE(r,t) + e[v x B(r, t)]

a Lorentz-eré. A vektorszorzat rotaciéjara vonatkozo képlet alapjan?
rot[v x B] = —(vgrad)B + vdiv B,
rot'[v x B] = (Bgrad')v — Bdiv'v = —2B.

A (4.2) tehat ekkor a kovetkezo:

dB
rot E — (vgrad)B + vdivB + v 0.

Mivel azonban

dB 0B
E = (Vgrad)B + 57
ezért a (4.2) feltétel Lorentz-erére vonatkozo végss alakja a kovetkezs:
B
(rot E + 8615> + (divB)v = 0. (4.4)

Tetsz6legesen valasztott E-re és B-re ez a feltétel nem teljesiil, ezért nem léte-
zik olyan L(r,v,E,B) Lagrange-fiiggvény, amelybdl a Lorentz-erét tartalmazo

2A x a vektorszorzas jele. Az a és a b vektor skalarszorzatat ab-vel, (ab)-vel, vagy a-b-vel
jeloljik. Specialisan agrad =a - V.
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Newton-egyenlet leszarmaztathatd volna. De ha az E, B térmennyiségek helyett
az

E= f%—? — grad @, B =rotA (4.5)

képletek segitségével 0j dinamikai valtozokként bevezetjiik a ®(r,t) skalar- és
az A(r,t) vektorpotencialt, akkor a
0B
rotE+ — =0, divB =0 (4.6)
ot
egyenletek azonosan teljesiilnek, és azonosan teljesiil (4.4) is. Ezért létezhet
olyan L(r,v,®, A) Lagrange-fliggvény, amely egy ponttoltés mozgasat irja le a
Lorentz-erd hatasa alatt, hacsak a mezsk eleget tesznek a (4.6) téregyenleteknek.
Ilyen Lagrange-fiiggvény valoban létezik is és nagyon egyszert:

2
L(r,v,®,A) = % +eAv —ed. (4.7)

Az Euler-Lagrange egyenlet szarmaztatasa:

4oL _ ma + e@ =ma+ e(vgrad)A + e%
dt ov dt & ot
OL
o= ¢ grad @ + egrad(Av) = —egrad ® + e(v grad)A + e[v x rot A].

Az utolso lépésben a skalarszorzat gradiensének a képletét hasznaltuk. A két
egyenlet kiilonbségét nullaval egyenlitve (4.5) kihasznalasaval valoban megkap-
juk a ponttoltés (4.3) newtoni mozgasegyenletét.

Legyen x(r,t) tetszoleges skalarfiggvény és

A=A"+gradx (4.8)
b= — %. (4.9)

mdcionak hivjuk. A (4.5) segitségével kiinnyd meggy6z6dni rola, hogy a mér-
téktranszformacioban kiilonb6z6 (vesszs és vesszGtlen) potencidlokhoz ugyanaz
az elektromos és mégneses mezd tartozik:

!

0A 0A
Ez—ﬁ—gradq)z— 8t

B =rotA =rot A’

— grad @’

Az ekvivalens potencialokhoz ekvivalens Lagrange-fiiggvény tartozik:

2 2 o
MY et eAv=""" _cd' +eAlv+e2X +e(vgrad)y =
2 2 ot
2
= e+ ey + 20,

2 dt
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Az 2. fejezet D. pontjabol kovetkezik, hogy a baloldali (vesszstlen) és a jobbol-
dali (vessz6s) Lagrange-figgvény valoban ekvivalens egymassal.

At Olvaso nyilvan észrevette, hogy (4.6) nem maés, mint a négy Maxwell-
egyenlet koziil ketts (az u.n. els6 par). A Maxwell-egyenletek azonban az elekt-
romagneses mezd mozgasegyenletei, ebben a fejezetben pedig nem errél, hanem
a tomegpont mozgasegyenletérsl volt sz6 megadott elektromagneses térben. A
(4.6) egyenleteket csak azért kaptuk meg, mert a Lorentz-eré hatéasa alatt tor-
ténd mozgas Newton-egyenletét mindenképpen a hatéselv kévetkezményeként,
Euler-Lagrange egyenlet formajaban kivantuk leszarmaztatni. A klasszikus fizi-
kaban ez egyaltalan nem kotelezd, de ha a ponttoltés (pl. az elektron) mozgéasat
kvantummechanikaval akarjuk targyalni, akkor a megfelels klasszikus feladatot
elézetesen a Hamilton-elv segitségével kell megfogalmazni. A kvantummecha-
nika nézépontjabol tehat mar az u.n. ,, kiils§ tér probléma” targyalhatosaga is
megkoveteli ez els6 Maxwell-egyenlet par teljesiilését.

5. A hatasfiiggvény

A) A hatasfliggvény fogalma.

A hatasfunkciondl minden lehetséges palyahoz egy szamot rendel, igy a meg-
valosul6 palyahoz — az extremdlishoz — is. Ezt a szamértéket eddig nem hasz-
naltuk fel.

Belathato, hogy elég kis (¢t — tg)-nal adott gg = {qo;} valamilyen kornyezeté-
ben (az u.n. centrdlis extremdlis mezében) minden q, t-hez egyetlen extremaélis
tartozik, amelyet £(q, qo, t, tp)-lal fogunk jelolni. Ezért ebben a tartomanyban
minden ¢, t-hez rendelhetiink egy szamot — az S(q, qo, t,to) hatésfiggvényt —
a kovetkezd eldirassal:

S(q,q0,t,to0) : (g, L‘)‘q0 tofix £ extremalis — Ldt
’ (€}

(a g és a qp termeészetesen a koordinatak Osszeségét szimbolizalja).

A tp-ban adott gg-akbol kiinduld extremalisok ¢o értékében kiilonboznek
egymastol. A kiilonb6z6 ¢y sebességgel elinditott rendszerek minden ¢ > ty-ban
valamilyen ¢ konfiguracioval rendelkeznek. A ¢ pont akkor tartozik a centralis
extremalis mez6hoz, ha egyértelmiien megmondhatd, milyen go-lal kell inditani
a rendszert ahhoz, hogy ¢-ben a ¢ legyen a konfiguracioja. Vagyis a (do,to) —
(g,t) leképezésnek kolesonosen egyértelmiinek kell lennie. A centralis extremalis
mez&ben

t
S(qaqutatO) :/ Ldt

to

£
a ¢,t meghatarozott fliggvénye.

Az S figgvény parcialis derivéltjai az impulzuskomponensek és az energia
t-ben a (g, qo,t,to) valtozokon keresztiil kifejezve:

a8 08

(5.1)
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Ez a definici6 igy értendd: Ha tg-ban a konfiguracio go volt és a (to,t) idSinter-
vallumban a rendszer a sajat torvényei szerint valtozva t-ben a ¢ konfiguraciot

vette fel, akkor a t-beli energidja és impulzuskomponensei faa—f—vel, illetve 85—
vel egyenlgk. Fontos, hogy a (5.1) formulak ezeken a valtozokon keresztiil adjé:k
meg az energiat és az impulzust.

Ezekbdl a képletekbdl kiindulva a t-beli energiat és impulzust a kévetkezs
gondolatmenet alapjan fejezhetjiik ki az ugyancsak t-beli g-n, ¢-n és altalaban
t-n keresztiil . A (5.1) kovetkeztében

65(Q7Q05t7t0) = S(q + 5Qaq07t+ 6t7t0) - S(Q7q07t7t0)

oS 08 (5.2)
= D5t 1 92 50, = —E5t + pida;.
o' T 9g %1 +piog

A Kkétszer el6forduld indexekre — mint altalaban — most is Osszegzés értendd,
de a bizonyitast egyetlen valtozo esetére mutatjuk be.

1

t

QD [Aq(t)]

(a) (b)
5.1 abra

Az infinitezimalis valtozasok additivitdsa miatt a bizonyitast két lépésre
bonthatjuk: Az els6ben csak a t, a masodikban csak a ¢ valtozik.
Legyen tehat dt # 0, g = 0. Ekkor

t+5t
S(q,qo,t + dt, tg) = / [L+ AL]dt'.

to

A végss id6pont megvaltozasa miatt az eredeti £ extremalis £'-re valtozott (4.1a
abra). A megvaltozott extremélis mentén a Lagrange-fiiggvény értéke az eredeti
extremalison szamitott L-t6l a
oL oL
AL= —Aq(t') + —~
R0 q(t")
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kifejezésben kiilonbozik.

A kis valtozasok additivitasat ajra kihasznalva

t+ot t
S(q7q07t+6t7t0) = / Ldt/ + ALdtl -

to t(]
¢ axs oL
— Ldt + L ,',t5t+/ (A t +,A't/>dt’
| @it [ (Gt + e adt)

= S(qa q0, ta tO) + L(Q? qv t)§t+

t t
oL d OL
+ - = Aq(tdt'.
N / <6q<t'> dtaqw)) a(t)

Az utols6 tag integrandusa nulla, mert £ extremalis és ezért kielégiti az Euler-
Lagrange egyenletet. A 4.1b abra alapjan lathato, hogy Agq(tp) = 0, és mivel
Aq negativ, ezért

(5.3)

oL .,
gm0

|CB| = qB — qc = —Aq(t)
‘BD| =tp —tp =0t

kovetkeztében
. |OB] _ Aq(t)

qg= BD| - ot = Agq(t) = —¢dt.

Igy végiil

és a (5.2)-vel valo Gsszevetésbol

oL
=% 1.
A

Tobb szabadsagi fok esetén ugyanilyen gondolatmenet az
oL .
E= zi:a—qiqi ~L (5.4)

képletre vezet, amely a t-beli energiat a ¢(t),¢(t),t valtozokon keresztiil fejezi
ki.
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5.2 abra

Legyen most 6t = 0, dq # 0. A targyalas az el6z6vel analdg, azzal a kiilonb-
séggel, hogy a felsd hatar szerint nincs variacio, és Aq(t) = +9dq. A megfelelen
modositott (5.3) alapjan

oL oL
g q p g )
és altalaban oL

Az energia (5.4) képletét tehat az
E = Zpi(ji - L (5.6)

alakban is irhatjuk.
Legyen L = T — U, amelyben T a sebességek homogén masodrendi fiigg-
vénye, U pedig nem fiigg téliik. Euler tétele® alapjan ekkor

Zq'ipi :Zng—z = 2T,

ezért E =T+ U.
A fentiekhez hasonloan lathato be, hogy (5.1) mellett érvényesek az

_ 98 __05
0= oty Poi = P

(5.7)

képletek is, amelyek a to-beli energiat és impulzusokat adjak meg a hatéasfiigg-
vény argumentumainak a fiiggvényében.

9 _ »r.

3Ha f(ax1,az2,...) = a*f(z1,z2,...), akkor ina
LT
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B) Az energiamegmaradas.

Ha a rendszer id6ben valtozatlan koriilmények kozott mozog, akkor a Lagrange-
fiiggvény nem tartalmazza explicite a t valtozot, hanem csak a koordinatakon
keresztiil fiigg az id6t6l, a q(t)-k pedig valojaban csak a t —tg fliggvényei. Ennek

S
kovetkeztében — =

ot oty
zOtt az energia a mozgas soran megmarad.

df (q,t)

AL—L =L+ —a ekvivalens Lagrange-fliggvényre torténd attérésnél

, vagyis B = Ey: Id6ben valtozatlan koriilmények ko-

S(Q»(Imtvto) — S/(Qa qutatO) = S(q7QO7t7t0) + f(qvt) - f(QOatO)v

_ b 9f
Di —> P =pi t 9q;’ (5.8)

) Of
FE—FE=F TR (5.9)

Ez a két képlet természetesen (5.4)-bél és (5.5)-bdl is megkaphat6. Az impul-
zusnak a (5.8) tipusa atértelmezését dinamikai mértéktranszformdcionak fogjuk
hivni. Az elnevezés az elektrodinamikai potencidlokkal valo Osszefiiggésre utal.
A 3. fejezetben lattuk, hogy a potencidlok (elektrodinamikai) mértéktranszfor-
d(ex)
dt
az impulzus p — p’ = p + V(ex) dinamikai mértéktranszformaciojat vonja
maga utan.

méacidjanal a Lagrange-fiiggvényhez a teljes derivalt adodik hozza, ami

C A Lagrange-probléma.

Lagrange-problémdnak a mozgasegyenlet olyan megoldésanak a megkeresését
nevezzik, amely 2f tetsz6legesen valaszthato konstansot tartalmaz (f szabad-
sagi foknal). Ez egyike a matematika legnehezebb feladatainak, amelynek nem
létezik altalanos megoldasi algoritmusa.

A hatdsfligguény ismerete egyenértékd a Lagrange-probléma megolddsdval.
Ha u.i. az S(q, qo, t, to) fliggvényt ismerjiik, akkor elirhatjuk a

oS
0qi0

= —p;o = tetszdleges konstansok 1=1,2,...f (5.10)

feltételeket, amely egy f-ismeretlent algebrai (nem differencial) egyenlet rend-
szer. A g;-re megoldva kapjuk a dinamikai probléma 2f tetszélegesen valaszt-
haté konstansot tartalmazoé

¢ = Fi(t;q10 - - - qfo, P10 - - - Pfos to) (5.11)

megoldast.

Az F;-k latszolag — a tg miatt — 2 f+1 6nkényes allandot tartalmaznak. Va-
lojaban azonban ezek a konstansok csak 2f fiiggetlen kombinacioban fordulnak
el6. Ezt igy lehet belatni:
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A Lagrange-problémanak a hatésfiiggvénytdl fiiggetlen egyik megoldasa le-

gyen

A jobboldalon allo6 2f 4+ 1 valtozos fliggvényeket a Lagrange-egyenletek nem
hatarozzak meg egyértelmiien, mert ha a 2n A és B helyett kolcsondsen egyér-
telmd modon uj A’, B’ kombinacioikat vezetjiik be, a jobboldali fiiggvény alakja
megvaltozik. Ezt a lehetdséget felhasznalva a (5.11) megoldast (5.12)-bdl agy
allithatjuk els, hogy az A-kat és a B-ket a 2f darab

gio = Qi(to; A1,... Ay, By,...By)

cse s

Pio = Pz(to, Al, e /1f7 Bl, e Bf)
megoldasanak valasztjuk:
A; = ai(qo, po, to), B; = bi(q0, po, to)-

Ezeket (5.12)-ba frva kapjuk (5.11)-et. Mint latjuk, a 2f + 1 g0, pio, to valoban
csak 2f kombinacioban fordul els. Ezért ha a (5.11) altalanos megoldést konkrét
kezdéfeltételekre kivanjuk specializalni, csak 2f kezddfeltételt adhatunk meg,
amelyek koziil az egyik lehet tg.

A tovabbiakban két egyszerti példaval illusztraljuk a mondottakat.

D) A ferde hajitas.

A péya sikja legyen az x,y sik, az y tengely legyen merdleges a foldfelszinre.
A Newton-egyenletek:

mi =0, my = —mg.

L=T-U= % (3'32—&—1'/2) — mgy.
A mozgésegyenletek megoldasa:

T = x9+ UQ(t — to)
1 (5.13)
Y =Yo +vo(t —to) — 59(75 —t9)”.

oo o]

¢ 1 2 1 ’ 2 / 1 / 2 /
= m/ 5% + §<vo —g(t —t0)> =9 (Yo +vo(t' —to) — §g(t — o) dt’.
to

A hatasfliggvény
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Az integralas elvégzése utan up-t és a vp-t még ki kell fejezni (5.13)-bél az S
természetes valtozoin keresztiil:

- - 1
g = =2 =0 4 gt —to).

t—to t—ty 2

A hatasfliggvény tehat

_ (x—z0)*+ (y — wo)?
S‘{ 20— 1)

- 50t~ )+ ) - 50—t |

A Lagrange-probléma megoldésa:

95 _ 95 _ _

drg ~ P gy T P
T — Zo Yy—yo 1

= — t—t = .
MYy, T b0 mt_t0+29( 0) =Dyo

Ezeket x, y-ra megoldva

DPx0 pyO 1 2
= + —(t—t =yo+ —(t—1ty) — =gt —toy)".
T = Zo ( 0)7 Y="Y ( 0) 29( 0)

Latszolag 6t onkényes konstansunk van, de a fliggetlen konstansok szanat az
hatarozza meg, hogy héany (kezdd)feltételt tudunk kielégiteni. A megoldast
atrendezhetjiik az

D 1 p 1
y=(yo—"Lto— g3 ) + (io + gto) t— =gt
m 2 m 2

azaz

1
x = A+ Bt, y:C+Dt—§gt2

alakba, ahonnan latjuk, hogy csak négy megvalaszthato konstansunk van.

E) A lineéris harmonikus oszcillator.

_m .o 9 2
L—2(x wx).

A mozgasegyenlet i + w?x = 0. Legyen to = 0. Ekkor

z = Asin(wt + «), i = wA(cos(wt + ).
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t A2 2 t
S — %/ (i — w?z?) dt’ = maw / [cos?(wt’ + @) — sin®(wt’ + )] dt’ =
0 0

2

A2,2 t A2
=0 2w / cos(2wt’ + 2a)dt’ = ma e
0

[sin(2wt + 2a) — sin 2a] =

mA%w

=— cos(wt + 2a) sin wt.

Az A, a-t x, xp-1al kell helyettesiteni az
x = Asin(wt + ) 2o =sina
relaciok felhasznélasaval, amelyekbdl

T — T Ccoswt

Asina = x, Acosa = (5.14)

sin wt
Atalakitjuk a hatasfiiggvény A, a-t tartalmazo részét:
A? cos(wt + 20) = A? [cos wt cos 20 — sinwt sin 2a] =
= coswt [(Acos a)? — (Asin oz)Q] —2sinwt - (Asina) - (Acos ).
A jobboldalon kihasznalva (5.14)-et felirhatjuk a hatasfiiggvényt altalanos to-lal:

(2% + 23) cosw(t — to) — 2z

S =
e 2sinw(t — to)

Ha zg = tg = 0, akkor S = %xQ ctgwt. Amikor x zérustol kiilonbozs konstans,

akkor S a t a 0,7/2 intervallumban monoton csékken plusz végtelentsl minusz
végtelenig. Az x = 0-hoz tartozo centralis extremalis mez6 a (0 < t < T/2)
intervallumban van értelmezve, ahol egész a-tengellyel azonos. A ¢t = T'/2 pilla-
natban x nem adhaté meg 6nkényesen, mert minden kezdGsebességnél nullaval
egyenld.

6. Szimmetridk és megmaradasi tételek

Ha a kiils6 koriillmények, amelyekben a rendszer mozog, valamilyen folytonos
szimmetriat mutatnak és a mozgas targyalhatd a hataselv alapjan, akkor leve-
zethet egy, a szimmetriara jellemz6 megmaradasi tétel (Emmy Noether 1918).
Példa: Szimmetria n-iranyu eltolassal szemben.
Célszerti Descartes-koordinatakat valasztani:

Tiy Yiy Zi5 Z:1,2,f
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Az x-tengelyt valasszuk n irdnytnak. A koriilmények szimmetriaja abban jut
kifejezésre, hogy az L Lagrange-fiiggvény nem valtozik, amikor az Osszes x;-t
(x; +a)-val helyettesitjiik (az L az x; —x; kiilonbségek fiiggvénye, vagy egyetlen
szabadségi foknal nem fligg z-t6l).

A hatéasfiiggvényben a szimmetria abban jelentkezik, hogy S nem véaltozik,
ha az Gsszes x;-t €s xo;-t (z; + a)-val és (xo; + a)-val helyettesitjiik:

S(I‘ + a7yvzat7$0 + a7y05207t0) = S(x’yazatax07y07z()7t0)7

ahol * = (z1,22,...2¢) sth. Az a-t valaszthatjuk infinitezimalisan kicsinek:
a —> da (ezt jelenti a szimmetria folytonosséga). Ekkor

f
0 7]
f

Z(pm: - pOz:z:) = 0; — P:v = POxa
i=1

és (5.1) alapjan

ahol P, = Z{Zl piz a teljes impulzus x komponense. A P, = Py, azt fejezi ki,
hogy a teljes impulzus z-komponense mozgdsdllando.
Ha az n irany tetszéleges, akkor

S(r1+5r1, . .rf—|—5rf,t,r01+5r01, . .r0f+5r0f,t0) = S(I‘l, . .I‘f,t,I‘Ol, .. .rof,to),

ahol dr; = nda. Ebbdl

f
0 0
6an-2(ari+ar0i>520

=1

(a baloldalon skalarszorzas all). Ezt a képletet (5.1) segitségével megint atir-
hatjuk nP = nP( alakba ami azt fejezi ki, hogy a teljes impulzus n iranya
komponense mozgasallando.

Ha ez a kritérium harom fiiggetlen n iranyra teljesiil, akkor a P = Z{ Pi
teljes impulzus megmarad6é mennyiség.

Az eljaras altalanositasa: Tegyiik fel, hogy a hatéas invarians a koordinata
vektorok

ri —r; +0r; =r; + vi(ry,...rs)da

ro; — ro; + 51‘01‘ =To; + VOi(rOh e rof)da

transzformaciojaval szemben (az eltolasnél a v;-k mind ugyanazzal az n vektor-
ral voltak egyenlsk). Ekkor
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tehat
f

Z (Vi(rb - I‘f)I)i — VOi(rOb . I'Of)POi) = 0

i=1
Kovetkezésképpen

f
G= Z v;(r1,...rp)p; = mozgasallando.
i=1

A G fiiggvényt késébb tisztazando okokbdl a transzformaciod genmerdtordnak is
hivjak.

Példa: A koriilmények legyenek invaridnsak az n irany koriili elforgatéasokkal
szemben. Megint Descartes-koordinatakat valasztva

dr; = [n X r;]dp, drg; = [0 X rg;ldp, = v; = [n X 1;].
Ekkor
f f
G= Z[n X ri|p; = nZ[ri X pi] = nJ,

tehat az J = Ef [r; X p;] palya impulzusmomentum n iranya vetiilete mozgas-
alland6. Ha ez harom linearisan fiiggetlen vetiiletre teljesiil, akkor a palyamo-
mentum vektor maga megmarad.

Az el6z6 fejezetben méar lattuk, hogy az energiamegmaradas is szimmetridval
kapcsolatos: Az iddbeli eltoldssal szembeni fliggetlenséggel.

Pontositas: Ekvivalens Lagrange-fliggvényre torténd attérés tetszdleges f(q, t)
fliggvénnyel elvégezhets és altalaban elrontja a Lagrange-fliggvény és a hatés
szimmetriajat. Mivel azonban a mozgasegyenletet valtozatlanul hagyja, ezért
egy adott szimmetriaval kapcsolatos megmaradési tétel teljesiiléséhez elegendd,
ha az ekvivalens Lagrange-fiiggvények koziil legalabb egy rendelkezik ezzel a
szimmetriaval: Ezt kell hasznalni a megmaradé mennyiség megkeresésére. A
kovetkezG fejezetben ennek a lehet&ségnek fontos szerepe lesz.

7. Szimmetridk és megmaradasi tételek elektro-
magneses mezében

Probléma: A (4.7)-ben felirt

2
L(r,v,®,A) = % +eAv —ed

Lagrange-fliggvényben a potencidlok szerepelnek, amelyek altaldban nem tiik-
rozik a mez6k szimmetriait.
Ponttoltésnél ilyen probléma nincs, mert az

e e
E:—3r és b=
r r
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szimmetridl ugyanazok: Ry, (forgasszimmetria tetszéleges n irany koriil) és T
(id6eltolasi szimmetria). Homogén mezsk és a méagneses mondpolus esetében
azonban érdekesebb a helyzet.

A) A homogén magneses mezo.

Homogén z irdnyt B nagysagi magneses mezénél az alabbi tablazatban
harom kiilonbo6z§ vektorpotencidlt adtunk meg, amelyek egyike se tiikrozi a
mezG Osszes elemi szimmetriajat, amelyek T, R, és T (T az n-iranyu eltolasi
szimmetria).

i Aggi) Ag(f) AS) Ll = %7'“2 +eADr | L) szimmetriai
1 —By 0 0 %vﬁ — eByi T, T, T
2 0 YBr | 0 mi2 4 By T,.T.,T
3|| 4By | +3Bx | 0 | 252+ £B(xy — yi) T.,R., T

A harom vektorpotencial a (4.9) mértéktranszformacioban kiilonbozik egy-
mastol:

) 1
AP =AM 4 BV (zy), A = A 4 53 V(zy).

A 3. fejezetbdl tudjuk, hogy ennek kovetkeztében mindharom L") Lagrange-
fliggvény ekvivalens egymaéssal. Az el6z6 fejezet alapjan pedig a megmaradéasi
tételek generaldsahoz az ekvivalens Lagrange-fiiggvények koziil azt kell felhasz-
nalni, amely rendelkezik az adott megmaradé mennyiséghez kapcsolédé szim-
metriaval.

A T idGeltolasi szimmetria barmelyik vektorpotencialra teljesiil. A hozza
tartoz6 megmaradasi tétel az energia:

. ) L®
E=pDi— 10— 3ar :

— L@

Ebbél a kifejezésbol az L) sebességben linearis tagjai kiesnek, ezért mindharom
valtozat az

1
E= imi‘2 = konstans (7.1)

megmaradasi tételre vezet: Homogén magneses térben mozgd test energiaja
a mozgasi energidjaval egyenld, ezért a sebesség abszolit értéke megmaradd
mennyiség.

A T, szimmetria L(M-re teljesiil, a hozza tartoz6 megmaradé mennyiség

(D)
pg}) = 889’5 =m& — eBy = —eBR,,

ahol

m .
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A T, az L®-re teljesiil:

oL(?)
—— =my+eBr = —eBR,,

(2) =

m .
R,=z+ BV (7.3)

A T, szimmetria barmely L(®)-re teljesiil:
p¥ = mz = konstans. (7.4)

A (7.1) kévetkeztében ezért a sebesség (z,y) sikra vetett v komponense is moz-
gaséllando.
A (7.2)-bol és a (7.3)-bol

. eB . eB
T = (ZJ—Ry), yzi(x_Rx)'

T om m
Helyettesitsiik ezeket az energia (7.1) képletébe:

6232
2m

1
[(z — R.)*+ (y — Ry)?] + iméz = F = konstans. (7.5)

A (7.4) kovetkeztében ezért

2 1
P =(r—-R,)*+(y—Ry)* = % (E - 2m22> konstans.

A palya (x, y) sikra vetett vetiilete tehat egy r sugara kor, amelynek kozéppontja
az (R, Ry) pont: Ezhatarozza meg a py, p, impulzus-komponensek fizikai (vagy

inkabb geometriai) jelentését.
Az utolso egyenlet alapjan

o ., €2B? EB \*
v =i+ = —[(x— R.)’+ (y— Ry)?] = <m7"> ;
tehat 5
v = wr, ahol w = e—.
m

Az (7.2) és a (7.3) szerint e > 0-nal a keringés iranya a mezdvel szembe nézve
megegyezik az 6ramutato jarasaval. Mint latjuk, a mozgasintegralok (megma-
rad6 mennyiségek) egyértelmiien meghatarozzak a mozgast.

Az R, szimmetridhoz végiil a

I = e x pP]. = apl — ypl?Y,
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megmarad6é mennyiség tartozik, amelyben

9

3
3 _ oL®)

. eB o1
Dy =my+-—x=m(y+ -wr|.

ay 2 2
Ez azonban nem 1j megmarad6 mennyiség, mert a

3) _ MW no 2 2
alakra hozhato.

Megjegyzés az impulzusokrél: A Lorentz-erd ismeretében a toltott részecske
mozgasat magneses mezdben targyalhatnank az mp = e[v x B] newtoni moz-
gasegyenlet alapjan is, amelyben p = mv a kinetikus impulzus. Mint a példa
mutatja, ez a mennyiség altalaban nem azonos a hataselvben fellépd kanonikus

impulzussal, amelynek komponensei a % parciélis derivaltak.

A kanonikus impulzus a (5.8) dinamikali mértéktranszformécié kdvetkeztében
maga se egyértelmid. A sebesség és az impulzus kapcsolatanak ez a tobbértel-
miisége azért nem jelent problémat, mert a két mennyiség koziil csak a sebesség
az, ami mérhetd, ezért a kozottiik 1évs kapcsolat nem vethetd ala kisérleti ellen-
Orzésnek (az impulzus segédmennyiség).

B) A homogén elektromos mezd.

A homogén £ elektromos mez6 szimmetriai ugyanazok, mint mint a homogén
magneses mez6é, de két kiilonbozd ekvivalens potencial elegendd az 6sszes szim-
metria figyelembe vételéhez. A tovabbiakban feltessziik, hogy £ —z iranyba
mutat.

i) o® | Al | AP | AV | L= mp2 0 4 eADi | LO) szimmetriai

1 Ex 0 0 0 %7*2 —elz 1., T, R., T
2/l o | 0o | 0 | & mi2 4 eEts T,,T,,T., R.
0(Ext)

P — (V) _ &=
ot

A® = AD L v (Ezt)

A T,, T,, R,-hez tartozé6 megmarad6 mennyiségek ma, my,(zy — y&). A T-hez
tartoz6 megmarad6 mennyiség az
1
LYy 1

=r T 72m1‘2+652
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energia.
A T,-hez a
o2 — oL
8 0z
megmaradé mennyiség tartozik.

Ez a mennyiség a mozgas soran tényleg allandd, mert — mint kénnyen iga-
zolhato, — mz(0)-lal egyenls. Azonban mégsem mozgasalland6, mert explici-
te fiigg az id6tol, és definicié szerint mozgasallandonak (mozgéasintegralnak) a
koordinatak és a sebességek olyan fiiggvényét nevezziik, amelynek az értéke a
mozgés sordn alland6é marad. Explicit idéfiiggés tehat nincs megengedve.

Az el6z6 fejezet végén megallapitottuk, hogy egy adott szimmetriaval kapcso-
latos megmaradasi tétel teljesiiléséhez elegendd, ha az ekvivalens Lagrange-fiigg-
vények koziil legalabb egy rendelkezik ezzel a szimmetridval. Most latjuk, hogy

ezt a konkltziénkat korlatoznunk kell az olyan L — L' = L + % =L+ gf d;
ekvivalencidkra, amelyekben f csak a koordinataktol fiigg, az id6tol epli%lite
nem.
Megjegyezziik, hogy idében valtozatlan korilmények k6zott mozgd f szabad-
ségi fokn rendszer 2 f — 1 mozgasallandoval rendelkezik. Ezt igy lehet belatni: A
mozgasegyenletek altalanos megoldésa 2 f 6nkényesen valaszthaté C; konstansot

tartalmaz:

=mz+ et

qi(t):Fi(t,Ol,...CQf) (ZZl,f)

Ezeket az id§ szerint derivalva tovabbi f egyenletre jutunk:
4i(t) = Gi(t,Cy,...Cay) (i=1,...f).
Ha ezt a 2f egyenletet a C; konstansokra megoldjuk, akkor 2f darab

Ci=H(q1,...q97,4¢1,.--45,1)

fiiggvényt kapunk, amelyek a mozgas soran nem valtoznak, az explicit id6fliggés
miatt azonban nem mozgasallandok.

Ha az F és a G fiiggvények egyikét megoldjuk t-re és a t-nek ezt a kifejezését
behelyettesitjiik a tobbibe, akkor a 2f konstansra csak 2f — 1 egyenletiink lesz,
amelyekbdl ezek a konstansok nem fejezhetSk ki egyediil a koordinatakon és a
sebességeken keresztiil.

A megoldas az, hogy a C;-k egyikét kezds idSpontnak valasztjuk, vagyis a

qi(t) = Fi(t — to,C1,... Cay_1), ¢i(t) = Gi(t —to, C1,...C2p1)

altalanos megoldasbol indulunk ki. A korilmények allandosiga miatt a ¢y va-
loban 6nkényesen vélaszthato konstans. Ha most ezekbdl az egyenletekbdl a
(t — to) kiilonbséget kizarjuk, a t-vel egyiitt egy konstanstol is megszabadu-
lunk, és a fennmaradé egyenletekbdl kifejezhetjiik a 2f — 1 darab Cy,...Cay_1
konstansot a koordinatdkon és a sebességeken keresztiil.
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Példaként tekinsiik djra a homogén elektromos térben mozgd toltést, azon-
ban az egyszertiség kedvéért az x és az y valtozoktol tekintsiink el*. Ekkor a
feladat 1 szabadsagi fokura redukalodik és csak 1 mozgasintegralja lehet.

A két tg, vy nkényes allandét tartalmazo altalanos megoldas®

a

2(t7t0)27 azé'

zZ = ”U()(tfto) m

Ezt derivéaljuk az id§ szerint:
z= Vo — a(t — t()).
A két egyenletbdl a (¢t — t) kiilonbséget kizarva az

%22 +efz = %v% = konstans

mozgasallandora jutunk, amely az energia — ahogy varhato is.

Megjegyzés: H. Poincaré a 19. szazad utols6 évtizedében megjelent Uj mdd-
szerek az égi mechanikdban cimd monografidja 1. kotetében az V. fejezet cime
a kovetkezs: Az egyértelmid mozgdsintegrdlok hidnydrol. Ez a fejezet ugyanis a
kévetkezos tétel bizonyitasat tartalmazza:

Az égi mechanika kanonikus egyenletei az energia integralon ki-
viil nem engednek meg semmilyen més analitikus mozgasallandot
(néhany specialis eset kivételével, amelyek kiilon targyalast igényel-
nek).

A specialis esetek a teljes impulzus és impulzusnyomaték komponensei, ame-
lyekrdl az 5. fejezetben lattuk, hogy a transzlacios és a rotacids szimmetria
kovetkeztében maradnak meg. Az energiaval egylitt ezt a hét mozgéasintegralt
nevezi Poincaré analitikusnak, szemben az 0sszes tobbivel, amelyek — ritka kivé-
telektdl eltekintve — az argumentumaik olyan rendkiviili mértékben irregularis
fliggvényei, hogy tulajdonképpen nem is tekinthetsk fiiggvényeknek. Gyakor-
lati jelentGsége csak a hét regularis mozgasintegralnak van, amelyek egyébként
az additivitasukkal is kitlinnek: Egy fiiggetlen részekbdl 4ll6 rendszerben az
értékiik az egyes részrendszerekben felvett értékeik Osszegével egyenld.

C) A maégneses ponttdltés (monopolus).

Ha magneses toltések is 1éteznének, a Maxwell-egyenletek szimmetrikusab-

4Homogén maégneses térben egy ilyen korlatozasnak nem lenne értelme.
5Ha engediink a kisértésnek, és a megoldast a z = 2o +vo(t —tg) — g (t —to)? altalanosabb
alakban irjuk fel, akkor is csak két fliggetleniil valaszthat6 konstansunk lenne, mert z =

a a
(Z() — voto — Etg) + (vo + ato) t — 51&2.
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bak lennének:

divD =p
0B
tE+ — =-J"
LR
divB = p*
oD
tH— — =J.
o T

p* és J* a magneses t0ltés- és aramstiriiség. A masodik egyenlet jobboldalan az
elGjelet a magneses toltés megmaradéasanak a kovetelménye diktélja.

Az e elektromos és a g magneses ponttoltés nemrelativisztikus mozgasegyen-
letei elektromos és méagneses mez&ben a kovetkezdk:

ma = e(E + [v x B])
m*a* = g(H— [v* x DJ).

Ezek az egyenletek azért nemrelativisztikusak, mert a baloldalon nem a relati-
visztikus impulzus id&derivaltja all.

Amikor egy elektromos és egy magneses ponttoltés egymas hatasa alatt mo-
zog, az elsé egyenlet jobboldalan a magneses toltés altal 1étrehozott mezdk, a
maésodik egyenlet jobboldalan az elektromos toltéshez tartozé mezdk allnak. Ha
ezek nemrelativisztikus alakjait behelyettesitjiik, rovid atalakitas utan az R = 0,
valamint a
_ %9
43
mozgéasegyenletekre jutunk, amelyben R a tomegkozéppont koordinatéja, r az
elektromos toltés relativ helyzetvektora a magneses toltéshez képest, és u a
redukalt tomeg.

A maéagneses tOltések hianyat a természetben valdszintileg joggal tekintjiik
olyan problémanak, amely magyarazatot igényel. A kvantumelmélet automati-
kusan kinal egy magyarazatot. Az elektromos és magneses toltésbdl allo két-
testprobléma kvantumelméletét ugyanis nem alapozhatjuk kézvetleniil a (7.6)
egyenletre, hanem csak arra a Lagrange-fiiggvényre, amely erre a mozgasegyen-
letre vezet. A (4.7) Lagrange-fiiggvényrsl van szd, amelyben most a A-t agy
kellene megvélasztani, hogy a B = rot A szerint egy origbban nyugvd g méagne-
ses ponttoltés terének feleljen meg. Ez azonban lehetetlennek tiinik, hiszen egy
ilyen térre divB = ¢d(r) # 0, mig divrot A = 0. Megjegyezziik még, hogy a
(4.7) jobboldalan allo erére a (4.2) egyenlet teljesiil, ezért ez a sziikséges feltétel
nem tamaszt akadalyt egy megfelelé Lagrange-fliggvény létezésével szemben.

P. A. M. Dirac 1931-ben talélt is egy olyan Lagrange-fliggvényt, amely a
(4.2) mozgasegyenletre vezet és a B tér divergencia-mentességével is 6sszhang-
ban van. Ha Dirac megoldasat elfogadjuk, akkor a kvantumos targyalas sziiksé-
gessége nem ad magyarazatot a magneses toltések hianyara, tehét ez a probléma
tovabbra is megoldatlan marad.

ur [F X r] (7.6)
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Dirac elmélete azon alapul, hogy egy az origoban végz8dd nagyon (végtele-
niil) vékony végtelen hosszt idedlis szolenoid végpontjabol kidramlé magneses
mez6 maganak a szolenoidnak a helyétsl eltekintve gombszimmetrikus és itt egy
olyan g mégneses polus terének felel meg, amelynek a fluxusa a végteleniil vé-
kony szolenoidon kiviil fekvs tartomanyban a szolenoidban 1évs véges fluxussal
egyenld (az idealizalt szolenoidban magéban a magneses mezd ekkor természe-
tesen végtelen nagy). A kialakult terminologidban ezt a hipotetikus szolenoidot
szdlnak nevezik.

Tegyiik fel, hogy a szal az n egységvektor iranyaba es6 végtelen félegyenes,

és — mint mondottuk, — az origdéban végz&dik. Ehhez a szalhoz a
A _ 9 [rxn] (7.7)

Adtr r—n-r

vektorpotenciél tartozik, amely a szalon szingularis. A magneses t6ltés kvan-
tumelméletében ennek a szingularitasnak a kezelése jelent problémaéat, amely
azonban megoldhaténak bizonyult.

A (7.7) vektorpotencial a kovetkezs figyelemre méltéd tulajdonsagokkal ren-
delkezik:

1. A™ rotacioja a szalon kiviil egy ¢ magneses ponttdltés méagneses terével

egyenld:
rot A = — 7}(}7«2 : ; (7.8)
2. Az A™ vektormez6 divergenciamentes:
divA® = . (7.9)

3. A™_nek a szalt korillvevs infinitezimalis kis konttiron vett korintegralja
a Stokes-tétel kovetkeztében —g-vel egyenls, ami a szalban 1év6 fluxus-
sal egyezik meg. A magneses tér ugyanis a szalnak nevezett idealizalt
szolenoidban az orig6 felé mutat, és az origdban kiaramolva bel6le gomb-
szimmetrikusan teriil szét a térben.

4. Az (7.6) mozgasegyenlet az
(n) 1 -2 (n),,
L\ = 3 urs + eA'"™Wr (7.10)

Lagrange-fliggvénybdl szarmaztathaté Lagrange-egyenlet bdrmilyen ird-
nyd n valasztasa mellett.

5. Ennek az az oka, hogy a szdl irdnydnak meguvdltoztatisa mértéktranszfor-
mdcioval ekvivalens

A A0 — gy, (7.11)

ezért L™ ¢s L(®) ekvivalens Lagrange-fliggvények.
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Az els6 négy tulajdonsag a grad, div, rot miveletek szisztematikus alkalma-
zasaval egyszeriien verifikilhato, ezért csak a (7.11) igazolasaval foglalkozunk.
Ennek a fejezetnek a {6 téméja ugyanis annak a probléménak a vizsgalata, hogy
a potencidlok gyakran nem tiikrézik a hozzajuk tartozo elektroméagneses mezé
szimmetriait. Az A®™) ezt példazza, mert csak az n irany koriili elforgatasokra
nézve invarians, mig az 1. pont alapjan a belSle szamithaté magneses mezs
gémbszimmetrikus. Ezt a gombszimmetriat az A(™-ek Gsszesége reprezentalja.

A 3. pont alapjan az A(™ — A®) kiilonbség egy olyan V-alaki végte-
len hosszt vonalszeri szolenoid vektorpotenciilja, amely n irdnybol érkezik az
origoba és n’ iranyban folytatodik és ilyen iranyt g fluxust tartalmaz. Egy vég-
telenbdl végtelenbe tart6 idedlis szolenoid koriil azonban nincs mégneses mezd,
ezért egyenld a vektorpotencialja egy fiiggvény gradiensével, amelynek a rotéaci-
6ja nulla. A 3. pont alapjan a (7.11) képlet korintegralja egy olyan zart kontuir
mentén, amely az egyesitett szalat koriilveszi és az orientacioja a szal irdnyahoz
képest pozitiv, g-vel egyenld, ezért minden ilyen konturra

jQ{ dl-Vyx=g. (7.12)

Ez az integral a x fliggvény Ay megvaltozasaval egyenls az egyesitett szalat
koriilvevs zart kontar mentén. Mint latjuk®, Ay = g.

Térjiink ra végre a megmaradé mennyiségek targyalasara. Az (7.10) Lagrange-
fliggvény nem fiigg explicite az id6tdl, ezért az energia megmaradd mennyiség.
A sebességben linearis masodik tag azonban nem ad jarulékot az energia (5.4)
kifejezéséhez, ezért az energia a mozgési energiaval egyenld.

Helyettesitsiik most be a vektorpotencial (7.7) kifejezését (7.10)-be. A vegyes
szorzat tényezGinek permutalasa utén ezt a kifejezést kapjuk:

L@ —

m., eg n-[Fxr]
Dy 9 BRI 1
. (7.13)

drr(r—m-r)

Ez a Lagrange-fiiggvény csak az n irany koriili R, elforgatésokra nézve invarians,
ezért csak az impulzusmomentum n irdnyd komponensének a megmaradasét

SEnnek a ténynek a kvantummechanika miatt van jelentésége. Az 5. fejezet B. pontja
alapjan az n — n’ mértéktranszforméaciénal az impulzus is transzformalédik: p — p’ =

h
p +eVx. A kvantumelméletben impulzuson a p = —V operatort értjiik. Egy ilyen transzfor-
1

méciénal az impulzus operator sajatfiiggvényei az X/ fazisfaktorral szorzédnak meg,.

A Schrodinger-egyenlet megoldasaval szemben alapvetd kovetelmény az egyértékiiség. Ha
azonban egy olyan zart kontur mentén vizsgaljuk ennek a fazisfaktornak a megvaltozasat,
amely metszi a % sikot, akkor az eddig mondottak alapjan a zart konturon torténd egy-
szeri végighaladas hatasara a hullamfliggvény megszorzodik az e teg/h tényezGvel és ennek
kovetkeztében csak akkor nyeri vissza eredeti értékét, ha a dimenziotlan eg/h tort a 27 egész
szamu tobbszorosével egyenls. Ez a kovetelmény a mégneses toltés lehetséges értékeit a h/e
elemi toltés egész szamu tEbbszordsére korlatozza.

Megjegyezziik, hogy a Schrodinger-egyenletnek akkor is van egyértékd megoldasa, ha ez a
feltétel nem teljesiil. De ilyenkor \1/)(") |2 # |'¢1(“/) |2 és a megoldas az elektromos ponttoltésnek
nem egy matematikai segédeszkozként funkciondld, hanem egy valédi vékony szolenoid koriili
allapotat irja le.
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garantalja. A komponens kiszamitasat egyszeriisitendé mutasson n a z-tengely
irdnyaba. Ekkor

L®) = %1‘2 + %7‘(7‘71—2)(@! —yx).
A megmaradé impulzuskomponens
J.=[rxpl. = xag;) - yagg(;) =
eg eg Yy
- (my‘ 4m~<r—z>> -7 (””"‘ 4w<r—z>) -
eg z €g

A lényegtelen konstans elhagyésa utan a tetszéleges iranyra altalanositott ered-
mény a kovetkezd mozgaséallandora vezet:

J:[rxm‘]—%~;z.]+s. (7.14)

A jobboldal els6 tagja a relativ palyamomentum, a ra mer6leges masodik tag
pedig a két ponttoltés elektromégneses terében felhalmozott

s:/d%[rx[DxB}]

térimpulzus, amely az elektromos toltéstél a magneses toltés felé mutat és a
nagysaga fiiggetlen a két ponttoltés tavolsagatol”. Ha S # 0, akkor ez dimen-
zibokokbol nem is lehet masképp, ugyanis az eg szorzat fizikai dimenzidja mér
kiadja az impulzusnyomaték dimenziojat. A J-t a rendszer teljes impulzusmo-
mentumdnak nevezziikk. A J megmaradasa természetesen a (7.6) mozgasegyenlet
alapjan ellendrizhetd.

A relativ mozgast a megmaradéasi tételek teljesen meghatérozzak, de csak
két specialis esetre korlatozodunk. Az egyik az, hogy minden r-nél megoldés
az r = konstans nyugalmi allapot. A maésik az a sugaru gémbre korlatozott
mozgas. Valasszuk a z-tengelyt J irdnytnak. Az S az r iranyaba mutat, tehét
¥ szoget zar be a z-tengellyel. Mivel |S| = eg/4n fliggetlen r-tdl, ezért a mozgas
a ¥ nyilasszogn kup mentén torténik, és a sebességét az L = pav = v/ J? — 52 =
J sin ¥ relacié rogziti.

7 Az integralasnal az

/°° rdr B 1
o (r2—2rcos®¥+1)3/2 1 —cosd

képletet kell felhasznalni. Megjegyezziik még, hogy a (7.10) Lagrange-fliggvény azért nem
tartalmaz potenciélis energia tagot, mert a térimpulzussal ellentétben a térenergia a két toltés
térenergidjanak az egyszerii Osszege.
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8. A Hamilton-féle kanonikus egyenletek

A) A kanonikus- vagy Hamilton-egyenletek.

A Lagrange-egyenletek az id6ben méasodrendi differencidlegyenletek, azon-
ban a fliggs valtozok (és az egyenletek) szaméanak a megduplazasaval atirhatok
elsérendtd alakba. Az atiras nem egyértelmi, mert fiigg az 0j valtozok megva-
lasztésatol. A legegyszertibb lehetdség az lenne, ha a ¢; = v; sebességek lennének
az 1j valtozok, de a legcélszertibb valasztdsnak nem a sebességek, hanem a p;
impulzusok bizonyultak.

Amikor ugyanis a rendszer dinamikija jellemezhet6 Lagrange-fiiggvénnyel,
akkor a keresett elsérendd mozgasegyenletek leszarmaztathatok egyetlen fiigg-
vénybol, a H(q, p,t) Hamilton-fiigguénybdl:

) oOH

q; = 8pi (81)
oOH

) —= — . 2

i 4. (8.2)

Ezek a kanonikus- vagy Hamilton-egyenletek. A q,p valtozopart — a g, ¢-tal
szemben — kanonikus vdltozdknak nevezziik. A H(q,p) az L(q,q) Legendre-
transzformdltja:

H=> dgpi—L, (8.3)
i=0
amelyben a sebességeket az impulzusok
L
p; = gdi (i=1,2,...,n) (4.5)

definicios egyenleteit megoldva ki kell fejezni a kanonikus valtozokon keresztiil:

A (8.1) és a (8.2) bizonyitasdhoz adjunk most a g;-khez és a p;-khez tetszd-
leges infinitezimalis dg;, dp; névekményt. A (8.4) szerint ezzel a ¢;-k is megha-
tarozott névekményt kapnak, de most célszertibb a dg;-ket ,, egészben” tartani.

Mindezek kévetkeztében természetesen H is megvaltozik:

~ /. . oL oL .
Z{in'pi"‘Qi'dpi_a‘in_@. 'd(h}:
i—0 i i

[ 0L oL
= —5—dgi + G -dpi + (pi — 5 | - ddi ¢
— | Og 94

?

dH

8 A most kovetkezs gondolatmenetben a H(q, p,t) explicit idéfiiggésének nem lesz szerepe,
ezért a t-t nem irjuk ki explicite.
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Az utolso tag (5.5) kovetkeztében zérus. Ha az eredeti ¢;-k kielégitik a Lagrange-
egyenleteket, akkor az els6 tag koefficiensében

oL doL .
dg;  diog TP
és ezért .
dH = Z (=pidg; + Gidpi) - (8.5)
i—0

Masrészt H(q, p)-nek — mint minden ¢, p fliggvénynek — a parcialis derivaltjait

a
" /OH OH
dH = —dg; + —dp; 8.6
> (G o) 9

Osszefliggeés definidlja onkényes dg;, dp;-vel. A (8.5) és a (8.6) jobboldalan a
novekmeények koefficienseinek meg kell egyeznick egymassal és a (8.1), (8.2)
kanonikus egyenletek éppen ezt az egyenlSséget fejezik ki. A (8.5) levezetésénél
kihasznaltuk, hogy a ¢;-k kielégitik a Lagrange-egyenleteket, ezért a kanonikus
egyenleteket is csak a rendszer valdésagos mozgasait leir6 trajektoriak elégitik ki.

A (5.4) képlettel torténs osszevetés mutatja, hogy a Hamilton-fliggvény nem
mas, mint az energia a p, ¢ kanonikus vdltozokon keresztiil kifejezve.
Eszerint az energidnak eddig haromféle kifejezési modjaval talalkoztunk:

*ﬁ (¢, 90, t, to-on keresztiil)
ot
- L
E= q187 — L (q,q,tn keresztiil) (8.7)
9q;
H (p, q, t-n keresztiil).

Aq,...qn,p1,...pn kanonikus koordindtdk a fazisteret feszitik ki, amelyben
a mozgas fazistrajektoridk mentén torténik. A fazistrajektoridk a Hamilton-
egyenletek megoldéasai. A fazistér minden pontjin csak egyetlen fazistrajektoria
halad at, mert a Hamilton-egyenletek minden pontban megadjak a trajektoria
iranyat. A fazistérnek ez el6nyts tulajdonsaga a konfiguracios térrel szemben.

Megjegyzés: A Hamilton-fliggvény Légendre-transzformaciojaval az eredeti
Lagrange-fiiggvényt kapjuk vissza (a Legendre-transzformécié involutiv miive-
let). Valoban®, jeloljiik a H Légendre-transzformaltjat L-lel:

amelyben az impulzusokat a (8.1)

p=9(¢,9)-

9 Az egyszertiiség és a jobb attekinthetéség kedvéért a szabadsagi fokokat jelz6 indexeket az
alabbiakban nem irjuk ki explicite.
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megoldasa segitségével fejezziik ki a koordinatakon és a sebességeken keresztiil:

L(g,4) = (¢-p— H(qm))‘p:g(q,d) )
A jobboldalon

H(qvp)‘p:g((bq) = q ' g(qvq) - |:L(q7Q)|q:f(q7p) p=g(0,d) = q : g(qa q) - L(qvq)

Ezt az el6z6 egyenletbe irva kapjuk a bizonyitandé L = L képletet.

B) A kanonikus egyenletek szarmaztatasa hataselvbél.
Hogyan kell megvalasztani a A(q, ¢, p, p, t) fiiggvényt ahhoz, hogy a kanonikus
egyenletek a ¢ / " dtA = 0 hataselv kovetkezményei legyenek? A A argumen-
tumaban a Vélt(;;()k n valtozo Osszeségét reprezentaljak.

ty
Az (2.1) mint4jara 0 / dtA-ra a kovetkezs kifejezést kapjuk:
to

i 0A

b AA
(5 th 7', ,.,t :7(5rt 75
/to (¢,4,p, D) q()t0+3pr

94y
t oA d OA b oA d OA
A s IO A it - )

Ha el6irhatnank a 4n darab ¢, (to), ¢-(t1), pr(t0), pr(t1) értékét, akkor teljesiil-
nének a

(8.8)

5(]r(t0) = 5qr(t1) = 5pr(t0) = 5pr(t1) =0

hatarfeltételek, a feliileti tagok eltiinnének, és mozgasegyenletként a

oA _doA _ 0N _dOA _
dq. dtoG 7 Ip.  dtIp.

(8.9)

egyenleteket kapnank. Ez egy 2n masodrendd differencialegyenletbdl allé rend-
szer, amelynek az altalanos megoldasa 4n 6nkényes konstansot tartalmaz.

Ez azonban tul sok, a valoban megadhat6 konstansok szamanak kétszerese.
Ez akkor csokkenne a sziikséges 2n-re, ha az impulzusokban szabad varidcidt
alkalmazhatnank (a p,.(to)-t és a p,-(¢1)-t nem kellene elgirnunk), és ugyanakkor
(8.9) masodik egyenlete nem tartalmazna p,-t. Mindkét kovetelmeény teljestil,
ha A nem tartalmaz p-t. A (8.8)-bol ekkor a méasodik feliileti tag hidnyzik és

(8.9) mésodik egyenlete i 0-ra redukalodik, amelynek a p-k és a ¢-k ko6zotti
Pr
helyes Osszefiliggést kell kifejeznie.
Ezt a kapcsolatot az L = H Legendre-transzformécié hatarozza meg, amely
A
= 0 format, ha A = p,.¢. — H(g,p,t). A (8.8)

Pr

akkor veszi fel a kivant
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alapjan konnyen ellendrizhetd, hogy ezzel a A-val a § / dtA = 0 hataselv va-

léban a kanonikus egyenletekre vezet. FEz természetesen nem véletlen, hanem
annak kévetkezménye, hogy a Lagrange-fiiggvény és a Hamilton-fliggvény kozot-
ti Legendre-transzforméciot éppen ennek a A-nak a minimalizdldsdn keresztiil
definialtuk.

A Lagrange-egyenletek és a Hamilton-egyenletek variacios elvbdl torténd
szarmaztatasa kozott van tehéat egy alapvets kiilonbség. Az elsd esetben a vari-
alando L(g, q,t) a konfiguracios tér tetszéleges fiiggvénye lehet, a masodik eset-
ben azonban a varidlando fiiggvényt a fazistéren A(p,q,q,t) = pr¢ — H(q,p,t)
alaktunak kell valasztanunk. Ehhez legfeljebb a koordinatak és az idé teljes id6-
derivaltjat adhatjuk hozza, amely a varidlasnal elttinik és nem hoz be p fliggést.

9. A Hamilton-Jacobi egyenlet

Az (5.10) és az (5.11) egyenletek alapjan megallapitottuk, hogy az S(q, qo, t, to)

hatasfiiggvény ismerete egyenértékii a Lagrange-probléma megoldasaval. Erde-

mes ezért olyan differencidlegyenletet keresni, amelyet a hatésfliggvény kielégit.
A (8.7) els6 egyenlete szerint

08

=F t,t
at (q qo0, 0)

A lényeges észrevétel az, hogy a jobboldalon az energia az impulzust tartalmazo
H(q,p,t)-vel egyenl§ feltéve, hogy ez utdbbiban az impulzust (5.1) segitségével
a hatas parcialis derivaltjain keresztiil fejezziik ki:

oS
E(q,q0,t, tg) =H (q,—,t ).
(q q0 0) (q dq )

A két egyenlet 6sszekapcsolasabol kapjuk a Hamilton-Jacobi egyenletet:

0S8 08
8t+H(q’8q’t> =0, (9.1)

amely egy (n + 1) valtozos elsérendd parcialis differencialegyenlet S-re.

Az ilyen tipusu egyenletek teljes integrdljanak az egyenlet olyan megoldasait
nevezzik, amelyek (n + 1) onkényesen megadhat6 allandot tartalmaznak. A
keresett S(q, qo, t, to) hatés teljes integral, mert a q10, g20, - - - gno, to éppen (n+1)
darab 6nkényes konstans.

Legegyszertibb példaként tekintsiik a szabad mozgast egyetlen dimenziéban
(¢ = z). Ekkor

t m [z — xo m (z — x0)?
S(x,xg,t,t :/ dt’ - —x —( > / dt = =~—"~~ (9.2
(2,20, ,%0) " 2 2 \t—ty ) Jy 2 tfto (9:2)
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Ez a fiiggvény valoban kielégiti a

0S8 1 [9S\?
m*m(m) =0 (9.3)

Hamilton-Jacobi egyenletet.

Van azonban egy probléma: A Hamilton-Jacobi egyenletnek végtelen sok
egymaéstol nagyon kiilonbozs teljes integréalja van, és az a teljes integral, amelyet
a valtozok szeparaldsanak modszerével kapunk!?, biztosan nem a hatasfiiggvény.

A szabad mozgés el6bbi, (9.3) Hamilton-Jacobi egyenletét példaul kielégiti

a
2

S = —%t—kalx—#ao (9.4)

fiiggvény, amelyben g és oy tetszdleges konstans. A (9.4) tehat a (9.3) Hamilton-
Jacobi egyenlet teljes integralja, amelynek lathatoan semmi koze a (9.2) hatés-
fiiggvényhez. Az S helyett ezért szigorian véve a (9.4) teljes integralt valamilyen
maésik betiivel kellene jelolni, de ezt — az altalanos gyakorlatot kévetve, — nem
tessziik meg.

Nyilvan felmeriil a kovetkez6 két kérdés:

e Felhasznélhato-e egy olyan teljes integral a Lagrange-probléma megolda-
sara, amely nem a hatésfiiggvény?

e Ki lehet-e szamitani egy ilyen teljes integralbol a hatasfiiggvényt tjabb
differencidlegyenlet-megoldés nélkiil?

A) Jacobi tétele.

Jacobi tétele: bdrmelyik teljes integral alkalmas a Lagrange-probléma meg-
oldasara.

Az eljarast bizonyitas nélkiil ismertetjiik. Mivel a Hamilton-Jacobi egyen-
let az S-nek csak a derivéltjait tartalmazza, ezért az egyik konstans mindig
valaszthat6 additivnak!!. Ezt szokas ag-lal jelélni, az eljaras j-ik lépésében
megjelend konstans pedig az «; (j = 1,2,...n).

Legyen tehét a teljes integral

S1(q1,q2, - Gn-ty o, 00, o) + g = S1(q, t, ) + . (9.5)

A Lagrange-probléma megoldasat ebbdl ugy kapjuk, hogy a

oS
3 L —f; = 6nkényes konstansok (i=1,2,...n)
Qg

10 A Hamilton-Jacobi egyenlet akkor a leghasznosabb, amikor alkalmas koordinatarendszer-
ben a valtozok szeparalasaval megoldhato. Mivel ebben a kurzusban nem konkrét feladatok
megoldasaval, hanem a klasszikus mechanika altalanos struktarajaval foglalkozunk, ezt a fon-
tos eljarast nem ismertetjik.

1A (9.2) és a (9.4) dsszevetése mutatja, hogy ez egyaltalan nem kotelezs, a hatasfiiggvény
maga nem is ilyen struktuarajua.
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egyenletrendszert a g;-kre megoldjuk:

g = Qi(t;on, ... an, B1,... Bn) = Qilt, a, B). (9.6)
A Hamilton-Jacobi egyenlet szerkezete mutatja, hogy
051
— = —E(q,t,0), 9.7
L= —E(g,t,0) (97)
és — mivel a levezetésnél kihasznaltuk, — tovabbra is igaz, hogy
051
=D 7ta . 9.8
o0, " (¢,t,0) (9-8)
Ha a jobboldalon a ¢;-k helyébe beirjuk (9.6)-t, a
pi:Pi(t;al,...an,ﬁl,...ﬁn)EPi(t,oz,ﬁ). (99)

képletet kapjuk. A (9.6) és a (9.9) egyiitt adja a Hamilton-probléma megoldasat.
A szabad mozgasnal példaul (9.4) szerint

2
S| = —ﬂt—i—alm
2m
oS
71 — —%t-l- T = _51
ooy m
tehat
x = ﬂt—ﬂl
m

a Lagrange-probléma megoldasa. Ha ehhez hozzavessziik a

= % = o1 = konstans
ox
egyenletet is, a Hamilton-probléma megoldasat kapjuk.
A Hamilton-Jacobi modszer olyan trajektoridkat szolgaltat, amelyek mentén
a 2n onkényesen megadott a,, B szam alland6. Ezért ha a tomegpont-rendszer a
t pillanatban a g; konfiguraciot veszi fel, akkor a ¢; sebességek ebben a pontban
egyediil az a-k ismeretében kiszamithat6 tgy, hogy a

i = (ilt o, f), P =,
¢ = Qi(t;a, B) q 5
els6 egyenletébdl a [-kat a masodikba helyettesitjiik:

Ez az észrevétel magyarazza, hogy az energia és az impulzus (9.7), (9.8) képlete-
iben a § konstansok explicite nem jelennek meg: A ¢; = Q;(¢; o, B)-n keresztiil
a B; fliggvény argumentumai meghatarozzak cket.
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B) A (9.5) teljes integral és a hatasfiiggvény kapcsolata.

Ha a rendszer konfiguraciojat tg-ban a go-ak, t-ben a ¢-k Osszesége hatarozza
meg, akkor az ehhez a pélyaszakaszhoz tartoz6 hatést az

t
S(a d0s, to) = j/ dt' - L(q,q.t) (9.11)
to

képlet hatarozza meg, amelyben az integralas a kezdd- és a végpont kozotti
megvalosulo palyara torténik (és a ¢ természetesen t' szerinti derivalast jelol).
A Hamilton-Jacobi egyenletbdl a valtozok szepardlasaval kaphaté megvalosulo
palydkon azonban az a-k és a (-k allandok, és egyaltalan nem nyilvanvalo,
hogyan kell ezeket megvalasztani ahhoz, hogy a rendszer konfiguréacioja tg-ban
qo, t-ben ¢ legyen.
A p-Kkkal szerencsére nem kell torddniink. A Lagrange-fiiggvény és a Hamilton-

fiiggvény (8.3) kapcsolatat kihasznalva ugyanis a (9.11)-t atalakithatjuk igy:

t
S(q7 QU7t7t0) = / dt/ (pzqz - H) .
to

A jobboldalon még ki kell fejezni a p;-ket és a Hamilton-fliggvényt a koordina-
takon keresztiil. Ehhez a (9.7) és a (9.8) képleteket hasznalhatjuk fel:

aSl(qvtlva) . 8Sl(q,t’,a)
( dq; Gt ot '

t
S(q7q05t7t0) = / dtl

to
Az integrandus az S teljes id§ szerinti derivaltja, ezért végiil

! dS (g,
Santito) = [ ar- PUELD g 00) - S 10,0 (912
to

A jobboldalon még ki kell fejezni az a-kat az S(q, qo,t,tp) argumentumain
keresztiil, vagyis meg kell keresniink az

Qy = Ai(Q7 q0, t7 tO)

fliggvényeket. Ez igy torténik: A Jacobi-tétel szerint a megvalosulo trajektoriak
mentén

aSl (qa t7 Ol)
(’)ai

Mivel (q,t) és (qo,to) ugyanazon a trajektorian fekszik, ugyanaz a (8 tartozik
hozzajuk, ezért az el6z6 egyenlet alapjan

= —[f3; = const.

0
(9041'

[S1(g,t, @) — S1(qo, to, )] = 0.

Ennek az algebrai (nem differencial) egyenletnek a megoldasaval kaphatjuk meg
az A; fliggvényeket.
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Osszefoglalva: Az
Sl (Q7 ta a) + ag

teljes integralban agp-t —S1(qo, to, ) val helyettesitjik, majd az
S = Sl(qa t7 O[) - Sl (qu th Oé)
kiilénbségbsl Y 0 segitségével kizarjuk az a;-ket.

Szabad mozgéxs esetén példaul (9.4) szerint

2

@
Sl+()40=—71t+()é1x+040
2m
S =~ 2Lt~ tg) + as(o o)
=——(t— a(z—x
om 0 1 0
oS g T — Tg
22 My - — =
8a1 m ( O) * (l’ -7/'0) o mn t— to
1 T — To 2 T — To m (x — )
S =—— t—t - =
Qm[mt—to]( o) Fmy @ e =5

a (9.2)-vel 6sszhangban.

C) A teljes integral—s hatdsfiigguény attérés geometriai tartalma: burkolo-
konstrukcio.

Probaljuk elképzelni fix ag, a1, . . . ap, mellett S1(q, t, a) + ap-t mint a
z = Sl(q7ta a) + o

feliiletet egy olyan koordinatarendszerben, amelynek els§ n+1 tengelyén q1, . . . gt -
t, az n + 2-diken pedig z-t mérjiik fel. Ha a z, ¢, t koordinataju pont mellett a
z40z,q 4 dq,t + 6t pont is a feliileten van, akkor nyilvan

08, 95

0% = Bu ot

0q; + ot.

Ha formaélisan bevezetjiik az

G (05 08 08
dqy’ T dq, Ot

—1) . B=(0q,...0q,0t 62)

akkor az el6zé egyenlet azt fejezi ki, hogy a két vektor ortogonalis egymaésra:
A1 B, A-B=o.

A Hamilton-Jacobi egyenletben szerepld parcialis derivaltak tehat az integralfe-
liiletek normalisainak a komponensei; ezek kozott teremt kapcsolatot az egyen-
let.
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Maéarmost ha az ag, aq,...«q, szabadon valaszthaté paramétereket is figye-
lembe vessziik, akkor valdjaban integralfeliilet seregiink van, és vilagos, hogy
ezeknek barmely burkol6ja is kielégiti a Hamilton-Jacobi egyenletet, hiszen a
burkolok normalvektorai minden pontban megegyeznek valamelyik integrélfe-
lillet normalvektoraval. A hatasfliggvény nem méas, mint ilyen burkolok tjabb
n + 1 paraméteres csaladja.

Héaromdimenziés térben példaul egy kétparaméteres feliiletsereg egyenlete
legyen

f(r;ao,a1) = 0. (9.13)

A burkolo6 olyan feliilet, amelynek r-beli pontja az ag, a1, r+dr-beli pontja pedig
az ag + dag, a1 + daq, paramétert feliileten van, tehéat

f(r+dr;ag + dag, a1 + day) = 0.
A két egyenlet kovetkezik, hogy

of dag + ﬁ(5(11 =0.

VIt 550 F 5o

A ér azonban a burkolo, tehat egyben a (9.13) feliilet érintGje, ezért or-V f = 0,

és ezért of o/
870106(10 + 670,1

A Jr irdnya tetszsGleges és a kiilonboz6 irdnyokhoz altalaban mas és mas dag, daq
par tartozik, ezért teljesiilnie kell a

of
3ai_0

5&1 =0.

Vi

egyenletrendszernek. Az f = 0 egyenlet természetesen a burkolora is igaz, ezért
ha ezt az egyenletrendszert megoldjuk az a;-kre és a megoldasokat (9.13)-ba
helyettesitjiik, burkolofeliiletet meghatarozé egyenletet kapunk.

Aoy

-a;

9.1 abra
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Egyszert példaként tekintsiik az
f=az+ay+apar —z=0

feliiletet (9.1 abra).

0
—f:y+a1:0 = a1 =-Y
8a0
0
—fzx—i—ao:O = a9 = —2.
8@1

Ezeket az a;-ket az f fliggvénybe helyettesitve kapjuk a burkoléd feliiletre a
z 4+ xy = 0 egyenletet.
De hogyan kaphatunk burkolé sereget? Legyen

ag = Q(a1; bo, 56)

tetszdleges fliggvény. Ha ezt az f = 0 egyenletbe beirjuk és by, bi-et rogzitettnek
gondoljuk, akkor az

[ =a1z+ Qa1;bo,b5)y + a12(a1; b, by) — 2 =0 (9.14)

egyparaméteres feliiletsereget kapjuk. A burkol6 meghatérozasahoz egyenlitsiik
ennek ap-szerinti derivaltjat nullaval:

of o0 9 B
Tal—I—Faiaoy—Faial(AlQ)—o.

Legyen mondjuk ©Q = by + a1bj,. Akkor

of
87a1:$+b/0y+b0+2a1b/020
1 /
a1:—2b/0 (x+byy +bo) .

Ha ezt és Q = by + a1b(-t (9.14)-ba irjuk, a burkolok

z= (x — by + bo)” — a.

1
4b},
kétparaméteres csaladjat kapjuk eredményiil.
Ez a példa analdg a teljes integral— hatdsfiigguény atmenettel. Ott az 2
fiiggvény szerepét, amellyel ag-t helyettesitjiik, az S jatssza, a z szerepét pedig
az S hatas.
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10. Mozgas elektromagneses mezében (Hamilton-
forma)

A (4.7)-ben lattuk, hogy az elektromagnes mez&ben mozgd ponttoltés Lagrange-
fliggvénye a kovetkezs:

L= %;’«2 + e A — ¢®.

A megfelel6 Hamilton-fiiggvényt ebbdl igy kapjuk:

oL 1
p=—-—-=mi+eA = 1©=—(p—eA)
or m

1
H=itp-L="T121ed=—(p—eA)?+ed.
2 2m

Hogyan érvényesiil a Hamilton-formaban a mértékinvariancia? A 7. fejezet
B. pontjaban lattuk, hogy a Hamilton-egyenleteket a

ty
5 th'(q7 q.’p7p7 t)
to

hatéselvbdl szarmaztathatjuk, ezért a A és a

df (q,p,t)

AN=A
+ dt

f(q,p,t) ekvivalens egymassal. Azt is lattuk, hogy a A-nak A = p,.¢, — H(q,p, t)
standard alaktnak kell lennie. Ha ezt is figyelembe vessziik, akkor
. of . of . Of
A= rGr — H(q,p,t a- o oy
prd (¢:p )+aqq+app+at
Az f(q,p,t) fliggvény azonban nem lehet tetszdleges, mert a A’-nek is stan-
dard alakiinak kell lennie.Ez csak akkor teljesiil, ha

of _ . _
87p =0 tehat f= f(q,1)
0
p—rp =p+ oL
dq
H—m—n-9
ot

Ekkor ugyanis

. of . of
N=pg—H D+ L =pg—H (p—ZL g t).
P'q (P, g, )+at P'q (p 8q,q,)
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A gondolatmenetiink eredménye tgy is Osszefoglalhato, hogy a kiillonbozé
f(q,t) fuggvényeket (az f = 0-t is beleértve) tartalmazo

of t) of

I pr— —_— [ ——
H'(q,p,t)=H (p g’ 5t

Hamilton-fiiggvények mind ekvivalensek egyméssal.

Ekvivalens Lagrange-fiiggvényre torténd attérésnél nem volt sziikség a ¢, ¢, t
valtozok atértelmezésére, hanem csak egy teljes id6derivaltat kellett L-hez hoz-
zdadni. A Hamilton-formaban ehhez képest az a kiilénbség, hogy az impulzust

is transzformalni kell. Ez persze nem igazan megleps, mert L — L’ atmenetnél

oL | | oL . e L .
—-bol p = — 4+ == lesz, vagyis megvaltozik a sebesség és az impulzus
a4 ¢ 9Jq

kapcsolata.
Kovetkezmény:

isap=

e L és L' azonos qg, gy mellett a mozgasprobléma azonos megoldasat szol-
galtatja.

e H és H' azonos qp,py kezdéfeltétel mellett ldtszdlag a mozgasprobléma
kiilénb6z6 megoldasihoz vezet.

Példaként tekintsiik a harmonikus oszcillatort, és legyen a hatarozottsag
kedvéért f = %qQ. Ekkor

="
2

(@ +%)" e L= 3 (@ +w’) +aqi

Annak ellenére, hogy L # L', a Lagrange-egyenletek és megoldasaik ugyanazok:

j+w?q=0, q(t) = qo coswt + %Osinwt.

A megfelel6 Hamilton-fiiggvények

2 2 2
P mws o , 1 50 MW
H=— H=—{p-

2m + 2 ¢ 2m (p—aq)”+ 2

7.

A H-hoz tartozo mozgasegyenletek és megoldasaik a kovetkezok:

q = p = _mw2Q7
m
amelynek megoldasa

q(t) = qo coswt + PO Ginwt
mw (10.1)

p(t) = po cos wt — mwqq sin wt.

A p = mq egyenlGség kovetkeztében az L-hez és a H-hoz tartozdé megoldas
ugyanaz.
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A H’-hoz tartozo mozgasegyenletek és megoldasaik

. 1 . 2 (67
q= E((p— aq), p=-—mwiq+ E(p— aq),

1 .
q(t) = go coswt + — (pg — aqp) sinwt
mw
(10.2)

1 2 o .
p(t) = pocoswt — — [*mw qo + —(po — aqo)} sin wt.
w m

Adott go, po-nal (10.1) és (10.2) nem ugyanaz a fazistrajektoria.

De ha (10.1)-ben a py = mdo, a (10.2)-ben pedig a pg = mqo + aqo helyet-
tesitéssel a kezdSimpulzusokrol a kezdGsebességekre tériink at, akkor a ¢(t)-re
vonatkozo képletek a két esetben azonossd valnak. A p(t)-re vonatkozo kép-
letek tovabbra is kiilonbozni fognak egymastol, de ez csupan az impulzus és
a sebesség kozotti kapcesolat kiillonbozdségének a kovetkezménye. A 7. fejezet
A) pontjanak a végén pedig mar utaltunk ré, hogy ez a kapcsolat kisérletileg
nem ellendrizhets, ezért nem kell ugyanannak lennie egy adott feladat kiilonféle
megfogalmazésaiban.

Most visszatérhetiink az elektromagneses kolcsonhatas

1
H= %(p—eA)Q—i—eCI)

Hamilton-fiiggvényéhez. Az (4.8),(4.9) (elektrodinamikai) mértéktranszforma-
ci6 felhasznalasaval térjlink at 4j potencidlokra az

A= A+Vy
x
bP— - =
ot

képletek segitségével, és az ezeket tartalmazo Hamilton-fliggvényt jeloljik H'-
vel:

’r_ 1 _ 2 _ 87X
H = 5 [p—e(A+ Vy)] +e<¢> at).
Ha ezt ) Bex)
’r_ . . 2 _oex)
H' = o—[(p—V(ex)) —eA]" +e® — —

alakba irjuk, akkor latjuk, hogy f = ex vélasztas mellett H' ekvivalens H-
val: Mértéktranszformdcioban kiilonbozd elektromdgneses potencidlok ekvivalens
Hamilton-fiigguényekre vezetnek.

11. A Poisson-zardjel

Dirac mutatott ra, hogy a kvantumelmélet Heisenberg altal felfedezett formaja
mély szerkezeti rokonsagban all a klasszikus mechanika kanonikus (vagy hamil-
toni) megfogalmazésaval. A jelen kurzus 6 célja az, hogy a klasszikus mechanika
oldalarol elgkészitse ennek a parhuzamossignak a pontos megértését.
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Ez az oka annak, hogy a tovabbiakban elsGsorban a kanonikus formalizmus-
sal fogunk foglalkozni. Ebben a formalizmusban célszerd dinamikai mennyiségen
kizarolag az u(q, p,t) tipusu fiiggvényeket érteni, noha altalanos értelemben pél-
daul a ¢ sebesség is dinamikai természetti. Az olyan allandokat, mint pl. a
tomeg, a frekvencia, az adott kiils§ erétér paraméternek fogjuk hivni.

A kanonikus formalizmusban az u(p, ¢,t) dinamikai mennyiség valtozasi se-
bességét a kdvetkezs képlet fejezi ki:

Y — (Ou. ou . ou
Hor =2, (8%% ! Bpipi) o T (11.1)
1=1
" (OudH OudH\ Ou
- ; (aqz Op; a Op; 6qz> + ot (112)

Az 0Osszeg, amely a jobboldalon fellép, az u és a H dinamikai mennyiségek
Poisson-zdrdjele. A kovetkezSkben ennek a szerkezetnek alapvets szerepe lesz,
ezért specidlis jelolést vezetiink be ra: Az u és a v dinamikal mennyiségek
Poisson-zardjelén az

" (Ou v Ou v
_ Ou dv 11.3
tu-v) ; (3(11' Op;  Op; a%) ( )
kifejezést értjiik.

A Poisson-zarojel segitségével (11.2) képlet ebben a tomér formaban frhato

fel: 9
= {u, H} + 8—7:. (11.4)

Ha ezt az egyenletet u = g;-re, majd u = p;-re alkalmazzuk, a (8.1) és a (8.2)
Hamilton-egyenleteket kapjuk meg:

. oOH

(11.5)
. oOH
pi = {piaH} = _8qi'

A) A Poisson-zarojel mozgasegyenlettel osszefiiggs tulajdonsagai.

A Poisson-zarojel fontos tulajdonsagokkal rendelkez$ binéaris mivelet. A
tulajdonsagok els6 csoportja leolvashatd abbol a ténybdl, hogy (11.4) szerint
a Poisson-zarojelnek 6sszhangban kell lennie a derivdlds alapvets szabalyaival.
Ezek a derivdldsi tulajdonsdgok, amelyek (11.3) segitségével konnyen igazolha-
tok, a kovetkezdk:

(A1) Linearitds: Ha u, v, w dinamikai mennyiségek, ¢ és co pedig szdmok,
akkor
{c1u + cov,w} = ¢1 {u,w} + o {v,w}.
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(A2) Leibniz-szabdly (derivdldsi szabdly):

{w,w} = uf{v,w} +v{u,w}.
(A3) A kozvetett derivdlds szabdlya:

{F(u,v),w} = g—fj {v,w}+ g—f {u,w}.

B) A Poisson-zardgjel Lie-algebra tulajdonsagai.

A tulajdonsagok maésik csoportja a Lie-algebra tulajdonsdigok. Az elnevezés
magyarazatdhoz mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a dinamikai mennyiségek
vektorteret alkotnak, mert — mint az (Al)-ben méar kihasznaltuk, — ha u és v
dinamikai mennyiség, akkor c;u + cov linedrkombinéciéjuk is az.

Egy vektorteret akkor neveziink Lie-algebranak, ha definidlva van rajta egy
antiszimmetrikus bilineéris szorzatmitvelet, amely kielégiti a Jacobi-identitast!2.
A (B1)-(B3) tulajdonsagokbol, valamint az (A1)-bdl kévetkezik, hogy a dina-
mikai mennyiségek Lie-algebrat alkotnak a Poisson-zaréjelre, mint szorzatmii-
veletre nézve.

(B1) A Poisson-zdrdjel antiszimmetrikus:
{u,v} = ={v,u} = {u,u}=0.
(B2) Minden v dinamikai mennyiséghez rendelhetd eqy L, differencidloperd-

tor a kovetkezd eldirdssal:
Lyu = {u,v}.

Részletesebben kiirva

"o d v D 2 ou
L= (e = 2 T )y =3 Vot
! Z(api 9q; O, ap)“ ; oz,

ahol
L1y---T2n =(q15---4n,P1,---Pn
ov ov ov ov
Vi, . Vap="o0, i ——— - — ——.
8pl apn a(h 3qn

(B3) A Poisson-zdrdjel eleget tesz a Jacobi-identitdsnak:

{u7 {’U, w}} + {Ua {’LU, u}} + {w» {uv ’U}} = 0.

A Jacobi-identitas igazolasahoz abb6l a majdnem nyilvanvalo ténybdl kell
kiindulnunk, hogy a baloldal minden tagja két els6 és egy masodik parciélis

12A 3D vektortér példaul Lie-algebrat alkot a vektorszorzéasra nézve.
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derivalt szorzata. Ha tehat belatjuk, hogy a baloldalon valdjaban nincs masodik
derivaltat tartalmazo tag, ezzel igazoljuk a képlet helyességét.

Az u mésodik derivéltjai a 2. és a 3. tagbol szarmaznak. Ennek a két tagnak
az Osszege atalakithaté a kdvetkez6 modon:

{U’ {w’u}’} + {w7 {u>v}} = {{uvw}vv} - {{uvv}aw} =

0 0] 0 0
= ttatu = tukou= 3 (Vg (W) - W (Vi) ) o=

oW aVy\ Ou
n 725: <VT ox, Wr 8x7.> Oxs’

Ez a kifejezés nem tartalmazza v mésodik derivaltjat, ezért ilyen tag a Jacobi-
identitas baloldalan sem fordul elg. A baloldal szimetridja miatt ugyanez igaz
v-re és w-re. Ezt kellett igazolnunk.

C) A fundamentalis zarojelek és a semleges elem.

A kilonféle dinamikai mennyiségek Poisson-zardjeleinek szamitasanal rit-
a Poisson-zarojel felsorolt tulajdonsagainak a kihasznélasaval a kiszamitando
Poisson-zardjelet rendszerint vissza lehet vezetni a

{qi,pj} = dij, {ai, 4} = {pi,pi} =0 (11.6)

fundamentdlis zdrdjelekre. A szamitasok soran megjelenhetnek tgynevezett
semleges elemek is (mint pl. a ¢;; Kronecker-szimbolum), amelyeknek barmely
dinamikai mennyiséggel képzett Poisson-zarojele nullaval egyenld.

D) Fontos példa: A J = [r; x p;] palyamomentumot tartalmazo Poisson-
zardjelek (Descartes-koordinatak).

(D1) A J-ben linedris reldcick:
Egyetlen témegpont esetén jeloljiik a Descartes-koordinatakat x1, xo, x3 =
x, vy, z-vel. Akkor

{Ja, 25} = €apyTy {Jasps} = €apypy- (11.7)

A gorog index az 1,2,3 értéket veszi fel, a kétszer el6forduld indexre természe-
tesen Osszegezni kell, az €,3, a Levi-Civita szimbolum, amely az indexeiben
antiszimmetrikus (ezért pl. €110 = —€112 = 0), és €123 = +1.

A (11.7) igazolasat a J, és az y Poisson-zarojelének kiszamitasan mutatjuk
be:

ey} = {(yp= — 2py), y} = {ypz, v} — {20y, 4} =

=y{p=y} +p:{y, v} — 2 {py, v} =y {2,9} = 2.
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Tomegpontokbdl 4116 rendszer targyalasanal figyelembe kell venniink az egyes
tomegpontokat jellemzd 4, 7, ... indexet is. Ekkor

{Jia» i} = €apy®jndiy  {JiasPjp} = €apyPindijs

I=Y"3,  Ja=) i

és ha

akkor
{Ja,Tjp} = €apyTiy {Jiaspjp} = €apyPjvy-

(D2) A J-ben kvadratikus reldciok:
Tetszbleges részecskeszdmra igaz, hogy

(Jos I3} = €apyJy- (11.8)
{Ja, 3%} =0. (11.9)
Egyetlen tomegpontra példaul
{Jo, Iy} = {Jus 200 — ap2} = {Ju, 2p2} — {Ju, D2} =
= 2{Jo, P2} + P2 {Je, 2} — 2 {Ja, 02} — P2 {Ja, 2} =
Pa(—y) — x(=py) = Tpy — Ypz = Jz.
Hasonloan
{Jo: Py = {0, 2+ T2+ T2} = {Ja, 2} + {Jas I} + { U J2} =

=2Jy {Ju, Jo} +2Jy {Jy, Jo} +2J. {J., Ju} = 2J,J, + 2J.(—Jy) = 0.

E) Az impulzusmomentum és az infinitezimalis forgatésok.

Infinitezimalis transzformacional Descartes-koordinatakban
r; — 1’ =1; + or;, pi — p’;, =pi +0p;. (11.10)
Az n tengely (|n| = 1) koriili ¢ szogt forgatasnal
or; = [n X ry], op; = [n X pil. (11.11)

Hogyan valtoznak meg az u(r,p) dinamikai mennyiségek egy ilyen transz-
formécional?

A valtozok transzformacidjanak hatasat u-ra két kiilonb6z6 modon értel-
mezhetjiik: Vagy a koordinatarendszer transzformaciojaként (passziv szemlélet),
vagy pedig a koordinatarendszerben elhelyezked6 objektumoknak az el6zével el-
lentétes iranyu transzforméaciojaként (aktiv szemlélet).
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A passziv szemlélet akkor elényos, amikor az u fizikai tulajdonsag nem egy-
szertien maguknak a koordinataknak a szamértéke, hanem valamiféle mez6 (vagy
kozeg) tulajdonsaga a tér megadott koordinataju pontjaban adott idépontban
(hémérseklet, stirtiség, stb.). Az u ilyenkor tipikusan csak az x térkoordinataktol
fiigg (valamint az id6t6l, amit most az egyszertség kedvéért figyelmen kiviil ha-
gyunk). Az ilyen természeti u(x) figgvények argumentuménak x — z’ = f(x)

alapjan lehet megtalalni, hogy az u fizikai tulajdonsag egyaltaldan nem valtozik
meg attol, hogy az adott pont koordinatai (az = szamok) az 0j koordinatarend-
szerben z’-re valtoznak meg:

o' (2') = u(z). (11.12)

Az o' fliggvény természetesen kiilonbozik u-tol: Ha z = g(2') az o’ = f(x)
inverze, akkor u'(z') = u(g(’)) # u(2’).

A passziv felfogasban a koordinatak a tér altalunk kivalasztott pontjat jelolik
ki egy olyan koordinatarendszerhez viszonyitva, amely a valésdgban soha sincs
ott, hanem csak elgondoljuk. A témegpontok mechanikdjaban ezzel szemben
a koordinatak konkrét fizikai objektumokra vonatkoznak. A passziv felfogas
ilyenkor vezethet ellentmondé kovetkeztetésekre.

Szamitsuk ki passziv felfogasban az u(r,p) fliggvény du megvaltozasat a
(11.10),(11.11) transzformécional. A (11.10) szerint ekkor

u(r,p) = u(r’ — ér,p’ — dp).

Ha ezt a képletet behelyettesitjiik (11.12) jobboldalaba és a vesszss valtozokat
vesszdtlenre jeloljiik at, akkor az v — u’ transzforméaciora az

v (r,p) = u(r — ér,p — dp) = u(r, p) + du(r, p) (11.13)
képletet kapjuk, amely az u dinamikai mennyiség du megvaltozasanak a defini-
cioja.

Belatjuk, hogy passziv felfogasban

du(r,p) = {(n-J)ép,u(r,p)} (11.14)
A bizonyitast az egyszeriiség kedvéért egyetlen részecskére mutatjuk be:
u(r,p) = u(r — ér,p — 6p) — u(r,p) =

Ju ou ou ou
——6%'&%_6])&8’7— (—[nxr}aaxa—[nxp]aapa)é =

— _ ﬂ _ 87’& dpo = — ﬂ + % ]
- eaﬁ"/nﬁ I’Y 8$a p’)’ apa Y = eaB’Ynﬂ ‘r’Y axa DPa ap/y Y =

= €apyNp {TyDa, U} 00 = €gyanp {TPa, u} 60 = ng {Jg,u} op = {(n- J)dp, u}.
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A (11.14) azonban ellentmond (11.11)-nek. Legyen példaul v = x, n =
(0,0,1) és természetesen r = (x,y,z). A (11.14) és (11.7) szerint ekkor

dx = {J,,x} dp = +ydp.
Maésrészt azonban (11.11)-bél
dz = X r]0p = —ydp.

Mint latjuk, a mechanikdban a transzforméciok passziv felfogésa ellentmon-
déashoz vezet annak kovetkeztében, hogy 6sszemosddik a koordinatédk hely-meg-
jelols és objektum-megjelols funkcidja. Aktiv felfogasban ugyanazt a transzfor-
maciot az objektumok athelyezéseként fogjuk fel a koordinatarendszer transzfor-
méciojaval ellentétes iranyban. A korabbi jelolésiinket hasznalva ezt ugy fejez-
hetjiik ki, hogy (11.12)-ben az x — z’ atmenetet az ellenkezs iranyt 2/ — x
atmenettel helyettesitjiik, ezért az v dinamikai mennyiség megvaltozasat az

v (x) = u(x) (11.15)

képlettel definidljuk. Ennek a definicionak az alapjan du elGjele az ellenkezGjére
valtozik, vagyis (11.14) helyett aktiv felfogasban a

du(r,p) = —{(n-J)dp,u(r,p)} (11.16)

képlet 1ép érvénybe. Ez a képlet mar nem mond ellent (11.11)-nek.

A geometriai transzformacios csoportok targyalaséanal (a forgatéasok ilyenek)
ezért a dinamikai mennyiségeket az aktiv felfogasnak megfelels (11.15) szabaly
szerint transzformaljuk. Mas Osszefiiggésben azonban (pl. a 13. fejezetben)
tébbnyire a (11.12) képletet fogjuk hasznalni.

Legyen u forgasinvarians. A (11.10), (11.11) transzforméacional ekkor du = 0,
és a (11.16) kovetkeztében u Poisson-zarojele J barmely komponensével nullaval
egyenld. Specialisan

{Ja, (ri 1)} = {Ja, (Pi - Pj)} = {Ja, (ri - p;)} =0,

mert a tomegpontok (vagy a koordinatarendszer) elforgatésakor a skalarszorza-
tok valtozatlanok maradnak.

A forgasinvariancia azonban csak akkor all fenn, ha a skalarszorzat mindkét
tényezGje dinamikai mennyiség. Amikor az egyikiik rogzitett (kiilsg) vektor (pl.
E, B vagy A), akkor a szoban forgo skalarszorzat nem is valik nullava.

Legyen mondjuk E = (0,0, &) konstans z-ranyu elektromos mezs. Mivel £
semleges elem, ezért

{Joyr - E} ={J;,E2} =E{J,, 2} = —Ey # 0.

Fontos kovetkezmény: Ha a H Hamilton-fiiggvény forgasinvarians, akkor az
u = J impulzusmomentum mozgésallando:

Jo={Ja, H} = 0. (11.17)
Figyeljiink fel ennek a képletnek a kétarcusagara: A H-rol azt allitja, hogy

forgasinvarians, a J-rél pedig azt, hogy megmarad. A jelen kurzus egyik f&fel-
adata az ilyen tipusu kapcsolatok feltérképezése a mechanikaban.
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12. Hamilton-mechanika kényszerekkel

A) Lagrange-formalizmus.

Rojunk ki az n szabadsagi fokt rendszeriinkre k < n koordinatafiiggs ho-
lon6m kényszerfeltételt:

$a(q) = dalqu,-..qn) =0. (a=1,...k<n) (12.1)

A Lagrange-elmélet szerint egy ilyen rendszer helyes targyalasa az, hogy a
kényszerek felhasznalasaval L(qy, ... qn,q1, - - - Gn)-bOl kizarunk k koordinatat és
sebességet, és az igy létrejovs L(q1, ... Gn-k, {1, - - dn—k) Lagrange-fiiggvényre
alkalmazzuk a hataselvet és vele irjuk fel a Lagrange-egyenleteket. Az indokléas
lényege: Ha az eredeti n valtozoban a q(to), q(t1) (1d. az 2. fejezet B. pontjat)

eleget tesz a (12.1) kényszerfeltételeknek, akkor az | dt L feltételes szélsGértéke

és az / dt L szélsGértéke ugyanahhoz a palyahoz tartozik.

Ezzel ekvivalens, de szimmetrikusabb eljaras az u.n. multiplikdtor maodszer,
amelyben az eredeti L Lagrange-fiiggvény helyett az

L=L-X(t)pa (12.2)

Lagrange-fiiggvénybdl szarmaztatjuk a Lagrange-egyenleteket (az a-ra termé-
szetesen Osszegzés értendd), és az n darab Lagrange-egyenletet a k darab kény-
szerfeltétellel egyiitt oldjuk meg a g;(t) és a A, (t) fiiggvényekre nézve. A két

eljaras ekvivalenciaja a
t b TOL  d oL h
+ dt - 5th/ dt Ao, (1) 0,
; / {aqr dtaqr] w(t) = [ (i

t1
5/ dt L = a—,L(;qr(t)
to ¢y
képletbdl kovetkezik, amely mutatja, hogy ha a variaciot a kényszerekkel Gssz-
hangban végezziikk (d¢, = 0), akkor mindkét eljaras ugyanazt az extremalist
szolgaltatja.
Az L-bél kovetkezs

oL d oL 0y

— — —— —Aa—=0

dq,  dt 0q, q,
mozgasegyenletek mindegyikében megjelenik egy A\, (t)-vel aranyos tag, amelyek
a kényszererdket reprezentaljak. Ha a kényszerfeltételeket nem L-ben, hanem
az L-b6l szarmazo Lagrange-egyenletekben hasznalnank ki, akkor ezek a tagok
hianyoznanak. Ezért nem fogadhato el az az eljaras, amikor a kényszereket
utdlag, az L-bdl szarmaztatott egyenletekben hasznéljuk ki.

B) Hamilton-formalizmus.

Attériink a hamiltoni lefrasra. Bizonyosan korrekt Hamilton-egyenletekhez
jutunk akkor, ha £-bé&l tériink a4t Hamilton-formalizmusra:
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k valtozoé
Korrekt: L =29 © 3 H
kizéarasa
. k valtozd 57
Hibas: L—H —H.
kizarasa

A masodik eljaras azért hibas, mert a Hamilton-egyenletek a specialis A =
> gp— h alaka A fiiggvény variacios problémajanak a megoldasai, és a kénysze-
rek altalaban elrontjak ezt a kanonikus alakot.

A multiplikitor médszerben a (12.2)-ben definialt L-bél a standard mod-
szerrel hatarozhatjuk meg a Hamilton-fiiggvényt. Tovabbra is feltessziik, hogy
a kényszerek csak a koordinataktol fiiggnek, ezért

H=H+ \oa, (12.3)

ahol H tovabbra is az L-hez tartoz6 Hamilton-fiiggvény. A A, multiplikatorokrol
ki fog deriilni, hogy dinamikai fiiggvények, ezért ennek megfelelGen kell kezelni
Gket.

A Hamilton-egyenletek képzése soran H-t derivalni kell a koordinatak sze-
rint. A ¢, parcialis derivaltjai dltalaban nem tiinnek el ott, ahol ezek a fliggvé-
nyek maguk nullak, ezért meg kell 6ket tartani H-ban.

Célszert bevezetnia kovetkezd terminologiat: Egy G(q,p) kifejezés gyengén
nulla (=), ha a kényszerek kihasznéalasa utan ¢ maga elttinik, a derivaltjai azon-
ban nullatdl kiillonboz6k maradnak. Ha még az els6 parcidlis derivaltjai is zéru-
sokka valnak, akkor a kifejezés erdsen nulla (=). Maguk a kényszerek nyilvan
gyengén nullak, ezért a kényszerfeltételeket

ba =0 (12.4)

alakban kell felirni

Egy gyengén eltting kifejezés Poisson-zardjele nyilvan kiilénbozik nullatol,
ezért a =~ kihasznélasa csak a Poisson-zéarojelek kiszamitasa utdn (vagyis ma-
gukban a mozgéasegyenletekben) van megengedve.

Maguknak a ¢, (q) kényszereknek az idéderivaltja nem tiinik el automatiku-
san:

ba = {00 H | = {00, H} + {00 As65} =
= {¢aaH} + >‘ﬁ {¢a7¢5} + {¢aa)‘l3}¢,ﬁ-

Mivel a ¢,-k feltevés szerint csak a koordinataktol fliiggnek és gyengén elttinnek,
ezért

bo = {da, H} .

Ahhoz tehat, hogy (12.4) folyamatosan teljesiilhessen, a jobboldalnak nullaval
kell egyenlének lennie. A ¢, =~ 0 kényszerfeltételek konzisztencia feltétele tehét
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az, hogy a {¢,, H} dinamikai mennyiségek maguk is kényszerek legyenek és
(legalabb) gyengén elttinjenek:

Xa = {¢a: H} ~ 0. (12.5)

A xo-kat szekundér, a ¢,-kat pedig ennek megfeleléen primér kényszereknek
hivjuk.

A szekundér kényszerek konzisztenciafeltétele megkdveteli, hogy az 6 id6de-
rivaltjaik is (legalabb) gyengén legyenek nullak. A (12.4) figyelembe vételével
ennek feltétele a kovetkezs:

on = {XO&?H} + {Xom)\ﬁ(bﬁ} ~ {XOL?H} + /\B {Xa7¢5} =0.

Ez a feltétel a A\, multiplikdtorok alkalmas megvalasztasaval teljesithets. Ve-
zessik be a k x k dimenziés M maétrixot az

Maﬂ = {Xuy ¢5}

definicioval, és legyen
Ag = =Mp, {Xa, H} .

Ennél a valasztasnél
Xa = {Xa H} = MagMy) {xy, H} = 0.
A multiplikdtor-modszer Hamilton-fliggvénye tehéat
H=H - ¢sM;! {xa, H}. (12.6)

Ha ezt hasznaljuk és a primér és szekundér kényszereket ¢t = 0-ban kielégitjiik,
akkor minden idépillanatban teljesiilni fognak.

C) Lie-algebra struktura kényszerek esetében: A csillag zarojel.

Az el6z6 fejezet B. pontjaban lattuk, hogy a dinamikai mennyiségek Lie-
algebra struktirat alkotnak a Poisson-zarojelre mint szorzasra nézve. Ez a Lie-
algebra azonban nem invarians a kényszerekre, ugyanis a Poisson-zéardjel alatt
a kényszerfeltételek nem hasznalhatok ki. Definialhaté azonban egy modosi-
tott Poisson-zardjel, a csillag-zdrdjel, vagy Dirac-zdrdjel, amely rendelkezik a
Poisson-zarojelnek a 11. fejezet A. és B. pontjaban felsorolt tulajdonségaivall3,
ezért egy csillag-zardjel kiszamitasat is vissza lehet vezetni a fundamentalis za-
rojelekre. Ezek azonban nem egyenldk a (11.6)-ban talalhato értékekkel, hanem
minden feladatban kiilon ki kell szamitani 6ket.

13 Dirac a Lectures on Quantum Mechanics 42. oldalan ezt irja: ,,I don’t know of any
neat way of proving the Jacobi identity for the new Poisson brackets. If one just substitutes
according to the definition and works it out in a complicated way, one does find that all the
terms cancel out and the left-hand side equals zero. I think there ought to be some neat way
of proving it.”
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Definialjuk az antiszimmetrikus

<{¢a> ¢ﬁ} {¢av Xﬁ}

ij =

={&,¢& 12.7
(e 63 {meﬁ}> {&. &} (12.7)

(2k x 2k)-s matrixot, amelyben o, = 1,...,k és 1,5 = 1,...,2k, valamint

G1y ey Phy X1y Xk = &1+ - - §2ke
Ezeknek a definicioknak a felhasznéalasaval a csillag-zarojel igy definialhato:

{AvB}* = {AvB} - {Aafi} Ai_jl {fj,B}- (12'8)

Az i, j-re természetesen Osszegzés értends. Ebbdl a képletbdl nyilvanvalo, hogy
a csillag-zarojelen beliil a kényszerek kihasznalhatok:

Fontos tulajdonsag, hogy a mozgasegyenletekben a Poisson-zardjel helyette-
sithetd csillag-zéardjellel:

{A,f{} ~{AHY  (VA). (12.9)

A bizonyitashoz vegyiik észre, hogy {da, ¢s} = 0 kdvetkeztében

0 —-Mtr My Mt
A= . ATl= )
M M Mt

(az My, M, konkrét alakjara nem lesz sziikség). Igy

{A,BY = {A,B} — {A éa} M5 {xs, B} +

+{A,xa} M5 {65, B} = {A, 60} (M V)ag {x5, B}

Ha ezt B = H-ra alkalmazzuk, akkor {¢g, H} = xg ~ 0 kovetkeztében

(A HY ~ {4, H} — {A, 6o} M2} {xo, H}.
Masrészt (12.6)-bsl ¢ =~ 0 figyelembe vételével
{A I} = (A Y {4, 0a M} (x5, H} | = (A H} = {A, 62} Mo} x5, H}
tehat (12.9) valoban teljesiil.

D) Egy egyszeri példa.

Tekintsiik az o szogd lejtén surlodasmentesen cstszo tomegpontot. Ha x a
vizszintes, y a fliggsleges Descartes-koordinata, akkor a Lagrange-fliggvény

L(x,y,&,9) = 5(352 +4?) — mgy,
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az egyetlen kényszerfeltétel pedig
¢=y—axr~0, ahol a=tga.
Oldjuk meg elGszor a feladatot az y valtozo kizarasaval.

1 2
L(x, ) = L(z,vy, j:,y)‘y:ax = Miﬁ — mgaz.

Az egyetlen Lagrange-egyenlet
L, =m (14 d®) &+ mga=0,

ahonnan a
B=q +ga2 = —gsinacosa (12.10)

helyesen.
A multiplikdtor modszerben

= m . .
L=L=Xp= (@ +§%) —mgy — Ay — az).

A Lagrange-egyenletek

= d oL 0L
L——i—iz T — =

"= dtor 0w A0

- _doL
y—aa—y—a—zmy—&—mg—a)\zo

Ezt a két Lagrange-egyenletet az
y—ax =20

kényszerfeltétellel egyiitt kell megoldani a hdrom x(t), y(t), A(t) ismeretlen ¢-
fiiggvényre. Az y és a \ kizarasaval példaul természetesen tjra (12.10)-re jutunk.
Hibas lagrange-i megoldéas: A kényszermentes

mz =0, my+mg =20

Lagrange-egyenletek nyilvan ellentmondanak (12.10)-nek, hidba zarnank ki y-t
a kényszerfeltétel segitségével.
Az L-r6]l azonban attérhetiink H-ra:

m_%:m(1+02)1’7
ezért pi
H=ped = b= o ey 9%
dps OH
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Ide p.-et behelyettesitve jra megkapjuk (12.10)-et.
Hib4s hamiltoni megoldas: Az L-bdl kaphaté H a kovetkezs:

2 2
2 Y 1+ mgy, amelyben p, = mx,py = —my.

H(z,y,pz.py) = 5

Ha innen az y = ax, p, = my = mad egyenletek segitségével kizarjuk az y
valtozot, a hibés
1 2
H = ta piergax
2m

Hamilton-fiiggvényre jutunk.
Hamiltoni leiras multiplikdtor médszerrel: Mivel

ezért a (12.5) definici6 szerint a szekundér kényszer a kovetkezs:

P2+ i

2m

{o,H} = {(yar%

1
+mgy o = E(py —apg).

Az 1/m-et elhagyhatjuk, ezért
X =Py —apz = 0.
A csillag-zéaréjel definicioja:
" 1 1
{AvB} = {AvB} - {A,¢} ! M : {XvB}+{A1X} ! M : {¢7B}a

ahol M = {ch, ¢} = —(1 + a?).

{ABY = (A B} + 1 {4y — )} - {(py — ap), B} -

_?1612 {A, (py — apa)} - {(y — ax), B}

Minden zéarojelet visszavezethetiink a fundamentélis zardjelekre. Példankban
ezek a kovetkezdsk:

{z,y}" = {pe:py} =0,

1
*
{:Empw} :m7
* * a
{z.py} ={y,p2} =TT
a2

*_
{v,py} = 5 a2
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A Hamilton-egyenletek:

X

Dz . \

. X 1 « 1 N 1
b= Ao HY = Cpe e pa}” 4 Cpg dnpy =104 s

X

. 1 .1 . | 1
T H = —Pz , Pz —_ 5 ::—y——~7
{y.H} —D {v,p2} +mpy{y Py} mm 1ra

. * maga
b= {pe HY = mg (poy) = 1
. . «  mga®
Py = {py, H} = mg{py,y} =L

Ezek a korrekt Hamilton-egyenletek, amelyeket a ¢ =~ 0, y =~ 0 kényszerfeltéte-
leket kielégits kezdofeltételekkel kell megoldani.

13. A kanonikus transzformacidok

A) A kanonikus transzformécioé definicioja.

A 2.fejezetben lattuk, hogy a Lagrange-egyenletek konfiguracios tér (a ko-
ordinatak) tetszdleges transzformacidival szemben invaridnsak. Ez abbél kévet-
kezik, hogy (1) a Lagrange-fiiggvény a (3.1)-nek megfelelgen skalarisan transz-

formalodik, és (2) a Lagrange-egyenletek a § / dt L(q, q,t) = 0 variacios elvbdl

szarmaztathatok.

A 7. fejezet B. pontjaban megmutattuk, hogy a Hamilton-egyenletek is
megkaphatok variacios elvbél, de csak akkor, ha a varidlandé fliggvény speci-
alis alaka: A(p,q,q4,t) = pr¢- — H(q,p,t). Ez az alak azonban nem &rzédik
meg a fazistér (a koordinatak és az impulzusok) tetszdleges transzformaciojaval
szemben, és elég nyilvanvalo, hogy kiilonos figyelmet érdemelnek a fazistérnek
azok a transzformacioi, amelyek a Hamilton-egyenletek strukturajat valtozatla-
nul hagyjék.

A kanonikus transzformaciok ilyenek (1d. alabb az E. pontot), de nem ez a
definiciojuk. A fazistér

¢ =F(¢pt) @= f(qﬂpﬂt)}

/ o (13.1)
p; = Gi(g,p,t)  pi=g(qd,p,1)

dinamikai mennyiségre teljesiil a

"/ Ou v ou Ov "L Ou ' Ou O
- - guw o 9w ov 13.2
;Z (5%— Opi  Op; 3%) 2 ((9612 i 9 3q£> (13:2)

=1

Pz

(py — apz) = m

Py

—_——
(py px) m
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egyenl@ség, amelyben természetesen
ulg,p,t) = /(¢ p',t)  vla.p,t) =v'(d,p 1) (13.3)
Rovidebben ezt a definiciot
{u, v}, ={w v}, (13.4)

alakban is felirhatjuk. A kanonikus transzformaciok koérében eszerint a tobbér-
telmiiség veszélye nélkiil irhatunk egyszertien {u,v}-t.
A Poisson-zarojelek derivalasi tulajdonségai alapjan a

Ou _ N~ (0udy; | Oudp;)
Oq; ; <5qj o0 " op, 00)

felhasznalasaval azonban konnyt igazolni, hogy mar a fundamentdlis zdrdjelek
invarianciaja is elégséges (és sziikséges) feltétele a transzformacio kanonikussé-
ganak. Eszerint a (13.1) transzformécié akkor és csakis akkor kanonikus, ha

{¢.95},, = {aipity, = 0i
{¢.q}, = a4}, =0 (13.5)

{wivit,, = {pipit, =0

azZaZ

J J J J
Ugyanilyen feltételt az inverz transzformaciora is felirhatunk:
{0}y = 14005}y = i
{Qi,Qj}q/p/ - {qg;q}}q/p, =0 (136)
/ /
{piapj}q/p/ = {pi7pj}q/p/ =0
azaz
{fisg;} = di, {fi, [;} ={9i,9;} = 0.
Mindezt réviden tgy fogalmazhatjuk meg, hogy a kanonikus transzformaciok a
fazistérnek azok a transzformacioi, amelyekkel szemben a Poisson-zardjel inva-
rians.
B) A mozgés kanonikus transzformacio.

A mozgasprobléma megoldasa legyen

q; :Fi(q()vavt)a Di :Gi(q()ap()?t)‘
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Akkor
{Fi, G} = dij, {F;, F5} ={Gi,G;} = 0.

A harmonikus oszcillatorra példaul

1
q=F = qggcoswt + —pgsinwt
mw
p = G = pg coswt — mwqg Sin wp

Ez a megoldas valoban eleget tesz a fenti Poisson-zéarojel relacidknak.

A dt-ben linearis pontossaggal konnyd belatni, hogy a (¢,t 4 dt) infinitezi-
malis idGintervallumban végbemens mozgas kanonikus transzformécié. Ehhez
azt kell igazolni, hogy ha a ¢;(t) = g;, pi(t) = p; kielégiti a fundamentalis z4-
rojeletet, akkor a ¢;(t + dt) = ¢}, pi(t + dt) = p} is kielégiti 6ket. Ezt konnyi
igazolni, mert megvaldsul6 mozgasra a Hamilton-egyenletek alapjan a dt-ben
linearis pontossaggal

OH
¢ = ¢; + ¢;dt = q; + ——dt,
Op;
OH
P = pi +pidt = q; — —dt.
dq

i

Ennek kovetkeztében

twah = ({ao g |+ G ) = (o ~ o) =

v " Op; op;" Op;Op;  Op;Op; ’
oOH OH 0*H 0’H

;7 A v (Y 4o Vj dt = (_) :Oa
{wiopi} ( {p 5%} {5% pj}) 9g:0q;  0q;0q;

OH OH 0*H 0*H
{q;ap;} ~ {qlap]}f qiaf + jpj dt = {Qiapj} + :611
9q; opi

© Opidg; | 9q;0p;

Az altalanos bizonyitashoz az (5.1) és az (5.7) méasodik egyenletébdl indulunk
ki, amelyek megval6sulé mozgasra érvényesek:

85(Q7Q05t) L _8S(Q7q0at)

;= 13.7
0q; ’ bo 0qo; ( )

pi =

Az eljaras ezutan teljesen mechanikus. Képezziikk mindkét egyenlet parcialis
derivaltjait az 6sszes qom, Pom Szerint, az igy kaphatd egyenletrendszerbdl kife-

jezzik a {qi,pj}qopo, {qi, qj}qopn, {pi,pj}qopo Poisson-zardjelekben szerepls par-
cidlis derivaltakat, és megmutatjuk, hogy ezek értéke rendre 6,4, 0, 0.
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A kiindulasi egyenletrendszer

op; 08 . aq n 98
dqom  0¢:0q Oqom  0giOqom’

Op; %S Oq

— ) , b
Ipom 0¢;0q1  Opom ( )
928 oq 928
0=~ ) - ) (c)
0q0i9q1  Oqom  990i0qom
5 - 028 . dq (@
" 0q0i0qr Opom
Legyen
%S 028 928
Ay =4 = 5—5—, =, Cu=Cj="—"F7—.
0q;0q; 0q0i0q 0q0i0qu
Akkor
Jq; -1
= —B . d’
8pOm Jm? ( )
Op; -1
— _AyB-L b’
apOm 1 Pim ( )
dq; -1
=B ims ’
ap’b —1 )
aqom = 7AilBlj ij + Bmz (a )

Ezek alapjan

(4, p;) _ 9¢; 9p;  9dqi Ip; _
777 2 aopo 8q0m 8p0m 8p0m aqOm
= (—B;lc$m) (—Aleljﬂl) — (—B_l) (—Alel_Slcsm + ij) = 5ij

im
ahogy vartuk. Ugyanigy lathaté be a t&bbi Poisson-zarojel relacio is.

Vegyiik észre, formdlisan seholse hasznaltuk ki, hogy S(q, qo,t,t9) maga a
hatasfiiggvény, és azt se, hogy fiigg t-t61 és to-t6l. A levezetés akkor is érvényben
marad, ha a hatésfiiggvény helyett valamilyen 6nkényes F(q, go)-t valasztunk,
vagyis (13.7) helyett a

_ 9F(4,9) __OF(gq)

T — 9 7 — 138
s 0¢; Po 0q0; (13.8)
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egyenlettel definidljuk a g, p fliggését a qo, pg valtozo partol. Ebben az esetben
is kanonikus transzformaciora jutunk, amely azonban csak akkor lesz éppen a
qo, po kezdéfeltételekkel induld megvalosuldé mozgas, amikor F' = S.

A (13.8) egyenletet a szokasosabb jeldlésmodot hasznalva a tomdorebb

pidg; — pidg; = dF(q', q) (13.9)

alakban is felirhatjuk (az i-re természetesen Osszegezni kell). Ezek az egyenletek
implicit moédon hatarozzak meg a kanonikus transzformaciot, mert még meg
kell oldani ket a vesszGs (vagy a vesszOtlen) valtozokra. Differencidlegyenletet
azonban méar nem kell megoldani'®.

C) A konfiguracios tér koordinata transzformaciéi meghatérozott kanonikus
transzformaciot indukalnak a fazistérben.

A Lagrange-formalizmusban minden

¢ — 4 =0Qi(q0), ¢ —a=07' ()

koordinata transzformaciohoz (5.5) valamint a Lagrange-fiiggvény (3.1) skalaris
transzformécios torvénye alapjan hozzarendelhetjiik az impulzusok
oL’ , oL

L — D = —
6q;7 p] pj aq]

pj — Py =

forméacio, amelyben a g és a p (valamint a ¢’ és a p’) mar fiiggetlenek egymastol,
kanonikus. Ehhez csupan annyit kell észrevenni, hogy a dt invariancidja kdvet-
keztében

9g; _ 9Q;'(d) _ 9%, 0Q4(e)

/
Py =Py, =Pi—a7; s  DPi=Dja- =D (13.10)
! 9q; dq; 70q;i 77 Oq

A kanonikussagot (13.5) harom egyenletének igazolasaval lehet bizonyitani.
Ezekben a mésodik egyenl@ség természetesen trividlisan teljesiil, csak az els6t
kell mindegyikben bizonyitani.

) O oo,
U5 ar 9q dpr Opy Ogp

(Itt és a kovetkezSkben I-re — mint a kétszer el6forduléd indexekre altalaban —
Osszegzés értendd). Ha figyelembe vessziik, hogy

dq;
Opy

o _ O
op g’

=0, valamint

1Az 5. fejezet A. pontjaban lattuk, hogy a (13.7) egyenletek, amelyekbdl a kanonikus-
sag (13.9) feltételét szarmaztattuk, csak a centralis extremalis mez&ben érvényesek. Hasonld
természeti korlatozasok allnak fenn a (13.9)-cel szemben is. Azokat a kanonikus transzforma-
cidkat, amelyek ennek a képletnek az alapjan szarmaztathatok, szdimomra ismeretlen okbol
szabad kanonikus transzformdcicknak hivjak.
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akkor lathatjuk, hogy

oq; dq  9q,

! /
{ai 3} dq 0q; ¢, Y

A (13.5) els6 egyenlete tehat teljestil. A masodik egyenlet trividlisan igaz, mert
a ¢'-k nem fiiggenek az impulzusoktél. Az impulzusok azonban fiiggenek a
koordinataktol, ezért a harmadik sort igazolni kell.

, op, op;
Wiriten = 90 0g 109

Megmutatjuk, hogy az elsé tag i, j felcserélésével szemben szimmetrikus, ezért
ez a kifejezés valoban nullaval egyenld.

p; 9 _ ) qs g ) qs 0, Oq
g dq " 0qidq; 9q; " 0q},0q; dqi g

d%qs gy, d°qs
=p =p :
*0q;,0q; 0qf 7 9q;0q]

amely valoban szimmetrikus %, j-ben.
Megjegyezziik még, hogy az impulzusok (13.10) transzformécios szabalyat a
rovid
pidg; = pidg; (13.11)

képlettel is megadhatjuk, amely (13.9) specidlis esete F' = 0-nal. A B. pont
gondolatmenetének F' = 0-nal természetesen nincs értelme, de mint latjuk, a
(13.10) alakban megadott végeredmény ebben az esetben is érvényes marad.
Azt is megéallapithatjuk, hogy a fazistérbeli transzformacioknak csak egy
része kanonikus, de ez a rész magaban foglalja a konfiguracios tér Gsszes transz-

D) A dinamikai mértéktranszformaciok kanonikusak.

A (5.8)-ben definialt

0
G =q, Pi=pi+ g(q)
qi

dinamikai mértéktranszforméaciok kielégitik a harom (13.5) egyenletet, ezért ka-
nonikus transzforméciok.

E) A kanonikus transzformaciok 6rzik a Hamilton-egyenleteket valamilyen
Hamilton-fiiggvénnyel.

Legyen
¢ = Fi(¢,p,t),  pi=Gi(qg,p.t) (13.12)
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kanonikus transzformécio, azaz teljesiiljenek az

{u,v}qp = {ulvvl}q’p’ (\V/UHU)
relaciok.
A (11.4) szerint az F; és a G; mint dinamikai mennyiségek eleget tesznek a
OF;
ot

0G;
ot

F,={F,H},,+
(13.13)

Gi = {Gi’H}qp -+

mozgasegyenleteknek. A (13.12) kanonikussaga kovetkeztében azonban

oH’

{Fi7H}qp = {q:;?H,}q’p/ = Tp;a
OH'
{G“H}qp = {p;’H/}q’p’ - _qu’

ezért amikor az F; és GG; kanonikus transzformécioé nem fiigg explicite az id6tdl,
(13.13) atirhato Hamilton-egyenlet alakba a vesszds valtozokban:

, o' .,  OH
q; = o p; = — EV
P; q;

Ezzel igazoltuk, hogy olyan kanonikus transzforméciokkal szemben, amelyek
nem fliggnek explicite az id6t6l, a Hamilton-egyenletek invaridnsak és a Hamilton-
fiiggvény skalarként transzformalodik: H(q,p) = H'(¢,p’).

i 0G;
ot’ ot
beolvaszthatok H'-be, vagyis létezik egyetlen olyan x fiiggvény, amely eleget tesz
a 2n darab

Amikor F; és G; t-fiiggs, akkor azt kell igazolni, hogy a

jarulékok

OF;

ot = {Fia X}qp
oo (13.14)
8; = {Gza X}qp

relacionak. Ebben az esetben ugyanis

/

. OH

q; = {Fi7 (H + X)}qp = {q;’ (H/ + XI>}q’p’ = aipll’

, oH'
p;:{Gi7(H+X)}qp:{p;’(Hl+X/)}q’p/ :_87(]{7

tehat a kanonikus egyenletek teljesiilnek a " =0+ x’ Hamilton-fliggvénnyel.
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A x létezésének igazolasa: A ¢,p — ¢',p’ kanonikussaga kovetkeztében

(13.14) igy is irhato:

an’ 8)(/

aacji ={Gi,x}yp = Pis X'}y =

Legyen
% =F & aa(ii =G;.
Akkor oy , oy /
o T g T

_ 3 _ / / _ AN
ot - {anx}qp - {qi’x }q’p’ - ap;’

(13.15)
o
dq,’
(13.16)
(13.17)

Ezeknek az egyenleteknek az integralhatosagi feltétele a keresztderivaltak egyen-

16sége, példaul
aQX/ 82X/
ap.op; ~ oplop;’

amely a F-ekre a
oF,  OF,
op;

feltételt roja. Ez a relacio igy is irhato:

(13.18)

{4, 7} = Fit

A transzformacio kanonikussaga kovetkeztében ez

{Fy, Fi},, = {Fi, F;}

qp’

JF; OF;
1} = )
OF; OF;
{Fj’ ot }+{ atJ’Fi} -

0
g {F;,F;} =0.

vagy

Ez a relacio valoban teljesiil, mert

{Fi, Fj},, = {4, 4;}

ap

0

Ugyanigy igazolhat6 a tobbi (13.18)-cal analdg integralhatosagi feltétel is.
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Az allitdsunkat ezzel belattuk. A megforditasa azonban nem igaz: Az olyan
transzforméciok, amelyek 6rzik a Hamilton-egyenletek alakjat valamilyen Hamil-
ton-fliggvénnyel dltaldban nem kanonikusak.

Egyetlen szabadsagi foknal pl. legyen

/ /

q =q, p =ap (a = konstans), (13.19)

valamint .,
H(q,p')=aH'(¢,p") = aH(q,p).
Ha a Hamilton-egyenletek teljesiilnek H-val a vessz&tlen koordinatakban,
akkor nyilvan teljesiilnek H'-vel a vesszésekben is:

g ._aH_aaH'_aH’
T T
.. OH oH'  O0H
p:a‘p:—i— =

a =-a =— .
9q aq 9q’
A (13.19) azonban mégsem kanonikus transzformécio, mert

{d.v'}, =alep},=a#1

F) Két példa.

A lehet§ legegyszertibb példaként tekintsiink egy tomegpontot, amely sza-
badon mozog az x tengely mentén, és legyen mondjuk

o =z th = F(z,p,t). (13.20)

A (13.10) szerint ekkor
Ox

P =50 =p=Glzp1). (13.21)

Nyilvan
2 ”
p p
H/((E/,p/) = H(.’E,p) = % = %

Az F explicit id6fiiggése kovetkeztében azonban a helyes Hamilton-fiiggvény
nem ez, hanem H = H' + X'. A x'-t (13.16)-bol kell meghatarozni, amelyben
F = —at:
ox’
ap'

Igy végiil a Hamilton-fiiggvény a vesszds valtozokban

= —at,— X' = —ap't.

v A A—y (13.22)
T om T '
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A Hamilton-egyenletek a kivetkezdk:

de'  OH p’
= = =2 _a,
dt ap’ m

dy' aﬁ’_o
dat oz

A masodik egyenlet szerint a p’ impulzus konstans (1), ezért az egyenletrendszer
megoldasa

' =29+ vot — %tQ, (vo = p’/m = konstans) ,

ami nyilvan korrekt.

Megjegyezziik, hogy ha a Lagrange-fiiggvényben vezetjiik be a vesszfs val-
tozokat és ezutan tériink 4t a Hamilton-egyenletekre, akkor a Hamilton-fligg-
vényre azonnal a helyes H-t kapjuk meg. Végiil is arrél van tehat szo, hogy mig
a Lagrange-fliggvény idéfliges valtozocseréknél is skalarként transzformalodik,
az energiara ez nem igaz (ami elég nyilvanvalo).

A masodik példank a forgd koordinatarendszerre torténd attérés, amit a
Lagrange-formalizmus alapjan mér a 2. fejezetben targyaltunk. Ott lattuk,
hogy

r= R()r'. (13.23)

A vessz6s impulzus meghatéarozasara a (13.11) képletet hasznalhatjuk:
Psdly = padra = paLlas(Qt)dals.
Ebbdl (az R matrix ortogonalitasat kihasznélva)
P = PaRas(Qt) = R_L(Q)pa. (13.24)

A (13.23),(13.24) képletek alapjan

A korrekt H -t azonban az elzé példa alapjan a (3.3) transzformalt L'-bol
kapjuk meg a

ﬁ’ —pv - L

képlet szerint, amelyben

,_ oL

v/

=mv’ +m[Q x 1'] (13.25)

vi=—p —[QxTr] (13.26)

T
|
3"_‘ Q
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A T -re rovid atalakitas utén a
H=H-Q [fxp|=H -Q-J (13.27)

képletet kapjuk, amelybdl
dp’ oH  OH

da - o o

+[p’ x €.

Ha itt (13.25) segitségével kifejezziik p’-t a sebességen keresztiil, Gjra megkapjuk
a (3.4) mozgasegyenletet.

14. InfinitezimaAlis kanonikus transzformaciok.

Korabban mar kétszer is talalkoztunk infinitezimélis transzforméacioval. Az el6z6
fejezetet azzal a megallapitassal kezdtiik, hogy a Hamilton-egyenletek infinitezi-
malis kanonikus transzforméaciok. Ezt most altalanositani fogjuk. A 10. fejezet
E. pontjaban pedig az infinitezimalis forgatasokkal kapcsolatban arra a meg-
allapitasra jutottunk, hogy ilyen esetekben a transzformaciok aktiv felfogasa a
célszert nézépont. A tovabbiakban ezt az észrevételt is hasznositani fogjuk.

A 12. fejezet B. pontjaban lattuk, hogy a koordinatak és az impulzusok
infinitezimalis (dt-ben linearis pontossagi) megvaltozasa, amelyet a Hamilton-
egyenletek generalnak, infinitezimalis kanonikus transzformacié. Ha ezekben a
képletekben a Hamilton-fliggvényt valamilyen W(q,p) dinamikai fiiggvénnyel,
a t id6t pedig egy s paraméterrel helyettesitjiik, akkor az ottani bizonyitast
megismételve lathatjuk, hogy a

6W55 = {q;, W} s, op; = —?;V

dg; = ds = {p;, W}ds (14.1)

Op;
képletek infinitezimalis kanonikus transzformaciot definialnak.

A W a transzformacié generdtora, amely nem fiigg explicite a transzforma-
ci6 s paraméterétsl. A 12. fejezet B. pontjanak levezetését megismételve azt
talaljuk, hogy a

dqi 8 dpi 8
— L - = ) = — 14.2
E— W =G P =G (142)
egyenletek
qis = Fi(g,p;8),  pis = Gi(g,p;8) (¢ = dio, pi = Pio) (14.3)

megoldasai minden s-re kanonikus transzformaciot hataroznak meg.

A masik feladat az, hogy a (13.1) transzformécio kanonikussaganak a kritéri-
uméat a dinamikai mennyiségek (11.12) passziv transzformécios szabalya helyett
a (11.15) aktiv szabaly felhasznalasaval fogalmazzuk meg.
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Alkalmazzuk el6szor is a (13.1) kanonikussadgénak (13.4) kifejezését, amely
a (13.2) rovid alakja, az u'(q,p), v'(q, p) fiiggvényekre:
{u(g,0),v"(¢:)},, = {4 (¢;0), V" (4, D) } g1 -
Mivel az aktiv szemléletben a dinamikai mennyiségek a (11.15) eldiras szerint
transzformélodnak, ezt az egyenlGséget atirhatjuk
{(¢,p),v"(q,p)},, = {w(d', ), v(d", P}y = wld', D)

alakba, amely egyben a w dinamikai fliggvény definicioja.
Az aktiv szemléletben ez utobbi transzformaltjat a

! de
w(d',p') = w'(a,p) = ({u(@.p),o(a,p)},,) < {ula.p),v(@,p)},,
definialja, ezért végiil

{u'(:0),v"(¢,P)}, = {ula:p),v(q,0)},, »

vagy réviden
{u/, 0"} = {u,v} . (14.4)

Aktiv szemléletben ez az egyenléség fejezi ki a (13.1) transzforméaci6é kanonikus-
sagat, amely igy fogalmazhaté meg: Kanonikus transzformdciondl a transzfor-
mdlt fligguények Poisson-zdrdjele eqyenld a Poisson-zdrdjelik transzformdltjdval.

A ¢ = q+dq, p = p+ Op infinitezimalis transzforméacional az u(q,p) igy
valtozik meg:

ou ou
W(g.p) = ulg,p') = ulg +3¢.p +0p) = ulg,p) + 7 -04: + 5=

op; .
0q; P

A W altal generalt transzformacional a ¢, p megvaltozasat vehetjiik (14.1)-bdl,

erert ou oW Ou oW
u u
ou = Z <8qi op; — ;04 ) ds = {u, W}ds,

i
vagyis
dug

ds

Ha ismerjiik a (14.2) differencialegyenlet-rendszer (14.3) megoldasat, akkor
ismerjiik a (14.5)-t kielégits us fliggvényt is:

= — (W, u}. (14.5)

us(q, p) = u(gs, ps) = u (F(g,p),G(q,p)) -

De végtelen sor alakjaban ezt a megoldast az F;, G; fiiggvények ismerete nélkiil
is felirhatjuk:

R G (W,u} + (=s)* (W, {W,u}} + (Cs)” {(WAW AW, u}}} +
s — 1 5 91 5 5 3 ’ ’ ’ T
(14.6)
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Ez a végtelen sor formalisan valoban eleget tesz (14.5)-nek és az ug = u kezds-
feltételnek, mert
dug
ds

=—({W7u}+<‘j) oy + &) {W,{W{vv,u}}}+...) -

(=s)! (=s)°
—<W, u—|—T{VV,u}—|— o W {W,u}} +... =—{W,us}.
TItt hasznaltuk ki elszor, hogy a W (g, p) generator nem fiigg az s paramétertsl.
Megjegyezziik még, hogy ha u = ugy semleges elem, akkor us; = u.
A (14.6) hatvanysor szerkezete emlékeztet az e™® fiiggvény hatvanysorara,

Wsy szimbolikus jelolést vezetjiik be ra. Ha ezt hasznaljuk, akkor

-Ws

Ug = € U.

ezért az e~

A Hamilton-egyenletek megoldéasa példaul ennek a jelolésnek a felhasznalaséval
a kovetkezs: o I

Qit =€ " q, pi = e p;.
Az e WS 2 W altal generalt s paramétertd kanonikus transzformaciéra utalo
szimbolum, ezért a kanonikus transzformaciok (14.4) tulajdonsédganak a kovet-

keztében a Poisson-zarojel alol kiemelhets:

{e—Ws% e_st} —eWs {u,v}. (14.7)

Példa: Legyen W = J, = ap, — yp, (1d. a 11. fejezet D. pontjat) és s = ¢
az azimutszog. A feladat az x, = e=/2%2 dinamikai mennyiség kiszamitasa.
A (14.6)-ban felléps Poisson-zardjelek a 11. fejezet alapjan szamithatok ki:

——
{J27x}:y7 JZ?{JZ793} = -,
—_ '
JZ?{‘]Z7{J27'I}} =Y, ma‘.]d T, Y, =T, =Y, T, Y, ...
Eszerint
(=), (=) (—¢)? (=¢)* (—¢)°
Ty =T+ gy o (1) + g () e (he) () +

=1x-cosy —y-singy.

Az Yo, 2o, Dap, Dyp, Dze, Kiszdmitasdval meggySz6dhetiink réla, hogy a J, altal
generalt ¢ paramétert kanonikus transzformécio egy tomegpont helyzetvektorat
és impulzusat a jobbkéz szabaly szerint a z koordinata tengely koriil ¢ szoggel
forgatja el. A (14.7) és a semleges elemek invariancidja kovetkeztében a tetszéle-
ges p-hez tartoz6 mennyiségek ugyanazokat a Poisson-zardjel relacidkat elégitik
ki, mint az index nélkiili (azaz ¢ = 0-hoz tartoz6) megfelels mennyiségek.
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15. Vektormezsk.

A) A vektormezs definicioja.

A vektormezd terminus magaért beszél: Az n-dimenziés sokasiag minden
pontjaban elképzeliink egy n komponensi vektort, amely helyrél-helyre valtozik:
A(z) = (Ai(x),... Ap(x)). Amikor az z; = F;(x1,...x,) képlettel 0j koordina-
tarendszerre térlink at, a komponensek definicié szerint gy valtoznak, mint a
dx; koordinata-differencidlok:

X X
dz); = gxfdxj,:> Al(a") = gx; Aj(z).

J

(15.1)

A kétszer el6forduld indexre természetesen Osszegzés értendd. A vektormezs
vesszGs komponenseit a vesszds koordindtakon keresztiil kifejezve képzeljiik el,
ezért a transzformacios képlet jobboldalan a vesszétlen koordinatakat az x’' =
F(x) inverze segitségével ki kell fejezni a vesszGs koordinatakon keresztiil.

Egy szam n-est a (15.1) transzformécios térvény tesz vektorkomponensek-
ke!s.

Az A vektormezd x;(s) dramvonalainak azokat a gorbéket nevezziik, amelyek
kielégitik a

dx;(s)
ds
kozonséges differencialegyenlet-rendszert, tehéat az érintGvektoruk minden pont-
jukban az A vektormezd eleme abban a pontban. Ennek az egyenletrendszernek
az 2;(0) = a; kezddfeltételhez tartozd megoldasat alabb majd G;(s;aq,...a,)-
nel fogjuk jeldlni.

Az s valos szam az aramvonal paramétere, és az egyenletrendszernek mindig
van megoldasa legalabb is nem tul nagy |s|-re.

Képzeljiink el valamilyen folyadék stacionér aramlasat a térben valamilyen
rogzitett Descartes-koordinatakhoz viszonyitva. A stacionaritas azt jelenti, hogy
a V(x,y, z) sebesség-mezs nem fligg t-t6l. Az az infinitezimélis folyadékelem,
amely a t = 0 pillanatban az x,y, z koordinataju pontot foglalta el, a ¢ pilla-
natban az x(t),y(t), z(t) pontban lesz (vagy volt), és a t fuggvényében kiraj-
zol egy aramvonalat, amely minden pontjaban érinti a V sebességvektort. Az
x =x(0),y = y(0), z = z(0) pontot az aramvonal kezdSpontjanak nevezhetiink,
noha az aramlas méar a t = 0 pillanat el6tt is 1étezett. Az elnevezés inkabb azt
fejezi ki, hogy az dramlé folyadék-elem annak a pontnak a koordinatéirol kapta
a nevét, amelyben a ¢t = 0 pillanatban tartézkodott.

Ezt a képet altalanositjuk a folyam fogalma segitségével tetszéleges vektor-
mez$ aramvonalaira, amelyeket egy elére nem meghatarozott fizikai jelentési s

= A; (z(s)) (15.2)

15A (15.1) képlet szerint transzforméaléds vektorokat kontravaridns vektoroknak hivijak, és
tobbnyire fels6 indexszel 1atjak el 8ket. Mivel a koordinata-differenciélok is ilyen tipusta vekto-
rok, a koordinata indexek is felsG helyzettiek: AJ, dx?,xd. Az alsé indext kovaridns vektorok
transzformacios torvénye (15.1)-t6l a vesszds és a vesszGtlen valtozok felcserélésében kiilonbo-
zik. Ettél a nagyon altalanos jeldlési gyakorlattol azért tériink el, mert a tovabbiakban csak
a (15.1) szerint transzformal6do vektorokrol lesz szod
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parametral a (15.2) szerint. Maga a vektormez6 fiiggetlen s-t6l. Az A vektor-
mez8hoz tartozo folyamra a tomor A° szimbolumot hasznalhatjuk:

zi(s) = Gi(s;xq, ... xy) = Az, (15.3)
amelyben z; = x;(0) a sokasag pontjainak a koordinatai. Ez a folyam természe-
tesen ugy is felfoghatd, mint a folytonos s paramétertsl fiiggs koordindtatransz-

formadciok sorozata, amelyben az azonos transzformécié az s = 0-hoz tartozik.

B) A folyamok felcserélhetdsége.

Legyen A és B két vektormezd, a hozzajuk tartozo folyamok pedig Af és B*
tetszbleges fizikai jelentésii t és s paraméterekkel. Az A B 6sszetett szimbolum
azt fejezi ki, hogy a sokasag x; pontja elszor atkeriil a B°x;, majd pedig az
AtB*z; pontba. Nyilvanvalo, hogy A*A~'x; = z; az azonos transzformécio,
amelyet egyszertien 1-el jeloliink: A'A~t = 1.

Két kiilonbozs folyam Altaldban nem cserélhets fel egymassal: A'BS #
B%A!. Ezt a kritériumot inkabb A*B*A~tB~% # 1 alakban szokis hasznélni,
amelyet a két folyam (vagy mez8) kommutdtordnak hivnak.

Ilusztraljuk a felcserélhetdség hianyat egy egyszert példan!

v o
(y)l
] —mmp) (x,y — st) .
s(x— t) #
-
X
———
15.1 abra

Kétdimenzios feliileten tekintsiik az
A =(1,0), B=(0,2)

vektormezdéket.
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Az A mez6 aramvonalainak egyenlete és megoldasa

d

ditc:l, a(t) =t+a
dy

A t) =y.
7 =0 y(t) =y

Az A folyama tehat Al(z,y) = (t + z,y).
A B mez6 aramvonalainak egyenlete és megoldasa

dz
== 0, z(s) ==z
“_, o= e

A B folyama tehat B*(z,y) = (z, sz + y).

Az &bran kévethetjiik, hogy az A'B*A~*B~* kommutator transzforméacioi
hogyan viszik &t a tetsz6leges (z,y) pontot az (x,y — st) pontba. Képletekben
ugyanez:

A'BSAT'B™(x,y) = A'BSA™ (2, —sx +y) = A'B¥(~t + 2, —sx +y) =
:At(—t—l—x,s(—t—l—x) —S.’E+y) :At(_t+$7y_8t) = (1’,y—8t) 7é (%y)

Altalanos mezdk felcserélhetdsége pontrol-pontra valtozhat, ezért infinitezi-
malisan kis s, t-ji folyamokkal kell meghataroznunk. Ezt dgy tehetjik meg,
hogy az A*B*A~'B~° kommutéatort a paraméterek hatvanyai, vagyis a t's*
(I,k=1,2,...) kifejezések szerint sorbafejtjiik, és a felcserélhetGséget a ts rendd
tag koefficiensével jellemezziik.

Amikor akar [, akar k nulla, a kommutator 1-gyel egyenld, ezért

A'BSAT' B2 = x; + Ci(x)ts + o(s%t, st?). (15.4)

t,s — 0-nal da* = A*B°A7'B~%x; — x; két infinitezimalisan kozeli pont
koordinata-kiilonbsége, ezért vektor, és ennek kévetkeztében a C;(z)-k egy C(x)
vektormezé komponensei, amelyet az A és a B Lie-zdrdjelének hivunk!S:

C; =(A,B),, C =(A,B).
A példankban
A'B*AT' BT (x,y) = (z,y) + (0, ~1)st,

ezért C = (0,—1).
A Lie-zarojel antiszimmetrikus a vektormezsk felcserélésével szemben: (A, B) =
—(B, A). Ez abbol kovetkezik, hogy amikor az A* B* A~ B~* transzformaciéban

16Megjegyezzﬁk, hogy a Lie-zardjel derivalasi mtivelet is: Az (A,B)? az A kontravarians
vektormez8 Lp A" Lie-derivdltja az B szerint. Részletesebben 1d. az Altaldnos relativitdsel-
mélet és kozmoldgia cimi jegyzetem 7. fejezetében itt a honlapomon.
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a vektormezdket felcseréljiltk egymassal (A** < B**), akkor forditott irdnyu
mtiveletsort hozunk létre (BSA*B~*A~t. A'BSA~'B~% = 1), amely a kezd6- és
a végpontot felcseréli egymassal.

Megmutatjuk, hogy

DA, dB; B
(A,B)i_Z(Bjﬁxj—Aj axj)’ vagy (A,B)=(B-V)A - (A V)B.

(15.5)
A bizonyitast kezdjiik azzal, hogy (15.2) felhaszalaséval a kell6 pontossaggal

dzi

B_S{Ei =x; + ds

(—5) 4 o(s%) = 2; — B;(x)s.

Jeloljiik ezt a vektort u-val:

Akkor
A'B*AtB~ %z, = A'B° A~ tu,.

Folytatjuk ugyanigy:

A7y = u; — Aj(u)t = z; — Bi(x)s — A; (x — B(x)s)t =

=x; — Bi(x)s — A;(x)t + Bj(x) 04.(x) st = v;.
8xj
Tovabb ugyanigy:
A'BSAT'B %z, = A'BSv;.
04A;(x)

Bfv; = v; + Bi(v)s = x; — Bx)s — A;(x)t + Bj(x) st+

81‘j

GBZ- (X)
afﬂj

+Bix)s — A;j(x)

ts = w;.
Veégiil
AtBSAitBisl’i = Atw,; = w; + AZ(W)t =

= = AT+ 3,09 25 st = 4,00 T+ o

J

A (15.5)-et ezzel igazoltuk. Belathato, hogy két folyam felcserélhet&ségének
sziikséges és elégséges feltétele a két vektormezs Lie-zardjelének eltiinése.

A vektormezdk a Lie-zarojelre nézve Lie-algebrat alkotnak, mert (A, B) bili-
nearis, antiszimmetrikus, és kozvetlen behelyettesitésel igazolhato, hogy kielégiti
a Jacobi-identitast:

(A, (B,C)) + (B, (C,A)) + (C, (A, B)) = 0.
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Standard vektoranalitikai képletek segitségével kénnyen igazolhato, hogy ha-
romdimenziés euklidészi térben

(A,B)=V x[AxB|+B(V-A)—-A(V-B).
Amikor példaul A = [axr] és B = [b xr], ahol a és b konstans vektorok, akkor
(A,B)=V x [A xB]=[laxb]xr|. (15.6)

Az A = [a x r] tipusi vektormezdk folyama az origot tartalmazo a iranya
tengely koriili koncentrikus korokbdl all. Jeloljiik X-szel, Y-nal, valamint Z-vel
azokat a vektormezGket, amelyeket gy kapunk, hogy a-t rendre az x, az y és a
z tengely egységvektoranak valasztjuk!'”. Ezeknek a vektormezéknek a folyamai
koncentrikus korok az x, y, z tengely koriil, Lie-zardjeleik pedig a kovetkezdk:

X, Y)=2, (Y,2)=X, (Z,X)=Y. (15.7)

A korokon célszert a g, @y, @, kozépponti szogeket tekinteni paraméternek,
amelyek a jobbkézszabalynak megfelel§ iranyban nének. A (15.4) képlet mond-
juk az X, Y parra ekkor a kovetkezs:

XCY v X0y vy, = a; + Zi(x)‘zpz@y + 0(90:102901/7 (Py(PmQ)' (15.8)

Foglaljuk 6ssze tlirelmesen ennek a képletnek a geometriai jelentését. Elkép-
zeliink egy Descartes-koordinatarendszert és egy Py pontot. Az Y vektormezs
y-tengelyt koncentrikus korei beboritjak az egész teret, az egyikiik athalad a
FPy-n. Mozduljunk el Py-bdl ezen a koron negativ irdnyba —¢,-nyit a P; pont-
ba. Ezutan az x-tengelyd koncentrikus koérok koziil azon, amely athalad Pj-en,
mozduljunk el —p, szdggel negativ irdnyba, a P, pontba. Az eljarast folytatva
két egymas utani pozitiv iranyt ¢, , majd ¢, szogt elmozdulassal jutunk el a Ps,
végiil pedig a P, pontba. Ez a négy elmozdulas nem visz vissza az eredeti pont-
ba: P, kiilonbozik Py-t6l. Csak annyit mondhatunk, hogy ha az elmozdulasok

.. >0
elég kicsik, akkor Py Py =~ Zp,py.

C) A gradiens-mezd6.
Tegyiik fel, hogy valamilyen koordinatarendszerben fennallnak az

Ai(z) = ag;(f)

(15.9)

egyenletek valamilyen W (x) skalar fiiggvénnyel. Elég nyilvanvalo, hogy tetszo-
leges koordinata-transzformécioval szemben ezek nem maradhatnak fenn (nem
invaridnsak). A baloldal ugyanis vektormezs, amely a (15.2) torvény szerint
transzformélodik:

AI _ a.’l}';

i = axj Aj = MijAj-

17Ezeknek az egységvektoroknak a standard jelSlése i, j, k.
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A jobboldal transzformécios torvénye azonban kiilonbozik a vektormezsétdl:

oW dw; oW
ozl Ozl Ox;’

3

(W(z) =W'(z)).

Egyenletrendszeriink ezért csak az olyan transzformaciokkal szemben marad ér-
vényben, amelyekre fennallnak a

oz’

i Oz
01 oz

K2

egyenlGségek. Alakitsuk at ezt az Gsszefliggés-rendszert:

Oz  Ox, o),

dr;  ox, | Bz’

7

és Osszegezziink a kétszer el6forduld j-re. Ezt kapjuk:

Oz} Ox),
8xj 8xj

= 8;x, vagyis MM =1.

Az M tehat ortogonéalis matrix.

A (15.9) egyenletrendszer tehat csak (altalaban helyfliggd) ortogonalis transz-
formaciokkal szemben invarians.

Azokat a vektormezsket, amelyek bizonyos, egymastol ortogonalis transzfor-
mécioban kiilonb6z6é koordinatarendszerekben (15.9) alaktak valamilyen W (x)
skalarfiiggvénnyel, gradiens mezdének hivjuk.

D) Hamiltoni-vektormezdk.

A kanonikus elméletben a gradiens-mez&ének egy specilis valtozata, a hamil-
toni vektormezd jatszik fontos szerepet, amit a g és a p koordinatdk megkiilon-
boztetése tesz lehetsvé.

Egy n szabadségi foka rendszer fazistere 2n dimenzids, ezért a fazistér vek-
torai 2n dimenziosak. Igy fogjuk jelolni Gket:

A=(Ag,... Ay Ay, Ay).

Ezt a ,, szam 2n-est” természetesen a transzformécios torvénye tesz vektorra:

aq. oq.
=T A T A
@ = By, e T B,
/ (15.10)
op! op
Al =T A TA, .
pe = g, fae T G, e

Hamiltoninak akkor neveziink egy vektormezdt, ha a fazistérben van olyan
koordinatarendszer, amelyben a komponensei egy W(q1,...qn,p1,...0n) ska-
larfiggvény (W'(q',p’) = W(q,p)) parcidlis derivaltjai a kévetkezs sorrendben
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és eldjellel:

ow
ow oW oW oW op
L ) = , (15.11)
op1 Opn Oq Iqn oW
~5q
vagy szimmetrikusabban
{g, W}
{a, W} Agn W Ao, W, Apn, W) =
{p,W}

Az oszlop alak nyilvan szimbolikus, mindkét eleme egy-egy n-komponensti osz-
lop.

Az egyezés azonban nem é&llhat fenn minden koordinatarendszerben, mert
ennek a derivaltakbol 4ll6 struktaranak a

W' 9p, OW  dg, ( 8W)

dp. — dp. dps  Ipl. \ g,
78W’ B 78]95 oW N 0qs 78W
o¢.  \ 0q.) dps  9q. \ Oqs )"

transzformécios torvénye kiilonbozik a fazistér vektorainak (15.10) transzforma-

A gradiens-mez6 targyalasahoz hasonloan feltehetjiik a kérdést: Ha egy vek-
tormezd valamilyen koordinatarendszerben egyenls (15.11)-tel, akkor milyen
faziskoordinata-transzforméciok azok, amelyekkel szemben ez az egyenlség in-
varians?

Az egyszeriiség kedvéért a szabadsagi fokok szama legyen n = 1. Ezzel a ¢
és a p indexelése sziikségtelenné valik, ami attekinthetGbbé teszi a képleteket.
A gondolatmenet n > 1-nél a hidnyz6 indexek potlasa utan valtozatlan marad.

Legyen tehat a K-beli

ow

A, Tp
= (15.12)

ow

A 7

D 9

egyenlet érvényes valamilyen méasik K’-ben is:

/ oW’
Aq 8p/
| aw
A ~

aq’
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Milyen feltételt 16 ez a kovetelmény a K — K’ transzforméciora?
Ahhoz, hogy erre a kérdésre valaszolni tudjunk, meg kell probalnunk a méa-
sodik egyenletet visszavezetni az els6re. Ennek érdekében elGszor atirjuk

o/ o o oay oW

A _ o
dq op 1 op' op’ op
o o)\, ) | e || _aw
dq op b dq' oq' dq

alakba, amelyben kihasznaltuk, hogy W'(¢',p’) = W (g, p). Ezutan végigszoroz-
zuk az egyenletet a baloldali matrix inverzével:

A 9¢  9q\ (Op  Oq\ (OW
1 oq’' op’ op’ op’ dp

D I N B VO
P g’ op’ oq oq’' Oq

A jobboldalon a két matrix szorzasat elvégezve az

W
Aq {Q7p}q/p/ {q,q}q,p, aiq
Ay TP R U oy AL

dp

egyenletre jutunk. Ez abban az esetben azonos (15.12)-vel, ha a Poisson-zaro-
jelek a fundamentalis zarojelek 0,1 értékét veszik fel, vagyis amikor a K — K’
transzformacio kanonikus (13. fejezet A.).

Ehhez a bizonyitashoz két megjegyzést kell fiiznlink. El&szor is nyilvanvalo,
hogy szorosan kapcsolodik a 13. fejezet E. pontjaban a Hamilton-egyenleteknek
a kanonikus transzformaciokkal szembeni invariancidjahoz abban az esetben,
amikor a Hamilton-fliggvény nem fiigg explicite az id6t6l. A Hamilton-egyen-
letek baloldala ugyan nem vektormezs, hanem a fazistrajektoria érinté vektora,
de az ottani és a most bebizonyitott allitds szempontjabol az a lényeges, hogy
mindketts vektor, ezért 0j koordinatarendszerre torténd attérésnél egyformén
transzforméloédnak. Emellett hamiltoni-vektormez&knél az A° folyam nyilvan
azonos a 14. fejezetben targyalt e~Ws 4 transzformaciok Osszeségével.

A masik megjegyzés a W/ (¢, p’) = W(q, p) passziv transzformacios térvény-
re vonatkozik. Nem mondunk-e ellent ezzel az elGirdssal annak a megallapo-
dasunknak, hogy a dinamikai mennyiségek (fliggvények) transzformaciojanal a
W'(q,p) = W (¢, p') aktiv szemléletet fogjuk alkalmazni?

A kérdés valojaban egyaltalan nem indokolt, mert a hamiltoni-vektormezs
gyen skalar (ami automatikusan tartalmazza a passziv transzformacios formu-
la alkalmazasat). Mas Osszefliggésben ugyanez a W(q,p) fiiggvény reprezen-
talhat valamilyen dinamikai mennyiséget. Megallapodasunk szerint ilyenkor a
W'(q,p) = W (¢, p') aktiv formula szerint kell transzformalni.
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Vizsgaljuk meg példaként a Hamilton-fiiggvényt! A 13. fejezet E.-ben a
H'(¢,p') = H(q,p) szabalyt alkalmaztuk. Nem tehettiink mast, mert ezek
az egyenletek variacios elvbél szarmaztathatok (8. fejezet B.), amelynek az
alkalmazhatosaga ezen a szabalyon alapul. Masrészt H(q,p) a rendszer ener-
gidja. Ha arra vagyunk kivancsiak, hogyan valtozik az energia a fizikai rend-
szer z-tengely koriili elforgatasanal, akkor a (14.5) képletet kell alkalmaznunk
u(q,p) = H(q,p), s = o, W = J, valasztassal. Mint a (14.5) levezetése mutatja,
ez a képlet a

OH OH
H'(q,p) = H(¢,p') = H(q+ 0q,p+ 0p) = H(q,p) + %5Qi + Tpépi

aktiv transzformacios felfogason alapul.

E) A hamiltoni-vektormezsk Lie-algebraja.

A hamiltoni-vektormez&k a vektormezdk Lie-algebrajanak invarians részal-
gebrajat alkotjdk. Ehhez elég annyit igazolni, hogy két hamiltoni-vektormezs
Lie-zarojele is hamiltoni.

Legyen A és B két hamiltoni-vektormezs, amelyeket az A, B fliggvények ge-
neralnak a (15.11) értelmében. Akkor (A, B) szintén hamiltoni, amelyet {A, B}
general.

A bizonyitas direkt szamolassal torténik.

0A 0B 0A 0B
A.B — B R A qs B ER A ds —
( ) )QS Z ( qr aqr qr aqr + DPr apr DPr apr )

S [(0B 04 0BOALY (0408, 0408, Y]
- " 8p7“ 8‘]7“ 6(]7" apr apr 8‘]7“ 8(]1” 8pr B
= {Aqs7B} - {qu7A} = {{QSvA}ﬂB} - {{QSvB}vA} = {QSv {A,B}}7

és hasonléan igazolhato6 a

(A, B);Ds = {psa {A» B}}

relacio.

A (11.8) szerint példaul {J,, J,} = J., ezért ha kis elforgatasokrol van szo,
egy r—, majd y—tengely koriili forgatas egy z—koriili elforgatasban kiilonbozik
az ellenkezd sorrendben elvégzett forgatasoktol.

Kovetkezmény: Két hamiltoni folyam akkor és csakis akkor felcserélhets
egymassal, ha {A, B} Poisson-zarojeliik semleges elem. Ekkor ugyanis (A, B) =
0, és ez sziikséges és elégséges feltétele a folyamok felcserélhetGségének.

F) Megmaradéasi torvények.

Egy u(q,p) dinamikai fiiggvény akkor megmarads az A° folyammal szem-
ben, ha u(A%q, A®p) = u(q,p). Specidlisan hamiltoni folyamra ez a feltétel
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As

u(e’Asq, e*ASp) = u(q,p), amit (14.7) alapjan e~ “*Su = u-ként is felirhatunk.

A baloldal (14.6) kifejtésébdl lathato, hogy az
{Aul =0 (15.13)

egyenlség a feltétele annak, hogy az v megmaradjon az A altal generalt kano-
nikus folyammal szemben.

Vegyiik észre, hogy a ,, megmaradas” terminust az id6beli megmaradasnal
altalanosabb értelemben hasznaljuk. Ha pl. A = J, és s = ¢, akkor a szoban
forg6 folyam a Z-tengely koriili elforgatdsokhoz tartozé transzformacio-sorozat
a fazistérben. Az u ,, megmaradasa’ ekkor azt fejezi ki, hogy u a z-re nézve
tengelyszimmetrikus. A korabbi (sztikebb) értelemben vett megmaradas az A =
H, s =t (id6) valasztasnak felel meg.

A (15.13) megmaradési tétel szimmetrikus az A és az u felcserélésével szem-
ben, ezért ha u megmarad az A altal generalt folyammal szemben, akkor A is
megmarad az u-hoz tartozé folyammal szemben. Ez a Noether-tétel altalano-
sftasa, mert nem sziikséges, hogy az egyik megmaradas sziik értelemben vett
id6beli megmaradas legyen. A (15.13)-nak ez a ,, duilis jelentése” annak ko-
szonhetd, hogy a fazistér fiiggvényei dinamikai mennyiségek is, generatorok is
egyszerre.

16. Lie-csoportok.

A) A Lie-csoport fogalma.
A G diszkrét csoport fogalma: Az

a,b,C,'” € ga
elemek akkor alkotnak csoportot, ha teljesiil a kbvetkez6 négy feltétel:

1. Az elemek kozott értelmezve van egy szorzasi miivelet (csoportszorzas),
amely altalaban nem kommutativ:

a,b— f(a,b)=a-b=abe G (GxG—G).
2. Leétezik egységelem:
JeeG—e-a=a-e=a (Va).
3. Minden elemnek van inverze:
Va Ja'eG al-a=a-al=e

4. A szorzas asszociativ:

Va,b,c (a-b)-c=a-(b-c).
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Példa: n-elem permutécioi csoportot alkotnak (a P, permutacios csoportot),
amelynek n = 5-nél egyik eleme példaul a

1 2 3 4 5
3 2 5 1 4)°
szimbolum, amelynek jelentése a kovetkezs: Az 1. elemet tedd a 3. helyre, a 2.

elemet hagyd a 2. helyen, stb.
A csoportszorzas:

1 2 3 5\ _ (1 2 3 4 5\
3 25 2)=\1 3 5 4 2)°“

1 2 3 45 12 3 45\ (1 2 3 45
(41352)'(32514)(31245)'

A Lie-csoportok a G olyan altalanositésai, amelyekben az elemek szdma bi-
zonyos folytonos értelemben végtelen. Az n paraméteres Lie-csoport elemeit n
valos szém ,,indexeli” valamilyen megadott intervallumban: A csoport elemei
a = (ay, ag,...an), b= (b1, ba,...b,), c=(c1, ca,...cy,) sth.

Példaként tekintsiik a kdvetkezs csoportszorzasi szaballyal megadott kétpa-
raméteres nemkommutativ Lie-csoportot:

c1 = fl (CL, b) =a1 + b]_7 Cy = fQ(CI,, b) = e‘“bg + as. (161)

2 3
1 3

S

=
= ot
~
N\
=~ =

ot

Az egységelem nyilvan e = (0, 0), az a = (a1, az) elem inverze pedig a=! =

(—a1, —age™ ). Az asszociativitas teljesiilése nem evidens, igazolasat az olva-
sora bizzuk.

galmat: Minden csoportelemhez hozzarendelhetd egy matrix (ebben a példaban
ez 2 X 2-es méatrix) ugy, hogy a csoportszorzast a matrixszorzas helyettesiti:

e’ ao
o — 0 1 (a1,a2 € R), (16.2)

e ao et by el o
0 1 o 1/ \o 1
1 0 e~M  —age ™
e — ; a !l — .
0 1 0 1

Az asszociativitas a matrixszorzasra automatikusan teljesiil. A Lie-csoportot —
talan némileg pongyola médon, — sokszor valamelyik matrixabrazolasanak a se-
gitségével adjak meg, mert a csoportszorzast r6gzits fi(a,b,...) fiiggvények tul
bonyolultak lehetnek. Az alkalmazasoknal mi is ezt az eljarast fogjuk kdvetni.

A relativitaselméletben betoltott fontos szerepe miatt mutatjuk be réviden
a kovetkezs egyparaméteres kommutativ Lie-csoportot (a; = a stb.), amelyben
a csoportszorzast az

a+b

—a.p="2"2 <1 16.
flab)=ab=100 )y < (16.3)



16. Lie-csoportok. 81

képlet definidlja. Nyilvan e = 0, a~! = —a, és az asszociativitas is teljesiil, mert

a+b+c+ abe
(a-b)-e=a-(b-e) = T e

A Fiiggelékben megmutatjuk, hogy ha a csoportelemeken sebesség/c-t értiink,
akkor a csoportmiivelet a relativisztikus sebességosszeadas képlete, a csoport
2 x 2-es matrixabrazolasa pedig a Lorentz-transzforméacio mdtriza.

B) A paramétertér.

A paramétertér minden pontja egy csoportelemet reprezental. Az elsé példa-
ban a paramétertér az a1, as egyenesvonalil koordinatakkal ellatott sik, amely-
nek minden (a1, as) koordinataju pontja egy (16.2) csoportelemet reprezental.
Az elméletnek a paramétertér az egyik legfontosabb fogalma. A csoportszor-
z4s a paramétertér barmely rendezett parjdhoz egyértelmiien hozzarendel egy
harmadikat. Ha a paramétertér dimenzidja n, a Lie-csoport n-paraméteres.

A csoport parametralasa nem egyértelmd: A paramétertérben 1j koordina-
takat bevezetve a csoport atparametralhato.

Konvencio: Az egységelemet mindig az origbhoz (zérus paraméterekhez) ren-
deljiik. A példainkban nem is lehet masképp: az egységelem az a1 = ag = 0,
vagy az a = 0 paraméterd matrix.

A paramétertér topologiajat (, szerkezetét” ) a csoportszorzas determinalja.
Ez altalaban bonyolult, nehezen attekinthets. A bonyolultsag mértékét a zart
gorbék homotdpidja jelzi. Két zart goérbét akkor neveznek homotopnak, ha
folytonos modon egymésba deformalhatok. Az egymaéassal homotop gérbék egy
homotoépia-osztalyba tartoznak.

A (16.2) példaban a ,, paramétersik” minden zart gérbéje homotop egymas-
sal, mindegyik folytonos modon 6sszehizhatéd egyetlen pontta.

Bonyolultabb eset a forgascsoport!®, amely a fizika szdméara kiiléndsen fon-
tos. Képzeljiink el egy merev testet, amely egy rogzitett pontja koriil tetszéleges
modon elfordithato. A standardizalas érdekében a testet helyettesithetjiik egy
hozza rogzitett XY Z koordinatarendszerrel, amelyet az origdja koriil lehet el-
forditani.

Az elforgatasok parametralasara tobbnyire az Euler-szogeket hasznaljak.
Szémunkra azonban egy méasik parametralasi mod lesz kényelmesebb!?, amely
Eulernek azon a tételén alapul, hogy a merev testek rogzitett pontjuk koriili
orientaciojanak barmilyen megvaltoztatasa ekvivalens a pontot tartalmazo fix
tengely koriili elforgatasukkal valamilyen « széggel a (—m, ) szégtartomanyban.
Ez a parametralas alkalmasabb annak a tapasztalatbol absztrahalt kovetkezte-
tésnek a kifejezésére, amely szerint az {ires térben minden forgastengely-irdny
egyenértéki.

18 Az ,, elforgatasok csoportja” pontosabb megnevezés lenne, de a ,, forgascsoport” valt alta-
lanosan elfogadotta.
19 Az Euler-szogeket a 19. fejezet C. pontjaban fogjuk felhasznalni, de nem a paramétertér

ben.
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Ebben a parametraldsi médban a paramétertér nyilvan egy m sugara gomb.
Az O a gémb origdja, amely a nulla-szogi forgasnak (vagyis az e csoportelem-
nek) felel meg, P belss pontja pedig a testhez rogzitett koordinatarendszer oP
irany koriili |OP| nagysagt pozitiv (a jobbkéz szabaly szerinti) elforgatasat rep-
rezentalja.

A gbmb kiilonb6z6 belsd pontjai altal meghatéarozott elforgatasok mind kii-
16nboznek egymastol. A felilet diametréalisan ellentétes pontjai azonban a test-

tarozzak meg két egymaéssal ellentétesen iranyitott tengely koriili 180°-os pozitiv
irdnyu elforgatas formajaban. Ez tény kihat a paramétertér homotopidjara.

A 16.1 abran a korck valojaban a paraméterteret reprezentaldé gémboket
jelentik. A szaggatott vonalakat célszeri olyan ,, folyamatként” elképzelni, ame-
lyen végighaladva a testhez rogzitett koordinatarendszer orientécioja folytono-
san valtozik.

Az A. abréan egy zart kontart latunk, amely nyilvan 6sszehiizhato pontté agy,
hogy a kontar kdzben végig zart marad. Az Osszes ilyen tulajdonsigi kontur egy
homotopia osztélyba tartozik (a standard jelolése mp), amelyben — pontszert
zart kontirként — a paramétertér origdja is benne van.

A forgatott test orientacioja szempontjabol a B. dbra konturja is zart, hiszen
a gomb felszinén a két végpontja diametralisan ellentétes helyzeti 1évén a test
ugyanazon orientaci6jat parametralja. Ez a zart kontir azonban nyilvin nem
htzhat6 Gssze pontta anélkiil, hogy megszakitanank. A test 360°-os elforgatasa
a z-tengely koriil ilyen kontdron torténik, és ez az operacié6 nem hataresete
az olyan mitiveleteknek, amikor a koordinatarendszert a kiindulé helyzetébdl
valamennyire elforgatjuk, majd az alaphelyzetbe visszavissziik. Az ilyen tipusa
kontturok tehat egy Gj homotopia osztalyba (a m1-be) tartoznak, amely a testek
egyszeri koriilforgatasat tartalmazza.

16.1 abra

Azt gondolhatnank, hogy a test kétszeri koriilforgatasa ajabb homotopia osz-
taly eleme, de ez nincs igy. Egy test kétszeri koriilforgatdsa mondjuk a z-tengely
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koriil ugyanis folytonosan, a miiveletsor zartsdganak megszakitasa nélkiil atde-
formalhato a paramétertér egy belsé pontjava (vagy egy diametralisan ellentétes
helyzet feliileti pontparra). Ezt a miiveletet illusztralja a 16.1 4bran a kontarok
1—2—3— 4 — 5 folytonos deformacioja.

A kétszeri korbeforgatas tehat a mp-ba tartozik. A forgascsoportnak csak két
homotopia osztélya van, a my és a 7.

A tovabbiakban elég lesz a paramétertérnek az origo koriili tartoméanyara, a
Lie-csoport lokdlis tulajdonsagaira korlatozoédni, az olyan globdlis sajdtossdgok
ismeretetére, mint a homotoépia osztalyok, nem lesz sziikségiink. Ez jelentss
egyszertsités, ugyanis bebizonyithato, hogy lokdlisan minden n-paraméteres Lie-
csoport paramétertere R™, amelyben minden zart konttur 6sszehiizhaté pontta.

Osszefoglalas: Egy n-dimenziés Lie-csoport olyan n-dimenzios (differencial-
hato) M sokasag (paramétertér), amelyen adva van egy kell§ szamszor differen-
cialhato M x M — M leképezés (csoportszorzas) a

cizfi(al,...an;bl,...bn) (i:l,...n),

vagy szimbolikusan ¢ = f(a;b) fiiggvényekkel. Ez a csoportszorzas altalaban
nem kommutativ: f(a;b) # f(b;a).
Létezik egységelem (e): a = f(e;a) = f(a;e), azaz

a; = fi(0,...0;a1,...a,) = fi(a1,...an;0,...0).

A csoportszorzas asszociativ:

f(f(a;b),c) = f(a; f(b;c)).

Ha az f fiiggvény kell6en sima, ezek a feltételek mar biztositjak az inverz létét.

C) Invarians vektormezok.

Mint minden sokasagon, az M paramétertéren is lehet vektormezdket de-
finidlni, és ezek Lie-algebrat fognak alkotni a Lie-zarojellel szemben. A pa-
ramétertérben azonban az M x M — M csoportszorzas felhasznélasaval ki
lehet valasztani specialis vektormez&ket, amelyek maguk részalgebrat alkotnak.
Ezekre az u.n. invaridns vektormezdkre lesz elsGsorban sziikségiink.

Az invaridns vektormezgok specialis modon képzett folyamok érintGvektorai.
Vegyiink egy tetszéleges szdm n-est:

{aq,9,...an} = a,

amelyeket egy o infinitezimdlis vektor komponenseinek fogunk nevezni®®.

Legyenek a szobanforgd folyamok dramvonalai a paramétertérben az x;(t)
fiiggvények és tegylik fel, hogy az aramvonal (¢ + dt) paraméterd pontjat a ¢
paramétert pontbo6l mindig az

x;(t + dt) = fi(adt; z(t)) (16.4)

20Az elnevezés félrevezetd lehet, mert a vektor komponensei véges szamok. Az
,, infinitezimalis” jelz6 arra utal, hogy az aldbbi gondolatmenetben ez a vektor mindig dt-vel
van szorozva.
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szabaly alkalmazaséval kapjuk meg.

Vagyis: A gorbe t-paraméterti pontjahoz tartozé Lie-csoport elemet — az
x(t)-t, — balrol megszorozzuk az adt koordinataju e-hez infinitezimalisan kozeli
csoportelemmel, és az {gy kapott csoportelem paramétereit azonositjuk z;(t +
dt)-vel. Kovetkezésképpen minden dramvonal minden pontjiban azonos mddon
folytatodik a csoportmivelet értelmében. Ezt az elvet alkalmazzuk Gsztondsen,
amikor pl. egy testet forgatunk valamilyen rogzitett n tengelye koril.

Figyeljiink ra, hogy a ,, paraméter” terminust két egészen kiillénbo6zd érte-
lemben hasznéljuk, amelyeket nem szabad Osszekeverni: Egyrészt a Lie-csoport
elemeit n valos paraméter jellemzi, amelyek a csoportelem koordinatai a paramé-
tertérben. Mésrészt a paramétertérben a gorbéket egy paraméter fiiggvényében
adjuk meg.

A (16.4)-t az alabbi lépésekben alakithatjuk at differencidlegyenletteé:

[5fi (y; =(t))

fi (adt;z(t)) = fi (0;2(t)) + m } “ay - dt,
J y=0

—_——
Ii(t)

dx; Ofi (y;
dfl.t = Oéj . |: fa(yyj x):|y:0 = Oéiji(IC). (165)

Ez az egyenlet definidlja a P;j(x) fliggvényt, amely az alabbiakban fontos sze-
repet jatszik.
Az utolso egyenlet baloldala vektor, tehat a jobboldal is vektor. Az

Ailw) = a - Pyi() (16.6)

struktirajia vektormezGt nevezziik invaridns vektormezdnek.
Belatjuk, hogy
Az(e) = ;.

Valoban, az f; kell6 simasaga kovetkeztében

Pji(e) = [Wia(yy;o)h_o = (gz;)y_o =3y (16.7)

Az invarians vektormezg@ket tehat meghatdrozza az e-ben felvett értékiik. Min-
den e-beli vektor definiél egy invaridns vektormezét.
Az, invarians” jelz6 magyarazata: Egy vektormezd transzforméacios torvénye

/
ox;,

- ij

Aj(a")

Aj(x), z, = Fi(x1,...25). (16.8)

Az A vektormezs akkor invaridns az F' transzformacioval szemben, ha

Al(x") = Ay("). (16.9)
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Allitas: A (16.6) vektormezd invarians a paramétertér
z; = fi(z;b) (16.10)
transzformacioval szemben minden b csoportelemre. A (16.8) és (16.9) alapjan
ez azt jelenti, hogy
O fi(x;b)

Ay() - 2B (). (16.11)
Ly
Bizonyitas el6tt a (16.2) méatrixcsoport példajan illusztraljuk a tétel jelenté-
sét. Ebben a példaban n = 2 és

filyso) =y +a,  folysz) = € a + . (16.12)
Py(z) = {afgi; x)L_e - (é ”312> . (16.13)
A keét linearisan fliggetlen invarians vektormezs legyen A(z) és B(z), és az
Sket definialé infinitezimalis vektorok legyenek
Ale) =a=(1,0), B(e) =5 =(0,1).
Akkor (16.6) szerint
A(z) = (1,22), B(z) = (0,1). (16.14)

A bizonyitand6 tétel szerint ezek a vektormezdk minden by, by € R vélasztasnal
invariansak az
) =1 + by, xh = e"by + 1o

transzformacidval szemben.

A példaban
dz;, (1 0
a.%'j o e™by 1)’
ezért
o oz
A2y =22 A LA =1-140-25=1
I(CL') Bz, 1($>+ s 2(.’)3) +0- 2o ,
ozt Ozt -
Ay(a') = axjAl(xH aszz(x) =e%by 141 29 =),
tehat valoban
A'(2") = (1,2%) = A(2)).
Ugyanigy
oz o)
sy I bl § —1. 1=
Bi(z") = 6xlBl(x)+8x2B2(x) 1-0+0-1=0,
oz, oz’
oI\ 2 2 — pT1}, . .1 =
B2(I ) = 8951B1(x) + ax2B2(l’) =€ bQ 0+1-1 1,
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B'(z') = (0,1) = B(z').
Az igazolashoz belatjuk a kovetkezd lemmdt:

fi(b;c)

16.1
ab, (16.15)

Pji (f(b;¢)) = Pju(b)

Az asszocivitasbol indulunk ki:

fi (f(a;b);¢) = fi(a; f(b;c)). (16.16)
Tekintsiik a-t infinitezimalisnak:

0fj(a;b)

fi(a;0) = fi(e;d) + a; { da, ]a_e =b; +a; - P;;(b).

Ennek alapjan

8fi (b, C)
ob;

(16.16) baloldala = f; (b+ aP(b);c) = fi(b;c) + a; Pj;

dfila; f(bic))

(16.16) jobboldala = f; (e; f(b; c)) + a; [ 90

} = fi(byc) +a; Pj; [f)a;c].
Az a; koefficienseit egyenlitve kapjuk a (16.15) lemmat, amelybdl egyenesen
kovetkezik (16.6) invarianciaja a paramétertér (16.10) transzformacioival szem-
ben:

dfi(;b) dfi(x;b)

A (f(; b)) =P (f(x; b)) = OélPlj(@aTj = AJ(x)T%

D) Az invarians vektormezok Lie-algebraja.

Allitas: Az invarians vektormezsk Lie-algebrat alkotnak a Lie-zarojelre néz-
ve.

A (16.14) vektormezdk esetében példaul ez azt jelenti, hogy (A, B) = uA +
vB konstans u, v-vel. Ez teljesiil is, mert

(A,B):(B-V)A—(A-V)B:(B-V)A:STA:B.
2
Az altalanos esetben
Ai(z) = awPri(z),  Bj(z) = BiPy(x).
B B ‘6Ai B B OPy; B B
Ci(z) = (A,B); = B, oz, (A< B) =iy oz, (A+ B) =

(16.17)

= <Pl] oz, Py Dz, arf.



16. Lie-csoportok. 87

Belatjuk, hogy C invarians vektormezd, azaz

Ci (f(a;y) = Cj(m)w-

A (16.17), majd a (16.15), végiil megint a (16.17) alapjan

it = dronrty (o) [ 2] e =
7 dz=f(2w)
— (o) "I 0 1.5) = (o) [P0 0]~ (o ) =
(- 2 £ (-
= P (e) D OIED) gy ) i) T 45 ) =
= (ﬁlakPls(x) (‘3]23;(33) — (o« B)) afia(j; Y = Cr(x) afgj; y) qu.e.d.

Hogyan lehet kifejezni a C = (A, B) vektormez6 v infinitezimalis vektorat
az A és a B «, [ infinitezimaélis vektorain keresztiil?
A (16.17) alapjan

= (i [ 2]_ vt

De a (16.7) szerint

Pje) =di;,  Prj(e) = di;-

Tovabbé,
OPi(x)]  _ [P filys) OPi(x)]  _ [*fily;)
ox; |, Ay, e ox; |,._, Ay0z; w?y?()'
Mindezekbdsl
Vi = Ci k1B, (16.18)
ahol
_ (P fi(yix) O fily; @)
Ci,kl—¢i,lk—< Dyrdzi | Ouorr )ry_e (16.19)

a struktiradllandok. A (16.18) jobboldalan allo kifejezés az « és a f infini-
teziméalis vektorok Lie-szorzata (pontosabban a Lie-szorzat i-ik komponense).
Az A és a B invaridns vektormezdk Lie-zardjelének infinitezimaélis vektora te-
hat a két mezd infiniteziméalis vektorainak Lie-szorzataval egyenls. Mivel (1)
az invarians vektormez6k Lie-algebrat alkotnak a Lie-zardjelre vonatkozbdan és
(2) egy-egy értelmid kapcsolatban vannak az infinitezimalis vektorokkal, ezért az
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utobbi vektorok is Lie-algebrat alkotnak a Lie-szorzatra nézve. Ennek kovetkez-
tében a Lie-szorzat kielégiti a Jacobi-azonossagot, amely a kivetkezd feltételt
réja a struktiradllandodkra:

ClLijCrik + CljkCrii + CLkiCri; = 0. (16.20)

A strukturaallandokat a csoportstruktira egyértelmtien meghatarozza (a
paramétertér-beli koordinata-transzformacio erejéig). Es megforditva: a struk-
taradllandok ismeretében a csoport lokalis szerkezete rekonstrualhatoé (nem bi-
zonyitjuk).

E) Matrixcsoportok, csoportalgebra.

Az infinitezimalis vektor fogalmat a (16.5), vagyis a

dr:
% = a; Py(x) (16.21)
egyenletbdl kiindulva értelmeztiik. Az egyenlet megoldasai gorbék a paramé-
tertéren. Vegyiik azt a megoldast, amely ¢ = 0-ban paramétertér origéjan egy

keresztiil: 2;(0) = 0. Akkor (16.7) kévetkeztében

o — da;l
o\at ),

Az infinitezimalis vektorok tehat az invarians folyamok azon aramvonalainak
érintGvektorai a paramétertér origdjaban, amelyek ezen a ponton haladnak at.

Vegyiink most egy matrixcsoportot, amelynek elemei a paramétertér pontjai-
hoz rendelt M (x1,...x,) = M(z) (kx k)-s matrixok. A csoportszorzas szabalya
legyen azonos a matrixszorzassal, de ugy, hogy az alapul vett Lie-csoport f(z,y)
szorzéasi miiveletét reprezentdlja:

Mij (f(y; ) = Mig(y) - Mg;(x) (16.22)

és a g-ra természetesen Osszegzés értendd 1-t6l k-ig.

Az A. pontban targyalt 2 X 2-es méatrixcsoport ilyen: A paramétertér-beli
(16.1) képleteket tekintjiik elsédlegesnek, a (16.2) matrixokat pedig annak a
méatrixcsoportnak, amelyben a (16.1) csoportszorzast a matrixok Osszeszorzésa
reprezentalja. A (16.22)-bol kovetkezik (és a példa mutatja is), hogy a csoport
e eleméhez, amelyhez a paramétertérben az origé6 tartozik, az I egységmatrixot
kell hozzéarendelniink.

Egyaltalan nem nyilvanvald, hogy egy tetszéleges Lie-csoport reprezental-
haté matrixokkal. Bebizonyithatoé azonban, hogy lokdlisan minden Lie-csoport
equivalens valamilyen matrixcsoporttal (Ado tétele), ezért a matrixreprezenté-
ciok felhasznalasaval kaphato tételek a Lie-csoportokra altalaban is érvényesek.

A matrixreprezentacio rogziti azt a bdzist amelyben az infinitezimélis vekto-
rok komponensei az «; szdmok.
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A paramétertér fentebb targyalt x;(¢) dramvonalain a méatrixelemek is t-
fliggsk, ezért

dM;; _ ([ dM; dep ) _ (M (16.23)
dt =0 dxy, =0 dt =0 dxy, =0 ' '

Itt célszeri a L ey
(k) — (2 (k) _ (224 16.24
< <d1'k>w—o’ é” ( dzxy )gg—o ( ' )

maéatrixokat bdziselemeknek tekinteni az infinitezimalis vektorok terében, amely-
ben az « infiniteziméalis vektor az

dM
= (22 = (*) 16.2
a (dt )t_o o€ (16.25)

mdtrizszal azonosithaté. A 2 x 2-s példankban

O _(t o0
T o, \0 1) _, \0 0)°

§(2)_i 611 xro _ O 1
“or \0 1), \0 o

Fontos: A £®) matrixok (4ltalaban) nem csoportelemek, ahogy ebben a példa-
ban sem azok.

A fizikai alkalmazasok szempontjabol alapvetd fontossagu a kovetkezd tétel:
A ¢; j; struktaraallandok a

€8, 0] = ¢; g™ (16.26)

relaciobol olvashatok le, ahol [,] mdtrizkommutdtort jelol.
A 2 x 2-es példankban

[5(1)5(2)]:10 01_01 10201_0025(2)
’ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 ’
tehat

c1,12 =0, c212 = 1.

Ennek az eredménynek a helyességét (16.19) és (16.12) alapjan ellendrizhetjiik
is.

A (16.18) és (16.26) kovetkeztében a C = (A, B) Lie-zarojel infinitezimalis
vektora a kovetkezs formaban is felirhato:

v =7ED = ¢; e BigD = arBE®, V] = [a, ], (16.27)

vagyis mdtrizcsoportokndl a Lie-szorzat a mdtrizkommutdtorral egyenld. Mi-
vel a méatrixkommutéator bilineéris, antiszimmetrikus és eleget tesz a Jacobi-
identitasnak, ezért — mint varhatd, — a matrixabrazolas infinitezimalis vekto-
rai Lie-algebrat alkotnak matrixkommutéatorra nézve. Ennek a Lie-algebranak
a neve csoportalgebra.



90 16. Lie-csoportok.

A (16.26) képlet helyességét azonban még be kell bizonyitani.
Derivaljuk (16.22)-t parcialisan yi, majd z; szerint:

OM;; (= Ofs(y; x OM;q(y
)] Gl M)y
s Jde=f(ym) Yk Yk
|:82sz(2):| . afr(y;x) afs(:lhm) + |:8M1J(Z):| . 62f5(y;$) _ aqu(y) anj(CL')
0250z, o= f (i) ox; Yk 0z, o= f i) Oy 0x; Y oy

Mindkét oldalt antiszimmetritaljuk k,[-ben. A baloldal els6 tagja nem ad jaru-
lékot, mert szimmetrikus, ezért

{8%]‘(2)} .<32fs(y;x) _ 32fs(y;w)> _ OMig(y) OMy;(x) _ OMig(y) OM,y;(x)
0zs | pyy \ OOy Oy Oy, Y Iy Oy Y

Itt z,y — e hataratmenet utan a (16.19), (16.24) alapjan

65 e =8 6] — &) &) = 1eW.¢V),

ahogy lennie kell.
Technikai megjegyzés: A

k_ (OM
6 B (axk)x—o

relacioban a jobboldalon az xj kivételével a tobbi x; a derivalas el6tt zérussa
tehet. Definialjuk tehat az M *)(t) matrixot igy:

MP(t) = M()|

rr=t, a tobbi z;=0 *

& = <dM(k)(t)>t_0. (16.28)

Ezzel a definicioval
dt

Példa: Az SOs forgascsoport, amelynek jol ismert matrix reprezentacioja
a (3 x 3)-as ortogonalis unimodularis matrixok. Ezeket M helyett R-el szokas
jelolni. Az z,y,z = x1,x9,x3 tengely koriili ¢ szogi elforgatdsok matrixai a
kovetkezdk:

10 0 c 0
RV =10 ¢ —-s|; R®»=[0 1
0 s 0

C —S

o O w

c 0
R®=1s ¢ 0],
0 0 1

amelyekben s = sin ¢, ¢ = cosp. A csoportalgebra (so3)

e — (dR<k>>
de ) ,—o
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béaziselemei a kovetkezok:
0 0 O 0
¢ =1o —-11; =10
01 0 -1

1

o O O
o O O

1 c —
0]; &®=[1 o0
0 0

Ezek a matrixok nem elemei az SO3 csoport matrix reprezentécidjanak.
A béziselemek kommutéatorai — mint kénnyen ellendrizhets, — a kovetkezok:

[5(1)75(2)} —¢®) [52),5(3)} — W) [5(?))75(1)} =¢@. (16.29)

A fiiggetlen nemzérus strukttraédllandok tehat cs 12 = c123 = c231 = 1, vagy
roviden ¢; k1 = €iki-

Ha figyelembe vessziik, hogy az infinitezimalis vektorok Lie-algebrat alkot-
nak a matrixkommutatorra nézve (és termeészetesen azt is, hogy az 1,2, 3 index
azonos az x,y, z indexeléssel), akkor ennek, valamint a (15.7) képletnek a ha-
sonlésaga szembeszokds.

A (15.7) a haromdimenzios euklidészi teret kitolts X, Y, Z vektormezskre
vonatkozik, amelyeknek a folyama szemléltethets egy x, y vagy z tengely koriil
forgd merev test pontjainak a palyajaval. Ez az a paradigmatikus példa, amely-
nek a segitségével megmutatjuk, mit értiink azon a terminuson, hogy forgds.

Ahhoz, hogy a forgas (elforgatas) elvont fogalmdt matematikailag elemezhe-
tévé tegyiik, a forgo test helyett a koordinatarendszerre koncentralunk, amelyhez
képest forog. A test és a koordinatarendszer relativ helyzetének a megvaltozasat
ugyanis felfoghatjuk tgy is, mint a koordinatarendszer forgasat a nyugvo testhez
képest. Ebben a felfogasban a forgast nem a haromdimenzios euklidészi térben
irjuk le, amelynek egy tartomanyéat a merev test kitolti, hanem az elvont pa-
ramétertérben, amelynek pontjai a koordinatarendszer elfordulésat hatarozzak
meg egy kezddShelyzethez képest.

Ennek a fejezetnek a B. pontjaban lattuk, hogy a paramétertér elgondolha-
t6 egy gomb belsejeként. Azok a vektormezsk, amelyekbdl kiindulva a (16.29)
képlethez eljutottunk, a £, a £ és a ) infinitezimalis vektorok altal megha-
tarozott invarians vektormezok ezen a paramétertéren. Ha ezeknek a vektorme-
z6knek a matrixreprezentaciojara alkalmazzuk a (15.4) képletet, ugyanarra az
interpretéaciora kell jutnunk a csoportparaméterek terminusaiban, mint amelyet
a (15.7)-hez fiiztiink a 15. fejezet B. pontjanak végén a geometriai teriinkben
torténs elmozdulasok segitségével.

Az SOs3 Lie-csoport tehat magat a forgas fogalmét fejezi ki matematikai for-
méaban anélkiil, hogy a forgas barmilyen konkrét realizdcidjdhoz tapadna. Ezzel
egyben lehetévé teszi, hogy a forgas fogalmat realizalhassuk a fizikai valosag
olyan tartomanyaiban is, ahol az intuiciénk ebben méar nem lehet a segitségilink-
re. A kvantumelmélet bévelkedik ilyen példakban, de a 18. fejezettdl kezdve
talalkozunk majd a fazistéren térténd kanonikus realizacioval, amely a klasszikus
mechanikaban is demonstralja a szimmetridk csoportelméleti megkozelitésének
a hatékonysagat.

Megjegyezziik még, hogy a részecskefizikiban fontos szerepet jatszo Lie-
szimmetriak tobbnyire egyaltalan nem kothetdk a forgashoz hasonld, mar ele-



92 16. Lie-csoportok.

ve adott szemléletes fogalmakhoz. Az ilyen alkalmazasokban a (15.7) mez6-
nek megfelel szint természetesen hianyzik, a csoportelmélet altal felkinalt Lie-
csoportok koziil kell kivalasztani azt, amelyik a tapasztalattal 6sszeférs elmélet-
hez vezet.

F) Egyparaméteres alcsoportok.
Az egyparaméteres alcsoportok a (16.21), vagyis a

dx;
ditl = Otjpjz' (1‘)
egyenlet olyan x;(t) megoldasai a paramétertérben, amelyekre x;(0) = 0. Ezek
azok a transzformaciok, amelyek a heurisztikus gondolatmenetekben természe-
tes modon jonnek els.

Az x(t) transzforméciok egyparaméteres alcsoportot alkotnak a ¢ additiv
paraméterre nézve:

zi(t+s) = fi (x(t);2(s)), (16.30)

vagy ponttal jelolve a csoportszorzast
x(t+s) = x(t) - z(s).

Ez egyben azt is jelenti, hogy x(t) - x(s) = x(s) - z(t).
A (16.30) tulajdonsag nem csak a trajektoridkon mulik, hanem a paramet-
rdlds mddjdn is. Ha t helyett 0j paramétert vezetiink be a t = x(t’) relacioval,

akkor az

i(t) =z (x())
trajektoriara (16.30) mar nem lesz érvényes ( a t’ paraméter nem additiv), mert
a (16.21) egyenlet nem invarians a t = x(¢') transzforméacioval szemben (kivéve,
ha ¢t = at’ + b konstans a, b-vel).

A (16.30) additivitas viszont kévetkezik (16.21)-b6l, mert konstans s mellett
(16.30) mindkét oldala kielégiti ezt az egyenletet és a két oldal s = 0-nal egyenld
egymassal. Csak azt kell tehat belatni, hogy (16.30) jobboldala is eleget tesz
(16.21)-nek, mert konstans s-nél a baloldalra ez trividlisan igaz.

Legyen tehat f (x(t);x(s)) = b(t) (s rogzitett).

dbi(t) d ., _dx(t) Ofi (x(t);2(s))

Hasznaljuk most ki (16.21)-et, majd a (16.15) lemmaét:
db;(t) Ofi (x(t); z(s))
dt d;(t)

Mint 1atjuk, (16.30) jobboldala valoban kielégiti (16.21)-et.
A 2 x 2-s matrixcsoportos példankban (16.13) szerint a (16.21) egyenlet a
kovetkezs:

= o - Prj (2()) = o Pyi (f (2(t); 2(s))) = ar Py (b(1)) -

d$1 dl’g +
— =« — =0T Q9.
dt 1, dt 142 2
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Ennek az egyenletrendszernek az x;(0) = 0 feltételt kielégits megoldasa

x1(t) = aqt, xo(t) = % (ealt - 1) .
1

A (16.2) szerint az egyparaméteres alcsoportok tehat az

6a1t % (604115 _ 1)
(7 #0)

méatrixok, amelyekre a méatrixszorzas értelmében valoban teljesiil az x(t + s) =

x(t) - 2(s) relacio.
Megmutatjuk, hogy

<O¢1 OéQ)t
X(t) = elor€Vrare® _ [\ 00

Valéban, konnyen ellenérizhets, hogy N > 1-nél

(651 (6] N _ a{V %Q{V
0 0 “\o 0 ’

Ennek alapjan

oot a; 2o 2 (a2 222
e o 0) _(1 0 +i L o +L L a1 L=
0 1 1I\o 0 21\ 0 0

Altalaban is igaz, hogy az egyparaméteres alcsoportok matrixai
M(t) = etei€” (16.31)

alakuak, ahol természetesen M (t) = M (z(t)).
A bizonyitas igy torténik: A (16.30) majd a (16.22) felhasznalasaval

M(t+s) = M (x(t+s)) = M (f(x(t); 2(s)) = M (x(t)) - M (x(s)) = M(t) - M(s)

AM(t +s)  dM(t + s)
dt n ds

Legyen s = 0. Akkor (16.25) alapjan

AM(t) dM (s)
o M=

= M(t) - ;6.
s=0



94 17. A fontosabb dinamikai Lie-csoportok.

Ennek az egyenletnek az M (0) = I kezddfeltételhez tartozo megoldasa valoban
(16.31)

Forgascsoportnal példaul ezek a matrixok az a = (a1, ag, a3) komponensi
vektor iranya koriili t-szogd elforgatasok (ha a t paramétert radianban mérjiik,
akkor az |a| = 1 feltétel rogziti o hosszat).

G) Osszefoglalas.

1. Lie-csoport = n-dimenzids sokasag (paramétertér) csopormiivelettel.

2. A csoportszorzas kivalasztja a fontos (invarians) folyamokat és vektorme-
zGket.

3. Az invarians vektormezdk Lie-algebraja zéart a Lie-zarojelre nézve.

4. Az invarians vektormezoket egyértelmitien meghatarozza a paramétertér
origdjaban felvett értékiik (infinitezimalis vektor).

5. Az invaridns vektormezGk Lie-algebraja indukélja a csoportalgebrat az in-
finitezimalis veztorok terében, amelyben a szorzast (Lie-szorzat) a struk-
taraallandok hatarozzak meg.

6. Méatrixdbrazolasban a csoportalgebra elemei is métrixok és a Lie-szorzat
a matrixkommutator.

7. Matrixabrazolasban az egyparaméteres alcsoportok matrixai a csoportalgebra-
elemek exponencializdlasaval kaphatok meg.

17. A fontosabb dinamikai Lie-csoportok.

A) Az idéeltolas csoportja (7).

T
o = 0 E(esemény)
\ ' )\ T g t
T t
L )
[
t
17.1 abra

Egyetlen csoportparaméter van, a 7, amely ¢ id6t transzformalja a
t—t' =t—r1 (17.1)

szabaly szerint. A paramétertér tehat egydimenziés. A csoport ,, miikodésének”
az illusztaciéja a 17.1 dbran azon a nagyon nemtrividlis intuiciénkon alapul,
hogy az idébeli eltolas a térbeli eltolas mintajara képzelhets el.



17. A fontosabb dinamikai Lie-csoportok. 95

A csoportszorzas f(11;72) = 71 + 2., amely azt fejezi ki, hogy egymas utan
végezziik el a 71, majd 1o iddbeli eltoldst (vagy roviden iddeltoldst). Ez a mivelet
nyilvin kommutativ, mindegy, milyen sorrendben végezziik el Gket.

A matrixdbrazolas
1 —7
T —> <0 1 > , (17.2)

b )6 T)=6 )

Magat a (17.1) transzforméaciot abrazolhatjuk a (17.2) méatrix hatasaként a

kévetkezs modon:
<é 1T> G) - <t17> - G) (17.3)

Az egyetlen t paramétertdl fliggd oszlopvektort, amelyre a transzformécié mat-
rixa hat, azért vagyunk kénytelenek két komponenssel leirni, mert a transzfor-
méaci6 inhomogén: Mivel a csoportszorzds valojaban Gsszeadas, a nulla értéket
nem hagyja meg nulldnak.

A Lie-algebra egydimenzids, a bazisvektor

=il 69 a8

Ennek a csoportnak a targyalésat furcsa moédon a csoport rendkiviili egysze-
rlisége teszi nehézen érthetévé. Mégis ezzel kellett kezdeniink, mert a dinamika
lényege az idgbeli fejlédés, ennek csoportelméleti hattere a T csoport, amellyel
altalaban egy nagyobb csoport alcsoportjaként taldlkozunk.

mert ekkor

B) A dinamikai forgéscsoport?! (SO, (3)).

Az SOj3 forgascsoportrol az el6z6 fejezet E. pontjanak a végén volt szo. A
SO, (3) a forgascsoport idgbeli eltolassal kiegészitve. A centralis erétérben vagy
a mégneses monopodlus koriil torténé mozgés, a porgettyl szabad precesszidja
rendelkeznek ezzel a tipusu szimmetriaval.

Az S0, (3) paramétertere négydimenzios: Egy paraméter jellemzi az idGel-

A

sziikségiink, az origo koriili elforgatast leird 3 x 3-as R matrixban szerepel:

t—t'=t—r1
(17.5)
T; — l‘; = Ri]‘l‘j

Az elforgatast leggyakrabban az «, 3, v Euler-szogekkel szokas megadni, ame-
lyeket majd kicsit késébb, a 19. fejezet C. pontjaban definidlunk. Az R mat-
rix ezektdl fligg. A csoportszorzast meghatarozo f;(aq, 1,715 a2, B2,7v2) (i =

21Nem altalanosan hasznalt fogalom.
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a, B,7) figgvények nagyon bonyolultak, nem is irjuk fel Sket. A struktaraallan-
dokat azonban, amelyekre elsGsorban sziikségiink lesz, az el6z6 fejezet eredmé-
nyeit felhasznalva méatrixreprezentacioban enélkiil is kiszamithatjuk.

A csoport a kovetkezé tipust matrixokkal reprezentalhato:

1]0 O OI*T

0] "o

ol R 1o [, (17.6)
| |

_0_1____1_9_

010 0 0l1

110 0 0|—-m 110 0 07 110 0 0j—(m +m)
0] 1o 0l 1o 0l T 0

0} R, }0 0[ R [0 = 0[ Ry R } 0

I | I I I I
SO S A U B L S L o 1.9
0lo 0 01 00 0 0! 1 olo 0 ol 1

A (17.6)-bol lathato, hogy amikor R az I egységmaétrix, akkor ezek a matrixok
a T alcsoportot, amikor pedig 7 = 0, akkor az SOj3 forgas alcsoportot reprezen-
taljak.

A (17.5) csoporttranszforméciot a (17.6) hatasaként most igy adhatjuk meg:

110 0 01—7\ [t t—7
0] 70 T Ryiz;
_0_{____1'_9_ 3 Ra;x;
0lo oot ) \1 1

A Lie-algebrara torténd attéréshez jeloljiik a (17.6) matrixot M-mel, az i-ik
tengely koriili forgatasokhoz tartozokat pedig M ()-vel?2. Akkor a Lie-algebra
béziselemei a kvetkezok?3:

oM , oM oM@
o— (MY <z>_() _< ) i=1,2,3).
<8T>0 < ¢/, o /g ( :

221.d. az el6z6 fejezet E. pontjaban a ,, Technikai megjegyzést” .
23Korabban minden Lie-algebra baziselemet £(%)-vel jelsltiink. A tovabbiakban azonban ezt
a jelolést a térbeli forgatasokhoz tartozo baziselemek szamara tartjuk fenn.
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A baziselemek matrixabrazolasai ezek szerint

010 0 0}—1
010 00]0
9=|o0jooo0jo [;
I |
0,000,0.
0lo0o0lo0
0100 00 010 000 0100 0j0
0]00 010 010 010 010 =100
¢W=1oloo-1o|; P=]olooolo|; P=[ol1 0 0]0
| | I I
_0_19_1__0_I_0_ _0_1_1__0_0_I_O_ —_d l—-
0lo 0 010 00 000 0lo 0 0lo
A csoportstruktirat meghatarozo Lie-szorzatok (matrixkommutéatorok)
[gmﬁm} p— Ll (17.8)
[9,50‘)} —0. (17.9)

Az eddigi két példan lathatd, hogy a csoportmiiveletet annak alapjan adjuk
meg, hogy a téridd pontjainak miféle transzformacioit akarjuk vizsgalni. Ehhez
kellenek a téridé-pontok ¢, x1, z9, x3 koordinatai. Ezek azonban nem csoportpa-
raméterek. A csoportparaméterekkel a (¢, 1, xq,x3)-ra hatod transzformdcidkat
jellemezziik (indexeljiik).

C) A Galilei-csoport(G).

A Galilei-csoport az inerciarendszerekhez rogzitett Descartes-koordindtarend-
szerek kozotti attérést irja le nemrelativisztikus esetben (v < ¢):

t—t' =t—71
X—)XQ:RX—Vt—&—a.

A csoport paramétertere tiz dimenzids: a 7, az R-et meghatarozoé harom Euler-
sz0g, a K’ mozgd koordinatarendszer KC-hoz viszonyitott v sebességének harom
komponense, valamint a K’ origdjanak helyzetét meghatarozé a helyzetvektor
komponensei.

A csoporttranszforméciot a (17.7) mintajara adjuk meg:

1700 0,-7\ [t t—7
—ol o | [ m Ryiw; 4+ ay — vt
—vgl R } as To | = | Rojx; +ag —vot | . (17.10)
_*_1)3_=_____}_23_ x3 Rs;x; + ag — vst

0olooolr /) \1 1
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A B. targyalasi sorrendjét megforditva megallapithatuk, hogy az itt szerepld
5 x 5-6s M matrix a G matrixreprezentacidja, a csoportmiivelet két ilyen matrix
szorzatabol olvashato le.

A Lie-algebra béziselemei a kévetkezok??:

0= (W> (id&eltolas)
or ),

- oM
0 = ( ) (elforgatas)
agoi 0

(17.11)

, oM
n® = < 3 ) (térbeli eltolas, vagy transzlacio)
a; 0

k@ = <8M) (buszt)
5'1% 0

Ha kiszamitjuk ezeket a méatrixokat, felirhatjuk a csoportstruktirat meghataro-
z6 Lie-szorzatokat:

[f(i)f(j): = ;€™ (17.12)
:H@),n(ﬂ’): =0 (17.13)
:5@)7,43‘): = eir®) (17.14)
:n“),n(j): =0 (17.15)
[n(i’,G: =0 (17.16)
[5“),9: =0 (17.17)
[m(i),n(j): ~0 (17.18)
[§<i>7n<j>: = ;™ (17.19)
[M,ei = (17.20)

D) A Poincaré-csoport(P).

A Poincaré-csoport a Galilei-csoport relativisztikus altalanositasa (v < ¢). A
transzformécios torvény szarmaztatasdnak alapja a fénysebesség allandosagéanak

24 A buszt (a boost magyaritisa) mozgd vonatkoztatéasi rendszerre torténd attérést jelent.
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az elve: Ha E(t,x), E(f,%) két esemény, amelyeket fényjel kot Gssze, akkor (az
x;-k Descartes-koordinatak) a

At —1)?% — (11 — 31)% — (w2 — T2)? — (x3 — 73)2 =0 (17.21)

egyenlGség minden inerciarendszerben érvényes.

Ebbdl a posztulatumbol levezethetd, hogy pl. 1-irdnyu busztnal és tetszéle-
ges id@beli és térbeli eltolasnal

’ 1 (%]
T —>Typ = —F———(To— —7>1) —ao
1—v?/c? ¢
1

U1
—_— (xl - —xo) +ay
A1 —v%/c? ¢

Ty — xh + as

T, — ) =

/
r3 — T3+ as,

ahol?® zg = ct, ag = cr. A P paramétertere a G-éhez hasonléan tiz dimenzios.
A matrixabrazolas (17.10) altalanositasa:

Ago Aor Aoz A03:—a0 Zo )
Ay Aux Arp Aig) T )
Az Aoy Ao Ags| as Ty | = |25 |, (17.22)
Ao Mgt Az Agg) as | |os |
000 o o011 J\1 1

ahol A a (17.21) kovetelménynek megfelelen nem ortogonélis, hanem pszeudo-
ortogondlis matrix:

Amikor v = 0, akkor

1,0 00
SIS
A=| O
0ol R
0'

25 A relativitaselméletben a 7 a sajatids standard jele. Itt most nem sajatidst, hanem idSbeli
eltolast jelol.
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Tiszta busztnal A a Lorentz-transzformécié matrixa. Amikor a buszt x; iranyq,
akkor

L — i 0 0
\/1—1112/(:2 \/1—1}12/62
—__uje L 00
A Vi—v?/ J1-v2/
B 0 0 10
0 0 0 1
0
']
70
y tana = —
!
x’
/
&
4 v
II P s
; T
xo ’I e E ”"
7 e / =
x’ I’_,r’/’ ,f/ ’4’
r / e
L 7_01,., /,’,"
L |2 o o-r o
II LA £
v -~ i
1, *1 '

17.2 abra

Az 1-iranyd buszthoz tartozd Lorentz-transzformaciot a 17.2 abran felvazolt
Minkowski-diagram szemlélteti. A diagrammon az E esemény 0. és 1. koor-
dinataja lathato a K és a K’ koordinatarendszerben. A vesszds és a vesszétlen
tengelyek 1 koordinataji pontja a tengelyek és az 3 — 27 = 41 hiperboldk
metszéspontjaban van.
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0
v
/
7
!
/!
/ E E
Xo(E)= xo(E) i — —* v
A B Pl
b .l
xo| e e
’ e A
£ e "
-7 -
7 %0(E) =
’ e
’ e
r_ -
V. - 1
17.3 abra

A specialis relativitaselmélet alapja az egyidejiiség viszonylagossaganak fel-
ismerése. A 17.3 dbra mutatja, hogy az E és a E esemény K-ban egyidejt,
K’-ben azonban E el6bb torténik, mint E.

A Lie-algebra tiz dimenzids, baziselemeit most is a (17.11) képletek alapjan
szamithatjuk ki, ha M-en a (17.22) képletben szerepls 5 x 5-0s méatrixot értjik.
Ennek a maéatrixnak csak specialis eseteit irtuk fel explicite, de a béziselemek
kiszamitasdnal természetesen az altalanos képletet hasznaljuk. A béziselemek
geometriai jelentése azonban a Galilei- és a Poincaré-csoportban ugyanaz.

A nem bonyolult szamitas azt mutatja, hogy a forgatasokhoz és a transzla-
ciokhoz rendelt baziselemek a P-ben ugyanazok, mint a G-ben:

(@) (@)

fg) = géi)’ np” =g -

A 6-k is megegyeznek egymaéssal, ha a P-ben nem 7-t, hanem ag-t tekintjiik
idGeltolasi paraméternek. Ennek az az oka, hogy id6koordinatanak P-ben nem
t-t hanem ct-t tekintjiik:

o (OMp\ _ (OMg) _,
7=\ Oaq o \or J, g

A k()-k métrixai azonban megvaltoznak, a Poincaré-csoportban a kivetkezok:

0 -1 0 0 O 0 0 -1 0 O 0 0
-1 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
k=10 0 0 0 O ke=|—-1 0 0 0 O k3= 0 O
0 0 0 00 0 0 0 00 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

OO O OO

o o oo

o O o oo
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A «D-t nem tartalmazé kommutéatorok ugyanazok, mint G-ben, de a x®-t tar-
talmazok k6zott is vannak véltozatlanok. Csak a (17.13) és a (17.18) modosul:

[,im’,i(j)] = —eypt® (17.23)

[H(“,n(ﬂ} = 05,5 (17.24)

A G-ben a jobboldalon mindkét esetben nulla all.

A (17.23) azt fejezi ki, hogy ha elvégziink egy z; és utdna egy xo irdanyid
busztot valamilyen sebességgel, majd pedig forditott sorrendben végezziik el
Gket, akkor nem ugyanarra a koordinatarendszerre jutunk vissza, hanem olyan-
ra, amelyik elfordult az x3 irany koriil. Ez a gyokere a Thomas-precesszioként
ismert relativisztikus jelenségnek. A (17.24) pedig azt mutatja, hogy a relati-
visztikus fizikdban idébeli eltolast busztok és térbeli eltolasok kombinéciojabol
is kaphatunk. Azonban nem tudok megjellni olyan relativisztikus jelenséget,
amely ennek a képletnek a kovetkezménye, mert nem tudom, hogyan lehet a
térbeli eltolast kisérletben realizalni.

18. Lie-csoportok kanonikus realizacidja.

A) Definicio.

Tekintslink egy dinamikai rendszert, amelyet a ¢1,...q,,p1, ... pr kanonikus
valtozokkal tudunk leirni, valamint egy Lie-csoportot. A csoport paraméterte-
rében a koordinaték legyenek x4, ...z, = z.

Azt mondjuk, hogy a csoport hat a dinamikai rendszeren (vagy a fazistéren),
ha minden x-hez adott a

4 = Fi(e,pi@),  p;=Gilg,p;2) (18.1)
transzformécié mégpedig miivelettarté6 modon:
Fi (F(q,p;9), G(g: p;y); @) = Fi(q,p; @ - y) }
Gi (F(q,p;v), Gla,py);2) = Gilg, py - y),

ahol z -y = f(x;y) a csoportszorzas, és
Fi(q,p;0) =ai,  Gi(q,p;0) = pi.

Ha tovabba a ¢, p’ sorozat minden szempontbol egyenértéki a g, p faziskoordina-
takkal, akkor mondjuk azt, hogy (18.1) (vagy a szébanforg6 dinamikai rendszer)
kanonikusan realizdlja a csoportot.

A | kanonikus” jelz6 magyarazata az, hogy a vesszGs és a vesszétlen valtozok
egyenértékiiségéhez bizonyara sziikséges (bar esetleg nem elegendd) az, hogy
(18.1) kanonikus transzformdcs legyen. Ellenkezd esetben ugyanis a mozgas-
egyenletek a vesszd@s valtozokban mar nem lennének Hamilton-egyenlet alaktak,
és ez elrontané a két leiras ekvivalenciajat.

(18.2)
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Roviden: A (18.1) kanonikus transzformacio sereget a Lie-csoport kanonikus
realizaciojanak nevezziik, ha teljesiil a (18.2) kompozicios térvény. A fizikai al-
kalmazasokban tobbnyire a Lie-csoport matrixreprezentaciojat hasznaljuk, ezért
szerepel ez az elem is a 18.1 &bran.

k X k-s matrixok

29;. J
. csoportja
>
()
-,
%
%

Absztrakt Lie-

Kanonikus realizalas
csoport

K Kanonikustranszformaciok
o g

& csoportja

S

18.1 abra

Amikor a Lie-csoport tartalmaz idGeltolast, akkor a kanonikus realizalés is-
merete tartalmazza a dinamika ismeretét. Ha ugyanis z-ként idGeltolashoz tar-
tozd paramétert valasztunk — a példainkban ez x = (7,0, ...0) alaka —, akkor
(18.1) egyszertien a mozgasegyenlet megoldésa, amelyben 7 jatssza a ¢ id§ sze-
repét.

Ebben az esetben ugyanis ezek az egyenletek azt mondjak meg, hogy ha egy
q1,---qnsD1, - - - Pn koordinataju rendszert milyen ¢f,...q,,p},...p, koordina-
takkal latunk viszont az x paraméterd transzformécio elvégzése utan. Ekozben
a rendszert idGtlennek, befagyottnak kell elképzelni, amelyben minden valto-
zés latszolagos, mert csupan a szemlél§ nézépontjanak a megvaltozasat tikrozi.
Ha a szemléld 7-val kés6bbre helyezi magat az id6ben, akkor természetesen egy
megvaltozott rendszert 1at.

A kanonikus realizalas tehat a dinamika dltaldnositdsdnak tekinthetd.

B) Redukalas a csoportalgebra leképezésére.

A csoport kanonikus realizélasa helyettesithet6 a csoportalgebra leképezé-
sével (abrazolasaval) a dinamikai mennyiségek Lie-algebrajara (11. fejezet B.
pont). Mivel az algebrak linearis struktirak, ezért elegend6 véges szami bazis-
elem realizdlasa. Ez az a lehetGség, amely utdlag igazolja matematikai konst-
rukcidinkat a vektormezsk bevezetésétsl kezdGdéleg.

Az allitas pontos megfogalmazasa: Egy Lie-csoport kanonikus realizalasahoz
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a csoportalgebra £() baziselemeit kell leképezni a dinamikai mennyiségek Lie-
algebrajara miivelettarté6 modon:

£0 — wo, (W(i) = W“)(q,p)) :

[5@)’50)} = i€ {Wu)’ W(j)} = i W® 4 ey, (18.3)
ahol ¢;; semleges elem. Ennek a kévetelménynek az értelmét az vilagitja meg,
hogy a csoportstruktira a paramétertér folyamainak kommutéatoraiban (15. fe-
jezet B. pont) illetve ezek infinitezimalis alakjaban van kodolva. A (15.4) képlet
a csoportalgebrara (16. fejezet E. pont) alkalmazva a kévetkezs:

etg(l)esg(ﬂ)eftg(l)6755(7) =1+ [ﬁ(i),f(j)} ts+o (t%s,ts?). (18.4)

A W{(q,p) altal generalt ¢=SW kanonikus transzformacio

e Wy =u+t *1—;9 {u, W} + (’;) {u, WHW}+ ... (18.5)

képlete és a Jacobi-identitas alapjan pedig kénnyen megkaphatd az
i G i ) 4 ,
eftW( )e,sW J)etW( )esW(J —u+ {u {Wm’ W(J)}} +o (25,157 (18.6)

képlet is.

o tg(i) . _tw@ .
zért ha az e csoporttranszforméacionak az e kanonikus transz-
formaciot feleltetjiikk meg és (18.3)-t elsirjuk, akkor a W()-k generalt kano-
nikus transzforméaciok helyesen fogjak tiikrozni a csoportstruktirat (ha még
elhissziik Lie tételét a csoportszerkezet lokalis rekonstrukcidjarol a strukturaal-
landok alapjan).

A (18.6)-bol lathato, miért jelenhet meg semleges elem a (18.3) jobboldalan:
A W és a (W 4+ semleges elem) ugyanazt a kanonikus transzformaciot generalja.

C) Kociklusok.

A ¢;; semleges elemek az el6z6 pontban mar felirt
{W(z), W(J)} = Ck,ijW(k) + ¢ij (187)

definiciojuk, valamint a Poisson-zéaréjel tulajdonsiagainak kdévetkeztében auto-
matikusan eleget tesznek bizonyos feltételeknek. A Poisson-zarojel antiszim-
metridja és a cj ;; = —ci, ji kovetkeztében

Cij = —Cjj-

Mivel tovabbé a Poisson-zarojelek eleget tesznek a Jacobi-identitasnak, a struk-
taradllandok pedig a (16.20) feltételeknek, ezért a semleges elemek kielégitik
a

cLijCik + ¢ jrcli + ¢ pic; =0
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relacidkat is.
A c¢;;-k segitségével a csoportalgebran képezhetiink

C(aaﬂ) = 76(6; a) = Cijaiﬂj

tipust bilineéris fiiggvényeket, amelyek eleget tesznek a

c([a, B],7) +c([v,af, B) +c([B,7],a) =0

feltételeknek is. Az ilyen tipusiu bilineéris Lie-algebra fiiggvényeket hivjak ko-
ciklusnak (pontosabban 2-kociklusnak).
Ha (18.7)-ben a W*)_kat atdefinialjuk igy:

Wk Wk =) e,
ahol c¢; semleges elem, akkor
{W<z‘>7 W(j)} = cri;W® 4+,
ahol
Cij = Cij + Ck,ijCk-

A ¢(a, B) szintén kociklus, amelyet az eredetivel kohomoldgnak neveziink.

A kohomolog kociklusokat ekvivalensnek tekintjiik, mert a generatorok tri-
vialis megvaltoztatasaval atalakithatok egymésba. Az egymassal kohomolog
kociklusok koziil azt érdemes valasztani, amelyben a legtobb c;; nulla.

Bizonyos csoportoknal minden kociklus a zérus kociklussal kohomolog. Ez a
helyzet SO, (3)-nal, SO(3)-nal és P-nél (de a G-nél nem).

Bizonyitas SO(3)-ra: Itt ¢; jr = €5k, tehat

Cij = Cij + €kijCr (i,5,k =1,2,3).
Legyen ¢; = —ca3, cg = —c31, ¢3 = —c12. Akkor

Co3 = C23 + €123Ck = Co3 + €123C1 = C23 — C23 = 0,  stb.

19. Az SO,(3) kanonikus realizacioi.

A) A W generatorok megvalasztasa.

Az SO, (3) csoport (17. fejezet B. pont) kanonikus realizacitja azokat a
kovetelményeket fejezi ki, amelyeket a tér izotropidja ré a dinamikai rendsze-
rekre. Lattuk, hogy a csoportnak négy generatora van, harom a forgatast, egy
az idébeli eltolast fejezi ki. A 6. fejezet eredményeit figyelembe véve ezek-
nek a transzformacioknak kanonikus realizécidja az impulzusmomentum és a
Hamilton-fiiggvény (az energia)

D —J,  0—H,
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amelyeknek (17.8) és (17.9), valamint (18.3) szerint ki kell elégitenitik a
{Ji, Jj} = €ijudr + cijs {H,J;} = a;

Poisson-zérojel relaciokat valamilyen c;;, a; semleges elemekkel. Az el6z6 fejezet
végén lattuk, hogy a J;-k mindig valaszthatok ugy, hogy a c;;-k legyenek nullak.
A

i it Hy + {{H, I}, Jiy + {45, HY, Jiy = 0

Jacobi-identitasbol pedig, amelyet a Poisson-zarojel automatikusan kielégit,
€ijkQr = 0, — Qi = 0.

A generatorok két osztalyat szokas megkiilonboztetni. A geometriai generd-
torok azok, amelyek a t id6t valtozatlanul hagyjak, és a koordinatak transzfor-
méacios torvénye alapjan lehet Sket megtalalni. Az SO, (3)-ban ezek a J;-k. A
dinamikai generdtorok a vizsgalt (reprezentélt) rendszer id6beli valtozasat irjak
le. Az SO, (3)-ban ez a H Hamilton-fiiggvény, de altalaban (pl. a P-ben) t&bb
dinamikai generétor is van.

A geometriai generatorok azonosak a Noether-tétel targyalasanal bevezetett
G generatorokkal (6. fejezet). Lattuk, hogy egy

r; —1; +0r; =r; + vi(r1,...rN)da

infinitezimalis transzformécié generatora

N
G= Zvi(rl, .. -I'N)pi~
i=1

Ez a képlet Descartes-koordinatakat tételez fel, de at lehet irni altalanos koor-
dinatakra is: A

g — ¢; +6q; (i=1,...,n)
dq; = vi(qi, ..., qn)da = v;i(q)da.

infinitezimalis transzformécié generatora
n
G=> vi(q)p;. (19.1)
j=1

Ez a G valoban generdlja a szobanforgo transzforméaciot, mert
dq; = {¢;, G} da.

A megfelel§ véges a-ju transzformécié az ¢=%G Kanonikus transzformécioval
egyezik meg. Ha tobb kiilonb6z6 G van, a csoportstruktirat ezek automati-
kusan kielégitik, és a geometriai generatorok kozotti Poisson-zardjel relaciok
automatikusan teljesiilnek.
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Egy adott Lie-csoport kiilonb6z6 fizikai rendszerekre vonatkozé kanonikus
realizaciol természetesen kiilonboznek egymastol. Ezt illusztralando az SO-(3)
két kiillonboz6 realizaciojat vizsgaljuk meg.

B) Realizéacio tomegpontok fazisterén.

A 11. fejezet D. pontjabol tudjuk, hogy Descartes koordinatakban ekkor

N

J= Z[I‘i X Pil,

=1

és ezek a generatorok (11.8) szerint eleget tesznek a sziikséges

{Jo, Js} = €apyJy

Poisson-zardjel relacioknak.

A H dinamikai generator nem adhat6é meg geometriai meggondolasok alap-
jan. A {H,J,} = 0-bol csak annyi kévetkezik, hogy H az r;, p; kanonikus
valtozokbol képezhets skalarok fliggvénye. A standard alak a kiovetkezd:

N
1
H=>Y" Qmipf + ) V(i = 1))
=1

i<j

C) Realizécio izolalt merev test fazisterén.

Az izolalt (,, szabadon lebegs” ) merev testek tomegkozéppontjuk koriili for-
gésat regularis precesszionak (vagy szabad nutacionak) hivjak. A test orienta-
cidjat az «, B, v Euler-szogek segitségével adjuk meg. A harom J; geometriai
generatort annak alapjan kell megtalalni, hogy hogyan valtoznak ezek a szégek
az infinitezimélis forgatasok soran.

Az Euler-szogekkel kapcsolatos jeldlések és definiciok a kovetkezok:

0X,0Y,0Z (=1,2,3) a térben rogzitett tengelyek,

OA,0B,0C (=1,2',3") a testhez rogzitett tengelyek.
Az Euler-szogek definicidja: A kiindulé helyzetben ABC = XY Z. Ezutén
1. a-szogi forgatas a kozos OZ = OC tengely koriil (0 < a < 27)
2. p-szogi forgatas az OY 4 helyzete (= OS) koriil (0 < 5 <)

3. a végleges orientacio eléréséhez «y szogl forgatas OC koriil (0 < v < 2m).
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19.1 4bra

A Ji-k meghatéarozasahoz abbol kell kiindulni, hogy ezek a térben rogzi-
tett (laboratoriumi) tengelyek koriili forgatasokat generdljak a test (rotator)

o, 5,7, Da, DB, Py fazisterében. Vagyis: Ha u(e, 8,7, pa, Pg, D) tetszoleges fligg-
vény ezen a fazistéren és az i-k tengely koriil §s szogii forgatast végziink, akkor
az u megvaltozasat a

diu = {u, J;} ds

képletnek kell kifejeznie.
Legyen sorban u = a, 3,7, és definidljuk az U;, V;, W, fiiggvényeket a

CSiOé = Ul(avﬁa’)/)ésv 516 = %(a,ﬂ,’y)&s, 517 = Wi(aalga’}/)68 (192)

képletekkel. Az Euler-szogek geometriai jelentésébdl kiindulva ezek a fiiggvények
megtalalhatok, és ha mar ismerjiik Sket, akkor (19.1) alapjan a J; generatorok
is felirhatok:

Ji = Upa + Vz'pg + Wip’y. (19.3)

Ekkor ugyanis példaul
{aapa}:L {a7pﬁ}:{a7p7}:0
kovetkeztében

dia = {a, J;} 6s = {a, Uipa + Vips + Wip, } 0s = U;ds,
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ahogy varjuk.
A feladat tehat az U;, V;, W; fliggvények megkeresése. Parhuzamosan mind-
jart a mozgo tengelyekre vetett J; vetiileteket is kiszamitjuk.

Hasonlitsuk dssze az («, 8,7) és az (a+da, 8+98, v+07) szogi forgatasokat!
A kiilonbségiik egy infinitezimalis forgatas, amelyet a

8@ =6a + 65 + 67
j (19.4)
5@ =ba-02, 63=068-08, 67=6v-0C

forgasvektor jellemez. Ennek a képletnek a felirdsanal kihasznaltuk, hogy az
infinitezimalis forgatasok additivek (legalacsonyabb rendben).
Irjuk fel ezt a képletet komponensekben is:

dp; =d0a-OZ; +66-08; + ov - OC;,
(19.5)
5g0i/ =da-0Z;y + (5ﬂ -0Sy + 5’)/ -OCy.

A vessz6tlen komonensek szamitasa:

(0Z1,0%5,07Z3) = (0,0,1),
(0S51,0855,083) = (—sina, cos a, 1),
(OC1,005,0C5) = (—sin B cos a, sin S sin a, cos ),

mert « és [ az O?’ polarszdgei 0XY Z-ben.
A vessz6s komponensek szamitésa:

(0Z1/,0Z5,0Z3) = (—sin B cos~y, sin B sin~, cos ). §
(19.6)
Magyarazat: A jobboldali 4bra mutatja a 3 szogi z
forgatas utan a mozgd rendszer OA, OC tengelyei B
altal kifeszitett sikot. Ekkor az OZ polarszogei
az OABC koordinatarendszerben m-vel és (-val 0 A
egyenlok.
A ~ sz6gii elforgatas az OA, OB sikjaban tor-
ténik OC koriil (az OB a rajz sikjara merdleges)
0 és a polarszogeket m, S-rél (m — «), f-ra valtoz-
tatja (y = m-nél ugyanis a polarszogek értéke 0
és B). Az OZ vessz6s komponensei tehat valo-

Pl ban (sin 8 - cos(m — ), sin 3, sin(m — ), cos ) =
(— sin B cos v, sin B sin vy, cos ).
s A baloldali rajz alapjan OSy,,08%,083 =

(sin~, cos,0), végil pedig OCy/,0C%,0Cs =
B (0,0,1). Irjuk be most ezeket (19.5)-be:
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dp1 = —sina -0 + sin S cos a - Iy
dpg =cosa - df +sinSsina - 0y (19.7)

dp3 = 0+ cos B - 6.

dp1 = —sinfcosy - da+siny - 03
0o =sinBsiny - da+ cosy - 08 (19.8)
03 = cos Bda + 0.
Oldjuk meg ezeket a da, 63, dy megvaltozasokra:
oo = —ctgBcosa-dp; —ctg Bsina - dpa + dps

08 = —sina - dpy + cosa - dpo

(19.9)
Cos & sin «v
oy = ) —— - dpa.
K sin 8 Pt sin 8 P2
cos 7y sin y
5 = — . 5 ’ . 5 ’
@ sin 8 Pt sin 8 w2
(19.10)

08 =sin~y - §p1 + cosy - dpar
0y = ctg S cosy - Sp1r — ctg Bsiny - dpor + dpsr.

A (19.9) tartalmazza az U, V;, W, fiiggvényeket. Valoban, ha példaul dp; =
ds és dpg = dpz = 0, akkor da = d1, 08 = 618, 0y = 017, tehat

dia = —ctgPBcosa-ds = Uids, 610 = —sina-ds =Vids, &y = —Z?;;és = Wi-ds.
Igy (19.3) alapjan
. cos @
Jy = —ctgfBcosa - py —sma-pg—km Py
J2:—ctgﬁsina-pa—i—cosa-plg—i—w-pﬂf (19.11)
sin 8

JS = Pa-

Nehézkes direkt szamitas igazolja, hogy az A. pont kévetelményeinek megfele-
16en

{Ji, J;} = €ijiJk. (19.12)
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A H dinamikai generatort forgasinvarians mennyiségekbdl kell megkonstru-
alni. A J impulzusmomentum testhez rogzitett (vessz6s) komponensei forgas-
invariansak, mert nyilvan valtozatlanok maradnak, amikor az OXY Z laboratoé-
riumi rendszert elforgatjuk?® Ezeknek a komponenseknek a kiszdmitdsa (19.11)
levezetésével analég modon torténik. Legyen tehat

Jit = Uyrpa + Virpg + Wirp,,.

Az Uy, Vi, Wi a (19.10) alapjan konnyen kiszamithato:

cos .
Jy =220 “Pa +8in7y - pg + ctg fcosy - p,y
sin 3
sin .
Jo = = 2 “Pa +cOs7y-pg —ctg Bsiny - p, (19.13)
sin 3
J3/ Zp—y.

Direkt szamolassal belathato, hogy ezek a komponensek valoban forgasinvari-
ansak, azaz

{Ju, J;} =0. (19.14)

Ezenkiviil teljesiil a
{Ji’,Jj/} = _€i'j/k‘/‘]k‘/ (1915)

Poisson-zarojel relacio is, amely a (19.12) standard alaktol csak egy elGjelben
kiilénbozik?”.

A szabad forgas Hamilton-fiiggvénye

L
215

b
21

1 1
H=> —17, JA+ — T3+ —JZ,
jl

20, "7 T 20,

amelyben I/, Io/, I3 = 14, Ip, Ic a f6tehetetlenségi nyomatékok, a rotatort jel-
lemzs szamparaméterek. Ez a H nyilvan forgasinvarians, mert (19.14) kovet-
keztében

{H,J;} = 0.

A Hamilton-fliggvény ismeretében felirhatjuk a mozgasegyenleteket. A két
Hamilton-egyenlet koziil az els6 a sebességet (jelen esetben a szdgsebességet), a
méasodik az impulzus (amely most a J) id6derivaltjat hatarozza meg.

26 A képleteinknek, amelyek a transzformaciok aktiv felfogasan alapulnak (11. fejezet E.
pont), jobban megfelelne, ha azt mondanank, hogy az impulzusmomentum testhez rogzitett
komponensei valtozatlanok maradnak, amikor a forgd test orientaciojat az 6nmagahoz vi-
szonyitott forgasiranyat megtartva elforditjuk. A passziv nyelvet hasznilé megfogalmazas
ugyanezt fejezi ki rovidebben.

2"Ha az OABC-t tekintjiik rogzitettnek, akkor a forgasgeneratorok komponensei szerepet
cserélnek (Jyesszss ¢ —Jvesszstlen), @ (19.15) szemléletes jelentést nyer, a (19.14) értelme
pedig valtozatlan marad. A (19.11) és a (19.13) kiilonbozGségét az magyarazza, hogy egy
ilyen szemléletvaltas az Euler-szoget atdefinialasat is megkoveteli.
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Az wys szogsebesség-komponensre vonatkozdé Hamilton-egyenlet szarmazta-
tasanal el6szor (19.8)-t, majd (19.13)-t hasznaljuk:

d d
Wy = :—sinﬂcos*y'd—?Jrsinfw d—f = —sinfcosy-{a,H} +sinvy-{8,H} =

J/ J/
- —sinﬁcosv[ {0} + 2 o da}+ 22 o, ng}} +sin7y [I (B} + 25, I+

ng . Ji cosy  Jy siny . Ju Jor
’J ’ == — — . .
{[3 3 }] sin 5 cos 7y [ T, sinp + Ty s + sin 7y i -siny + 12/
és altalaban )
Wyr = —Ji,, (19.16)

I
Ez az els6 Hamilton-egyenlet. A masodikat (19.15) figyelembe vételével kapjuk:

. 1 1
j/

Gk ]

Az Euler-egyenlet a Lagrange-elméletnek felel meg. Ugy kapjuk meg, hogy Ji/
helyett w;/-t vezetjiik be:

. 1. 1 1 1
Wwyir = TZ/J»L/ = _Ii, Z ﬁei’j’k’Jj/Jk’ = —erilj/k/]’k/w‘j/u)k/.

Gk J ? j'k!

Részletezve:
Thawg + (IC — IB)OJBUJC =0

Ipwp + (IA — IC)WCWA =0
Icwe + (Ip — Ta)wawp = 0,

a regularis precesszio Euler-egyenletei?®. Az egyenlet kivetkezs rovid alakja is
hasznalatos: .
Ji + Ei/j/k/OJj/Jkl =0. (19.17)

D) Casimir-invariansok.

A {Jl,Jz} = 0 relaci6 a {J;,J;} = €;;pJi kOvetkezménye, ezért minden
realizacioban igaz (1d. az A. pontot). A {H J2} = 0 ugyanilyen értelemben
teljesiil. Ebbol kévetkezik, hogy J? mind az SOsz-nak, mind az SO, (3)-nak
Casimir-invaridnsa.

Casimir-invaridnsnak a generatorok olyan C fiiggvényeit nevezziik, amelyek a
csoportalgebra kévetkeztében minden generatorral zérus Poisson-zéarojelet adnak.
A csoportalgebratol fiiggden nem csak egyetlen Casimir-invaridns létezhet. A

28 A Fold regularis precessziojarol Id. Merre mutat a Fold forgdstengelye cimii cikkemet itt
a honlapomon.
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realizaciotol fiiggSen ezek lehetnek ¢, p fiiggvények vagy semleges elemek. Az
els6 esetben a csoport szobanforgd kanonikus realizacioja a fazistér

C(q,p) = konstans

hiperfeliileteit invaridnsan hagyja: A csoport hatasa szempontjabol ezek a fe-
liletek felrétegezik a fazisteret. Ekkor a realizalast reducibilisnek nevezziik. Ha
az Osszes Casimir-invarians semleges elem, akkor a realizalas irreducibilis. Az
SO-(3) mindkét vizsgalt realizacioja reducibilis.

A gombfeliileten mozgo témegpontra a kanonikus realizaciot (19.11)-bol

a—p, B—10,  y=py=0
helyettesitéssel kapjuk:
J1 = —ctg v cos p-p,—sin ¢-py, Jo = — ctg ¥ sin p-p,+cos p-py, J3 = pe.

Ez a realizacio is reducibilis:

1
sin? 9

J? = Py + P

20. A Galilei-csoport kanonikus realizalasa.

A) A WO generatorok megvalasztasa és a kociklusok.

A csoportalgebra (17.11) baziselemeinek kanonikus realizélasa a kovetkezd:

60— H (Hamilton-fiiggvény; energia)
€D — (impulzusmomentum)
Y — P (impulzus)
kD — @G, (buszt)

A (17.12)-(17.20) szerint ezeknek a kovetkezd Poisson-zarojel-relaciokat kell
kielégiteniiik:

{Ji, Jj} = €ijudi + aij (20.1)
{Gi, G} = by (20.2)
{Ji,Gj} = €ijiGr + cij (20.3)
{P;, P} = dij (20.4)
{P,H} =e; (20.5)
{J;,H} = fi (20.6)
{Gi, Pj} = gi; (20.7)
{Ji, P;} = €ijiPr + hij (20.8)
{Gj, H} = Pj + 1, (20.9)
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Az a;5, bij, d;ij semleges elemek antiszimmetrikusak, a ¢;j, ¢i;, hij azonban nem.
Ezért példaul {J;,G1} = — {G1,J1} = c11 nem kotelezGen nulla. Ez a tény
azért nem mond ellent a semleges elemek 18. fejezet C. pontjaban bebizonyitott
antiszimmetridjanak, mert a (20.1)-(20.9) képletekben a semleges elemek jel5lése
pongyola: Példaul a c;; helyes felirasi médja cj, ¢, volna, ezért c;; valdjdban
nem diagonalis semleges elem.

A semleges elemek aldbb kovetkezs diszkusszioja a (18.3) képleten alapul.
Ebben mind a &®-k matrixkommutatorai, mind a W -k Poisson-zarojelei ele-
get tesznek a Jacobi-identitasnak. Az elbbiekbdl kévetkezik, hogy (16.26)-n
keresztiil a strukturaallandok kielégitik a (16.20) kvadratikus relaciokat, ezért
az utobbiak a Zm Cm,jkCmi = 0 homogén lineéris egyenlet-rendszerre reduka-
lodnak a semleges elemekre nézve.

Majdnem mindegyik semleges elemrél be fogjuk latni, hogy a generatorok
megfelel§ valasztasaval nullava tehetdk. Kezdjiik a (20.1), (20.4), (20.8) részal-
gebraval!

Az el6z6 fejezet A. pontjaban mar lattuk, hogy az a;;-k valaszthatok nul-
lanak. Ezzel rogzitettiik a J-t. A P alkalmas valasztasaval a h;;-ket lehet
eliminélni. Induljunk ki a

Ui Jeds Py + B Ji b, Ty + Uk, B}, Ji =0

Jacobi-identitasbol, amely a fentebb mondottaknak megfeleléen a (20.8)-ban
szereplé semleges elemekre nézve homogén egyenletre redukalodik:

6jkmhm,l - 6ljmhkm - 6lclmhjm =0.

Itt és a tovabbiakban a kétszer el6fordulé indexekre Osszegzés értends az index
értelmezési tartoméanyaban.
Szorozzuk végig ezt az egyenletet e;y4-sel:

2hsl - (5mk515 - 5ms§lk)hkm - (5155mj - 5lj§ms)hjm = 07

amely az egyszerii
hsl + hls = 5lsh7nm- (2010)

egyenletre redukalodik. Az [, s indexparban spurozva a 2h,.m = 3hmm egyenls-
ségre jutunk, amelyb6l h,,,, = 0. Ezt (20.10)-be visszahelyettesitve definialjuk
cp-t:

hs = —his = €sikC-
Ha végiil Pyt a (P — ci) kiilonbséggel helyettesitve 0j impulzust vezetiink be,
a (20.8) jobboldalarol eliminaljuk a semleges elemet (a tobbi P-t tartalmazd

Poisson-zarojel relaciot pedig valtozatlanul hagyjuk).
A dij-k a

{P, P}, i} + {{Jk, P}, P} + {{P}, Ju}, Pi} = €kimdm; + €jkmdmi =0
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kévetkeztében nulldk. Mivel d,,; antiszimmetrikus, legyen dy,; = €mjid;:

(€kimEmjt + €jkmemir)di = 0,
(5kj§il — 5kl5ij + 5ji5kl - jléki)dl =0,
5kjdi = 6kidj-
A E,i-ben sptrozva d; = 3d;,— d; = 0,— d;; = 0. Ezzel igazoltuk, hogy a
(20.1), (20.4), (20.8) részalgebraban a semleges elemek nullanak vehetsk. Mivel
a (20.1), (20.2), (20.3) ugyanilyen struktarajt, ezért G alkalmas véalasztasaval
bi;j és c;; is nullava tehetd.
Konnyen belathato, hogy az f;, az e; és az [; rendre nullak a

{{Jla Jj}a H} + {{Ha ‘]1}’ ‘]J} + {{JJ7H}7 JZ} = 07
{{Ji’Pj}7H} + {{H7 J1}7P]} + {{Pj7H}7 Jl} =0,
{Ji. G} HY + {{H, 1}, G} + {{G;, H}, Ji} = 0
Jacobi-azonossagok kovetkeztében.
A g;5-kkel kell még foglalkoznunk. Mint mindjart latni fogjuk, ebbdl a kilenc

mennyiségbdl csak hat tiinik el.
Parametraljuk ezeket a koefficienseket igy:

Gij = Moi; + €My + Myj, M;; = My;, M;; =0.
A g;;-k kozdtt a
{{Jr, G}, P} + {{Pj, Ju}, Gi} + {{Gi, Pj}, Jp} = 0 (20.11)
Jacobi-azonossag kovetkeztében fennallnak az
€kim9mj — €jkmYim = 0
Osszefiiggések, vagyis
Etim (Mg + €mjt My + Mpj — €j1m (M Ssm.+ €imi M + Myy,) = 0,

§iji - (5kiMj = eikmMmj — €jkmMmi

Adott k-nal a baloldal antiszimmetrikus, a jobboldal pedig szimmetrikus ij-
ben, ezért kiilon-kiilon nullak. A d5;M; = 6x;M; egyenlSséget kj-ben spirozva
3M,; = Mi7—> M; = 0.
Nézziik most az
6ikm]\lmbj - 6jkmjw'?ni =0

feltételt el6szor azokban az esetekben, amikor i = k # j. Azt talaljuk, hogy az
M;; nemdiagonélis elemei nullak. Amikor pedig mindhédrom index kiilénbo6z6,
az M1, = Moy = Mss egyenlGségre jutunk. Ezek Osszege azonban nulla, ezért
kiilon-kiilon is nullak. Igy végiil azt talaljuk, hogy

9ij = Mbi; — {Gi, P} = M - 6. (20.12)
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Be lehet-e latni, hogy M is nulla? Ehhez olyan Jacobi-azonossagokat kell meg-
vizsgalni, amelyekben a bels6 Poisson-zarojel kiszamitasa utan {G;, P;} marad
vissza. A (20.11) ilyen volt, és ilyen még a

{{sz Gj}a H} + {{Ha Gz}7 G]} + {{Gj7 H}7 GZ} = Oa
amely g;; = g;;-re vezet, tehit nem kdveteli meg M elttinését.

Ezzel megkaptuk a kociklusok standard alakjat. Végtelen sok inekvivalens
kociklus van, amelyek M értékében kiilonb6znek egyméstol.

B) Kanonikus reprezentacioé tomegpont-rendszer fazisterén.

N2 N N
H:;%Z%JFV, J:;Pu P:;Pm

N N
G = E m;X;, M = E m;.
=1 i=1

Direktben ellenérizhetd, hogy szabad mozgasnal (V' = 0) a (20.1)-(20.9) Poisson-
zardjel relaciok teljesiilnek, a V' kélestnhatasra azonban a kévetkezd feltételeket
réjak:

(20.13)

N
oV

{P,V}= 2, ~ 0 (20.14)

N

oV
= = 20.1

{G,V} ;mzapi 0 (20.15)
{3,vi=o. (20.16)

A (20.14) azt koveteli meg, hogy V csak az (r; —r;) koordinata-kiilonbségektsl
tiiggjon, vagyis legyen transzldcic-invaridns. A (20.15) szerint V' csak az (m;p;—
m;p;) killonbségeket tartalmazhatja (eszerint nincs altalaban megtiltva, hogy
sebességfiiggs legyen). Veégiil (20.16) a 11. fejezet E. pont szerint azt fejezi ki,
hogy V a koordinataknak és az impulzusoknak csak a forgasinvarians kombina-
cioitol fiigg, példaul |r; — r;|-t6l, vagy altalanosabban (r; —r;) - (rp — r;)-t6l,
(I',' — I‘j) . (mkpl — mlpk)—tc’)l, stb.

C) A toémegkozéppont.

A tomegkozéppont és a bels6 mozgas a G minden realizaciojaban szétva-
laszthato egymastol. Ez ugyanis kozvetleniil a Poisson-zarojel relacioknak a
kovetkezménye (M # 0-nal).

Direkt szamolassal igazolhatd, hogy a

C,=P>—9MH
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kifejezés Casimir-invaridns. A h bels§ energiat a

P2
H=—+h
2M +
képlet definialja. Eszerint h = —C1/2M, ezért a h bels§ energia minden G-
beli transzformacioval szemben valtozatlan. A P — mint mindig, — a teljes

impulzus, ezért M a rendszer teljes tomege. Ennek alapjan P-t tdmegkozépponti
impulzusnak is hivjak.
A tomegkozéppont koordinataja

1
X=—G
M
ugyanis (20.12) kovetkeztében

A témegkoézéppont impulzusmomentuma
I=(XxP),
ezért a bels§ mozgas impulzusmomentuma
j=J-1L

A ja P, G, H generatorokkal zérus Poisson-zarojelet ad, a forgatasokkal szem-
ben azonban vektorként viselkedik:

{Ji, jk}y = e
A j? Casimir-invarians.

Osszefoglalva: A tomegkozépponti mozgas szeparalhatosaga azt jelenti, hogy
a H, aJ és a G felirhato
P2

= — :X ] == X
H=rth  J=XxP)+j G=M

alakban ( P valtozatlan). Tovabba a tiz

P2
oYY (X xP), MX, P

izomorf egyetlen témegpont generatoraival ({X;, Pj} = 0;;). Ezeknek a generd-
toroknak a szempontjabdl h semleges elem, csupan egy konstans additiv jarulék
az energidhoz (bels6 energia). A j-nek pedig csak az iranya valtozik a rend-
szer elforgatasakor, egyébként mozgéasallando (bels§ impulzusmomentum). A
tulajdonsagoknak ez a komplexuma fejezi ki, hogy a tomegkozéppont mozgasa
G minden realizalasaban szeparalhato. A P-ben ilyen lehetGség nincs.
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Megjegyzés: A tiz I, P, G, H szintén kielégiti a Galilei-csoport 6sszes Poisson-

pontrendszer kanonikus realizdcidjat. Ennek az az oka, hogy I nem forgatast
general, hanem egy masik SO(3)-t. Ha ugyanis r valamelyik tomegpont hely-
koordinataja (x1, s, r3) Descartes-komponensekkel, akkor

1 1
{zi, I;} = €jp {xi, Xop P} = €kl 3] {zi,Gi,P} = fjklMGk {xi, P} =
1

= fjklMGkéil = €iju Xk # €ijkTk-

21. A Poincaré-csoport kanonikus realizalasa.

A) A W generatorok megvalasztasa.

Az el6z6 fejezetben alkalmazott eljarassal belathato, hogy P-ben az Gsszes
kociklus zérussal kohomolog, ezért a realizalandd Poisson-zardjel relaciok a ko-
vetkezSk (az indexek Descartes-komponensek):

{Janﬂ} :eaﬁ'yt]k (211)
{Gav GB} = _ea,B'ka (212)
{Ja, GB} = Eaﬁgﬁ/G}C (21.3)
{P.,P3} =0 (21.4)
{P,,H}=0 (21.5)
{Jg,H} =0 (21.6)
{GOH PB} = H(Socﬁ (217)
{Jas Ps} = cap Py (21.8)
{Gs,H} = Pg. (21.9)
A G-t6l ez csak (21.2)-ben és (21.7)-ben tér el.
A kanonikus reprezentacié témegpont-rendszerre a kivetkezs:
N
HoSS Ry,
i=1
N
J= Z (I'i X pl) s
i=1
(21.10)

P=) p

-

1=1

N
G= Zmirm/P? +m?2c¢2 + U,

=1
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ahol az indexek tomegpontokat jeldlnek.

Ha ezeket a generatorokat sszehasonlitjuk a Galilei-csoport (20.13)-ben fel-
irt megfelel§ generéatoraival lathatjuk, hogy a két G, valamint a két H dimen-
zidban kiilonbozik egymastol. Ennek az az oka, hogy a nemrelativisztikus és
a relativisztikus kinematikdban a buszthoz és az idgbeli transzlacidhoz eltéré
paramétereket rendeliink. A generatorok és a paraméterek kozotti viszony a
koévetkez6 dimenzio-egyenlGségek alapjan allapithaté meg:

[Gg.av]:[c:p.‘ﬂ, [Hg - 6t] = [Hp - 6x0) = [Hp - 6(ct)].  (21.11)

A H Hamilton-fiiggvényben a meghatarozatlanul hagyott V kolcsonhatési
energia megjelenése egyaltalan nem varatlan (mar a G-ben is ott volt), de mi
sziikség van a G-ben egy hasonl6 jellegti U tagra? Egy ilyen tag sziikségességét
legegyszertibben az 1+1 dimenziés példan demonstralhatjuk két kélcsonhato t6-
megpontra (N = 2). Az 141 modellben a harom térbeli iranyt egyetlen 21 = z-
re redukaljuk. Ezt az egyszertsitést szivesen alkalmazzék a kvantumtérelmélet
nehéz problémainak a vizsgalatara, mert 141 dimenzioban egzakt valaszt is le-
het adni olyan kérdésekre, amelyek a valdsédgos 3+1 dimenzidban még kozelité
modszerekkel is nehezen targyalhatok. De pont ennek a minéségi kiillonboz6ség-
nek a kovetkeztében az 1+1 dimenziéban kaphaté megoldasok ritkédn relevansak
a realis feladatok szempontjabol. A kovetkez6 néhany sorban megmutatjuk,
hogy 1+1 dimenzidéban a nemzérus V sziikségképpen azzal jar, hogy U se lehet
nulla. Ebbdgl ugyan szigortian véve nem kovetkezik, hogy ez a konkluzio 341
téridében is igaz, de mivel 3+1 téridére torténd attérésnél a feladatok altalaban
bonyolultabba, nehezebbé valnak, nem logikus azt varni, hogy az adott esetben
egyszertisddnének?”.

Az 141 dimenzios Poincaré-csoportban (P3) a (21.1)-(21.9) Poisson-zardjel
relaciok a kovetkez haromra redukalédnak:

{P,H} =0 (21.12)
{G,P}=H (21.13)
{G,H} =P. (21.14)

A P és a G az z-irdnyu transzlacié és buszt generatora. N = 2-re ezek a
kovetkezok3:

P =p;+py =P

G=aG60 41, GO = 21 /p2 4+ m2c2 + 201/ P2 + m3c?

H=HO 1V,  HO=\/p?+mic+ \[p} + mjc2.

29 Alabb a C. pontban azonban latni fogjuk, hogy 3+1 dimenziéban ez a probléma valéjaban
targytalanné valik.
30 Az alabbi képletekben az 1 és 2 alulindex természetesen a témegpontra utal.
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A (21.12)-b6l
{P(O),V} =0—>V =V(p1,p2,x), x=u1x1— T2
A (21.13)-bsl
[U,PO) =V 5V = (0 +0)U U = S+ 22)V(p1,p2,).

Mar innen sejthet, hogy ha van V', akkor az U sem lehet nulla. De a (21.14)-t
még ki kell elégiteni. Ebbdl

{cOv}+{v.uO} + v vy =0 (21.15)
Tegyiik fel, hogy V' nem fligg az impulzusoktol: V = V(x). Akkor
1
U= §(x1 + z2)V (z). (21.16)

Szamitsuk ki (21.15) egyes tagjait:

GQ7 VY= _ T1P1 _ Tap2 V' (x
vy (m e yarmae) @

{U, H<0>} - %V {(:131 + xg),H(o)} n %(:cl + ) {V, H(O)} -

1 P1 D2 p1

D2

+ i ( + )V (@)

Ha ezeket (21.15)-be irjuk és a kapott képletet rendezziik, akkor a

1 1
b1 —mic
1 1
+ 2]?7222 (V’ ~To + -V - *(l‘l -‘rl‘g)V/) =0

egyenletre jutunk, amelyben mindkét zarojeles kifejezés ugyanaz. Ezt zérussal
egyenlitve a

V=aV' (21.17)

differencialegyenletet kapjuk V-re. Mivel V' csak az |z| abszolut értéktdl fligghet,
a megoldas
V = alz| = a|lry — x|,

=V + +
2 <¢p%+m%c2 ¢p3+m%c2> 2 (m—m%c? NEETTT

) |



21. A Poincaré-csoport kanonikus realizdldsa. 121

ahol « tetsz6leges konstans. Valoban, a 6(z) ugrasfiiggvény felhasznalasaval
xd(z) = 0 kovetkeztében

Végiil (21.16) alapjan

U= g |22 — a2
Ezzel belattuk, hogy ha 141 dimenziéban van valamilyen nemzérus V kélesonha-
téas, akkor az U sziikségképpen megjelenik a G generatorban. Az 141 dimenzios
feladat igazi jelentGsége azonban a realis 34+1 dimenzios probléma megoldasanak
az értelmezése kapcsan valik majd vilagossa.

B) A Currie-feltétel.

Az el6z6 fejezet legvégén mar utaltunk ra, hogy kiilonbséget kell tenniink
egy absztrakt Lie-csoport abrazolasa és realizalasa kézott. A matrixok dbrdzol-
jdk a csoportot, mert azon kiviil, hogy pontosan le kell képezniiik a csoport-
struktarat, semmilyen mas lényeges kovetelménynek nem kell eleget tenniiik.
A kanonikus transzforméciokra térténé leképezés azonban praktikusan mindig
realizdldst jelent, mert a tomegpontok Descartes-koordinatainak meghatarozott
fizikai jelentése van, és a leképezésnek Gsszhangban kell lennie az ebbdl szarmazo
kritériumokkal is.

A tiz generator koziil kilencnek, a P, a J és a G komponenseinek van megha-
tarozott geometriai jelentése. A 11. fejezetben lattuk, hogy J a fizikai rendszer
elforgatdsdt generalja, és ezt a tulajdonsagat a (11.7)-ben felirt

{Ja,xg)} — capyal? (21.18)
képlet fejezi ki. A J vektorfiiggvénynek ezért a (21.1), (21.3), (21.6), (21.8)
generator-relaciokon kiviil még a (21.18) realizdcids kritériumnak is eleget kell

tennie.
A P a transzlacio generatora, ezért ki kell elégitenie a (11.16) mintajara felirt

oz = — {55\ . P,mg)} = daq
feltételt. Ez nyilvan akkor teljesiil, ha P a generator-relacidkon kiviil a
{xfj>, Pﬁ} = 0ug (21.19)
realizacios feltételt is kielégiti.

A G; buszt-generatorok realizéicios kritériumait kell még felirnunk. Ebben a
21.1 abrara tamaszkodhatunk.
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Attérés egyenletesen mozgé
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21.1 abra

A fizikai jelentése szerint a buszt operécio a fizikai rendszernek mint egésznek
a sebességét valtoztatja meg a koordinatak valtozatlanul hagyésa mellett, ezért
azt varjuk, hogy a G realizacios feltétele

{x@j),Gﬁ} —0. (21.20)

A Galilei-csoportra a (20.13)-ben felirt G, = >, mizl) eleget is tesz ennek a
kovetelménynek. A relativitaselméletben azonban a buszt operacionak figyelem-
be kell vennie, hogy a relativitaselméletben a koordinataidé is transzformalodik.
Ez természetesen a passziv megfogalmazasban latszik jol, amikor ahelyett, hogy
a fizikai rendszernek kolcsondznénk valamilyen sebességet, ellenkezd iranyu se-
bességgel mozgo inerciarendszerre tériink at. A 21.1 dbra a Minkowski-diagram
segitségével ebben a felfogdsban abrazolja a busztot és j6l mutatja, hogy ennél a
miiveletnél a koordinata nem marad valtozatlan, ezért P-ben a (21.20) jobbol-
dalan nem &allhat nulla. Meg kell keresniink azt a dinamikai mennyiséget, amely
P-ben ezt a nullat helyettesiti.

Mindenekel6tt meg kell indokolnunk, hogy a harom abran a tomegpont pé-
lydja miért egyenes vonal. A lényeges pont az, hogy a szamitast a két koor-
dinatarendszer dv relativ sebességének abban a legalacsonyabb rendjében kell
elvégezni, amelyben az x; és az x1/ kiilonbsége mar nem valik zérussa gy, mint
a newtoni fizikdban. Az aldbb kovetkezs szamitas igazolja, hogy ez a dv-ben
linearis pontossag, és azt is, hogy ilyen pontossag mellett elég a tomegpontok
palyajat a t = 0-beli érintGjiikkel kozeliteni.
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A jobboldali abran a tomegpont (egyenes vo-
nallal kozelitett) trajektoriaja a K 1-tengelyét az Tomegpont palyaja
A pontban, a K’ 1’-tengelyét pedig a B pontban
metszi. A két pont koordinata-kiilonbsége K-ban
tp-ben linearis pontossaggal®!

6$a:i‘a(0)'tBEj3a~tB. (2121)

A kovetkezd feladat tehat a tp kifejezése dv-ben lineéris pontossaggal.
Els6 lépésként meghatarozzuk az 1’ tengely egyenletét K-ban. A Lorentz-
transzformécié szerint

t— —x
2 ov
th=—CE—— xt— —a.

/1= (vje2 &

Az 1’ tengely t' = 0 egyenlete K-ban tehat a kivant pontossaggal

ov

t= — 1.
c2

Ennek alapjan a tp-t a

ov
tp = §$1(t3)

egyenletbdl kell meghatarozni. A dv-ben lineéris pontossaggal azonban a jobb-
oldalon z1(tp)-t 21(0)-val kell helyettesiteni, ezért

ov ov
tp = C—Qxl(O) = c—2x1.

Ezt (21.21)-be visszahelyettesitve (21.11) figyelembe vételével kapjuk a newtoni
fizika dx,, = 0 képletét helyettesits relativisztikus

ov dr, OU

ov
?ml:m.?xl :xl'{xaaH}?

0%y = T *
Osszefiiggést. A G buszt-generatorral kifejezve ugyanez:
0T = —(%v A{G1, x4}
A dx, két kifejezését egyenlitve kapjuk az

{2a,Gp} = 25 {20, H} (o, =1,2,3) (21.22)

Currie-feltételt (vagy vildguonal-feltételt), amely a harmadik sziikséges feltétele
annak, hogy a Poincaré-csoportnak a (21.10) fiiggvények altal generalt kanoni-
kus abréazolasa realizdlds legyen, vagyis Osszeférjen azzal, hogy a témegpontok
trajektoriai a koordinatarendszer valasztasatol fiiggetlen vilagvonalak.

31Figyeljiink ra, hogy a relativitaselméletben elfogadott konvencié szerint az idét a fiiggs-
leges tengely mutatja.
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C) A No Interaction Theorem2.

A Review of Modern Physics idézett cikkében a szerzék megmutatjak, hogy
ha egy két tomegpontbdl allo rendszer P, J, G, H generatorai kielégitik mind
a (21.1)-(21.9) Poisson-zarojel-relaciokat, mind pedig a (21.18), (21.19), (21.22)
realizalasi feltételeket, akkor a két tomegpont szabad mozgast végez, mert ezek
a feltételek minden kolcsonhatast kizarnak kozottiik. Ezt fejezi ki a tétel alta-
lanosan hasznélt elnevezése: No Interaction Theorem.

A tétel bizonyitasa harom egyméasra épiils lépésbal all:

1. Ha P eleget tesz a {P,, Pg} = 0 generator relaciénak, és az {x&l),Pg} =

dqp realizélési feltételnek, akkor

P =p® +p®?. (21.23)

2. Ha tovabba J eleget tesz a {Jo, Ps} = €apy Py, valamint a {J,,Jg} =

€aByJ~ generator-relacioknak és a {Ja,xg)} = eamx(j‘) realizacios felté-

telnek, akkor
J= (X(l) X p(l)) + (X(2) X p(2)> . (21.24)

Ez a két allitas G-ben és P-ben egyarant érvényes.

3. Ha a maradék generator-relaciok is teljesiilnek, és teljesiil az

{za,Gp}t = 25 {20, H}

Currie-feltétel is, akkor a tomegpontok nem hatnak koélcsén egymaéssal,
mert
50 = {{xfj>,H},H} =0,

vagyis mindkét tomegpont egyenletes egyenesvonalti mozgast végez.

Az els6 két allitas bizonyitasa a dinamikai mértéktranszformacion (4. feje-
zet B. pont) alapul és nagyon tanulsigos. Az érvelést az els6 allitas példajan
mutatom be.

Tegyiik fel, hogy a P generator a négy x), x@, pM) p® vektorvaltozo
tetszoleges fiiggvénye. Célszert levalasztani bel6le a két impulzus Gsszegét:

P=p" +p® +F,

ahol F fiigghet mind a tizenkét valtozotol. Ha azonban az {xg),PB} = 0a
realizalasi feltétel teljesiil, akkor nem fligghet az impulzusoktoél, ezért

F_F (x<1>7x<2>).

32D.G.Currie, T.F.Jordan, and E.C.G.Sudarshan Relativistic Invariance and Hamiltonian
Theories of Interacting Particles Rev. Mod. Phys. 35, 359-375, (1963)
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Megmutatjuk, hogy van olyan

, of , of
(CO [N C I ( @ 9/
P =P =+ 8x(1) ’ -

dinamikai mértéktranszformacié, amelyre

of af
ax) T ax® ~

és ennek kovetkeztében
P =p® +p@.
Mivel a vesszss és a vessz6tlen impulzusok dinamikailag tokéletesen egyenér-
tékiek egyméassal (a pontosabb magyarazatért 1d. a 10. fejezetet), ezért P-t
jogunk van eleve (21.23) alakban felvenni.
Az igazolashoz célszerti attérni az

) x4 x@ () ZxO) _x®

valtozokra és az f mértekfiiggvényt az x(F) valtozok fliggvényében keresni. Ek-
kor (5.8) szerint

, af af af
) _ (1) _ oM
Pt o P T om T o

of @, 9f _of
ox@ P T ok T ax()

Az f-t tehat a

feltételbdl kell megvalasztani.
Ennek az egyenletnek az integralhatosagi feltétele

OF, B 0Fp
83:(;) axﬁj)

=0. (21.25)

Ez valoban teljesiil. Ha ugyanis a P = p") + p® + F képletet behelyet-
tesitjiik a {P,, Ps} = 0 generator-relacioba, rovid atalakitas utan pont erre
az integralhatosagi feltételre jutunk. A (21.25) azt fejezi ki, hogy az x(+) =

9

(xgﬂ, xéﬂ x§+)) koordinatak terében az F vektormezd rotacidja nulla.
AP =p® 4+ p® kivetelményt biztosité mertekfiiggvény eszerint a kovet-

kezé: o
Fxx0) = / P (x xO) - dx*)

tetszolegesen rogzitett als6 hatarral. A Stokes-tétel alapjan az integral értéke
fliggetlen a kezdd- és végpontot 6sszekots integracios kontur megvalasztéasatol.
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A maésodik 1épés gondolatmenete hasonld, csak sokkal nehezebb a megfelels
mértékfiiggvény megtalalasa. A harmadik 1épés ad hoc matematikai atalakitasok
sorozata. A masodik és a harmadik lépés kozott még azt is megmutatjak, hogy
G-ben a {r,, G} = 0 realizalasi feltétel nem akadalyozza meg a kolcsonhatést
a tomegpontok kozott.

A tétel allitasa egyaltalan nem varatlan. A tdmegpont-rendszerek hamiltoni
targyalasa ugyanis tavolhatason alapul, mert barmely két tetszdélegesen tavo-
li témegpont kozott hato erd attol fiigg, hogy a két objektum hol tartézkodik
(és esetleg mekkora a sebessége) ugyanabban a t pillanatban. A relativitéasel-
mélet szerint azonban két tomegpont vilagvonalan kiillénb6zdé inerciarendsze-
rekben kiilonb6z6 pontparok egyidejtiek, amelyekben a tomegpontok tavolsaga
és sebessége mas és mas. Ennek kovetkeztében a Hamilton-egyenleteket kii-
16nb6z6 inerciarendszerekben kiilonboz6 vilagvonalak elégitik ki kivéve, ha a
kolesonhatéas kozottiik nulla. A No Interaction Theorem pontosan ezt fejezi ki
a Currie-feltételnek koszonhetSen, amely az egyidejiiség relativitdsanak egyenes
kdévetkezménye.

Ez az érvelés azonban 141 dimenziéban ugyanigy érvényes, mint 3+1 di-
menzioban. Hogyan juthattunk az A. pontban mégis arra a kovetkeztetésre,
hogy 1+1 dimenzioéban a relativisztikus esetben is lehetséges kolcsonhatés?

Ennek kettés oka van. El&szor is nem hasznéltuk még ki a Currie-feltételt.
Ezt konnyen potolhatjuk, és arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a V(p1,p2, x)
potencial, amelyrdl feltettik, hogy nem fiigg az impulzusoktdl, a {z,G} =
x{z, H} Currie-feltétel kovetkeztében valoban fliggetlen toliik, ezért érvényes
az a kovetkeztetésiink, hogy V' = a|z| = ajr; — z2).

A masik ok ennek a potencidlnak a specialis alakja, amely azt fejezi ki,
hogy a két témegpont a tdvolsdaguktol fliggetlenil ugyanazzal az erével vonzza
vagy taszitja egymést. Harom térbeli dimenzidban az eré nagysagénak a fiig-
getlensége a tomegpontok k6zotti tavolsagtol nem lenne elég ahhoz, hogy a két
vilagvonal barmely pontparja kozott ugyanolyan eré hasson, mert az erd iré-
nya is valtozhatna. Egyetlen térbeli dimenzioban azonban ilyen lehet&ség nincs,
ezért létezhet olyan potenciél, amely Osszefér az egyidejiiség relativitasaval.

Az azért persze kétségkiviil érdekes tény, hogy a realizacios kritériumokkal ki-
egészitett Hamilton-dinamika automatikusan elvezet ahhoz a kévetkeztetéshez,
hogy énmaga nem alkalmas kolcsénhatd pontrendszerek relativisztikus targya-
lasara. A bizonyitds azonban csak két tOmegpontra lett elvégezve és nem elég
,, megvilagositd” ahhoz, hogy elmondhassuk, bizonyéara altalanosithato tetszéle-
ges részecskeszamra.

Maga a tételben kimondott dllitds azonban bizonyara igaz tetszéleges t6-
megpont rendszerre, hiszen az egyidejiiség relativitasanak a kovetkezménye. Ez
az oka annak, hogy a relativisztikus kvantumelmélet Heisenberg-Dirac féle meg-
fogalmazasa valojaban nem a tomegpontrendszerek, hanem a mezdk Lagrange-
elméletén alapul.

A gondolatmenet kiindulépontja mindkét esetben a hatéselv. A 2. fejezetben
lattuk, hogy ennek az elvnek a matematikai megfogalmazasa tomegpontrendsze-
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rekre
5 [ dtLia.dt) =0,
mezlkre pedig

6/ dtd®z L(p,0p, p) = 0.

Ha a tomegpontok kozott van kolcsonhatas, akkor az egyidejtiség relativitasa
miatt az elsd integral a kiilonb6zé inerciarendszerekben a tomegpontok kiilon-
0626 vilagvonalain stacionér, ami nyilvin nem fér Gssze az inerciarendszerek
egyenértékiségével. Ez a No Interaction Theorem tartalma.

A mezdkre a hataselvben szerepls integrilas a téridére terjed ki®?, és ha
L(p,0p, ¢) Lorentz-invarians, akkor az integral értéke fiiggetlen az inerciarend-
szer megvalasztasatol, mert Lorentz-transzformacional a térids dtd3x térfogat-
eleme se valtozik (mint konnyd ellendrizni, a Lorentz-transzformacié Jacobi-
determinansa 1-gyel egyenls). Ennek a térelméletnek a Heisenberg-Dirac kvan-
talasa olyan kolcsonhatod részecskeelméletre vezet, amely mar Gsszhangban van
a specialis relativitaselmélet kovetelményeivel, és kétségkiviil a 20. szazadi el-
méleti fizika egyik cstcsteljesitménye.

Fiiggelék: A Lorentz-transzformacioé szarmaztata-
sa a sebességosszeadas torvényébdl.

A 16. fejezet A) pontjanak a végén a relativitdselméletben betdltott fontos
szerepe miatt mutattuk be a

a+b
b)=a-b= , L <1 A
flab)=ab=LT2 L bl < (4)
egyparaméteres kommutativ Lie-csoportot. Nyilvin e = 0, a=! = —a, és az
asszociativités is teljesiil, mert
a+b+c+ abc

(a-b)-e=a-(bo) = T e

Ha a csoportelemeken sebesség/c-t értiink, akkor a csoportmiivelet a relativisz-
tikus sebességisszeadas képlete. Ez az interpretacié azonban csak akkor megen-
gedett, ha az egyenletes sebesség Ax /At definicioja és az (A) sebességosszeadasi
torvény Osszhangban van egyméssal. A kovetkezSkben azt tisztazzuk, mit ér-
tiink az adott esetben ,, 0sszhangon” , és hogy ez a fogalom hogyan vezet el a
Lorentz-transzformaciohoz.

33Csaknem minden relevans feladatban — pl. a hatéskeresztmetszetek szamitasanal, — az
idébeli integralast ki kell terjesztenia teljes —oco < t < 400 tartomanyra. Az idGbeli korrela-
ciéra vonatkozo feladatok képeznek kivételt, amikor azonban mindig van természetes moédon
kitiintetett koordinatarendszer: Az idSpontokat rogzité detektorok nyugalmi rendszere.
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Ahhoz, hogy az M (a), M(b), M(c),... matrixok reprezentdljik az (A) Lie-
csoportot, természetesen teljesiilnie kell a

M(a)M(b) = M(a-b) = M ((a+b)/(1+ab)). (B)

relacionak. De ezeknek a méatrixoknak ugyanakkor hatniuk is kell a Ax = £-t
és a A(ct) = n-t tartalmazo oszlopvektorra ahhoz, hogy kapcsolatba lehessen

hozni ket a sebességgel®*:
/
(5) =@ (5). (©

A matrixreprezentaciot az a kdvetelmény kapcsolja Gssze a sebességgel, hogy a
&/n hdnyados a sebességiosszeadas (A) képlete szerint transzformalodjon, vagyis
teljesiiljon a
§
a+ -
¢ _ n _&tay (D)
" 1+ aé

al+n

Osszefiiggés is.
Az M (a) matrixnak ezért

M) =2, ) (®)

alaktunak kell lennie. Mivel a Lie-csoport e = 0 egységelemét az egységmatrix
reprezentélja, ezért ®(0)-nak 1-gyel kell egyenlének lennie.
Az (E) alapjan (B) a kovetkezd alakban irhato:

a+b

1 a 1 b 1 a
@(a)@(b)(a 1) (b 1>:<I>((a+b)/(1+ab)) f:bb 1+1 bl. (F)

Mivel azonban

a+b
L a) (1 b\ _(1+ab a+0b) _ (1+ab 0 1 1+ ab
a 1 b 1 a+b 1+ab 0 1+ ab a+b ]

1+ ab

ezért az ismeretlen ®-re a

o (f‘j;b) = (1 + ab)®(a)®(b) (@)

fliggvényegyenletet kapjuk.

34 Az el6adasban a reprezentéciora ilyenkor a realizdlds elnevezést is hasznaltuk.
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Ezt konnyd megoldani. Legyen b = —a, akkor mivel ®(0) =1
(1-a®) ®(a)®(—a) =1, (H)
amelynek megoldasa a ®(0) = 1 feltétel figylembe vételével

eﬁ(a)
V1—a?’

ahol k(a) az a paratlan fiiggvénye. Ez a megoldas x(a) = 0-nal elégiti ki (G)-t.
A keresett M (a) méatrix tehat

®(a) = + (I

1 a
M(a) = \/la—a2 \/11—a2 ) €)

V1i—a?2 V1-—a2

Ez a métrix a szamlalébeli a-k elgjelében kiilonbozik a Lorentz-transzformacio
szokésos alakjatol, ami az (A) Lie-csoport interpretaciojanak a kovetkezmeénye.

Ha a b csoportelemen a IC origbjanak a fénysebesség egységben mért sebes-
ségét értjiik egy rogzitett Ko-hoz képest, az a-n a K’ sebességét K-hoz képest,
akkor a K’ sebessége Ko-hoz képest (a + b)/(1 + ab)-vel egyenls. Eseményekrol
ebben a definicibban nincs sz6.

A Lorentz-transzformécio viszont az események téridé koordinatainak az at-
szamitasara szolgél két kiilonb6z6 mozgasallapotit koordindtarendszer kozott.
Amikor a K’ origdja pozitiv irdnyban mozog K-hoz képest, egy adott esemény
z’ koordinataja egyre csokken az x-hez képest. Ez az oka a jelzett eljelkiilonb-
ségnek.




