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Ugy tervezem, hogy lényegében (de nem pontosan) ugyanazt a gondolatmenetet fogom kdvetni,
amit legutdbb, a két évvel ezel6tti el6adasokon.

A relativitdselmélet két jol elkiilonithets részbdl all, a specidlis és az dltalanos relativitaselméletbdl. A
kozfelfogds szerint a specidlis elmélet viszonylag egyszerd, az dltaldnos azonban nagyon nehéz.
Régebben én is igy gondoltam, de ma mdar meg vagyok gy6z&dve rdla, hogy ez csak a két elméletben
haszndlt matematikai appardtusra érvényes: A specialis relativitdselmélet megértéséhez teljesen
elég a kozépiskolas matematika (taldn még a differencial- és integralszamitas elemei), az altalanos
relativitdselmélet matematikai appardtusa viszont nehéz (de gyonyord). Fogalmilag azonban a
newtoni fizika és a specialis relativitaselmélet kozott a szakadék valdjaban sokkal szélesebb és
mélyebb, mint ami a specialis elméletet vélasztja el az altalanostdl, és ez okozza az igazi nehézséget.

Meg vagyok réla gy6z6dve, hogy a relativitaselmélet kulcsa az einsteini id6fogalom minél vilagosabb
megértése, ezért az egész gondolatmenetet erre alapozzuk.

1. Az id6 két fajtaja

A specidlis relativitadselmélet magvat a fizikai id6 fogalmanak gondos analizise képezi. Az id6 olyan
tulajdonsagainak a feltardsardl van szé, amelyek egyaltalan nem tlinnek fel a hétkdznapi
gondolkozas szamara. Es mivel a newtoni fizika dtvette az idének ezt a reflektalatlan, kozkeletd
fogalmat, észrevétleniil maradtak a klasszikus fizikaban is.

Mir6l van sz6? Amikor vonaton utazunk, a két allomas kozott eltelt id6t legegyszertibben a kardrank
alapjan éllapithatjuk meg, amelyrél feltessziik, hogy idedlis’. De ha nincs sajat 6rank, elég kinézni a
vasutdllomadsok drdira, amelyekrél leolvashatjuk, hogy mikor érkeztiink meg egy adott helységbe, és
egyszerU kivonassal ugyancsak megkaphatjuk, mennyi idé telt el két allomas kozott.

Azt gondolndnk, hogy a két eljaras teljesen egyenértékd, pedig van egy elég lényeges kilonbség
kozottik — még akkor is, ha a vasutallomasok orait szintén idedlisnak tételezziik fel. Két allomas
kozott ugyanis csak akkor telik el ugyanannyi id6 a kardérank és az dllomdasok 6rai alapjan, ha ez
utdbbiak helyesen vannak szinkronizdlva egymdssal.

Hogyan lehet ezt elérni? A gyakorlatban a radio pontos idGjelzése alapjan, de elvben, mivel az érdink
idedlisak, azt is feltehetjik, hogy az orszag 6sszes vasutallomasanak 6sszes orajat egyetlen
Oragydrban készitették, és amikor mind elkésziilt, egy k6z0s helyiségben délben pontosan
ugyanabba a 12-s helyzetbe hoztdk a mutatdikat. Utana nyugodtan kiszallithattdk 6ket a végleges
helyikre, mert — idedlisak lévén — megérizték a pontos idejliket. De az is lehetséges, hogy valaki
végigjarta az 6sszes vasUtallomast és a sajat 6raja alapjan allitotta be Gket.

Figyeljik meg jol a kiilonbséget! Ha ugyanazt az id6tartamot egyetlen éran olvassuk le, nincs szlikség
semmiféle szinkronizaldsra, elég, ha az éra pontos (idealis). Tobb 6ran torténd leolvasasnal azonban
még szinkronizalni is kell 6ket.

L1dedlis 6rdn a homokdra és vizéra — gdtiémiives kerekes éra — ingadra — kronométer — kvarcéra —
atomora — ... fejlédési lanc hipotetikus végpontjat értjuk.



De mi teszi elkerilhetetlenné ezt a kilénbséget? A valasz nyilvanvald: A kardrank csak azért tudott
egyedill megbirkdzni a feladattal, mert mozgott, mig az allomdsok 6rai folyamatosan egy helyben
allnak.

Most mindjart megvizsgaljuk, milyen kovetkezményekkel jar mindez a fizikdban felmerilé
feladatokra nézve, de el6bb, hogy ne kelljen minden esetben hosszasan korilirni, melyik eljarasrdl
van sz0, adjunk nevet a két eljardsban kaphaté két id6tartamnak.

Ha két adott pillanat (esemény) kozotti id6tartamot egyetlen 6ran olvassuk le, akkor az eltelt
id6tartamot sajdtidének fogjuk nevezni és At-val fogjuk jelolni. A masik esetben, amikor ugyanazon
két esemény kozotti id6t az események helyén nyugvé két kilonbozd, helyesen szinkronizalt 6ra
alapjan allapitjuk meg, a koordindtaid6 elnevezést és a At jel6lést hasznaljuk.

Gondoljuk most meg, mi kdvetkezik mindebbdl a fizika — konkrétebben a kinematika — szdmara.
Tekintslink két tomegpontot, amelyek az x-tengely mentén mozognak és abrazoljuk a mozgasukat
szokasos médon (1.abra):
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1.3bra
Melyik id6-tipusba tartozik a vizszintes tengelyen felvett id6?

A valaszhoz megint érdemes a vasuti kdzlekedéshez fordulni, mert a menetrend tulajdonképpen
ilyen grafikonok 6sszeségébdl all (2. dbra) .

A vizszintes tengelyen nyilvdn? az dllomésok érain mutatott id6t, vagyis a koordinataid6t értjiik, nem
a mozdonyvezet6k drainak mutatdallasat (a sajatidejiket).

At neve azért koordindtaids, mert éppen Ugy a koordinatak egyike, mint X,Y,Z.

A fizikdban sincs masképp. Gyakran kell egy grafikonon egyszerre dbrazolni tébb toémegpont palyajat,
amelyekben fogalmilag a koordinataid6 az, ami kdzos, ezért az id6tengelyen a koordinataidét kell
felmérnink3.

2 Csak (inerciarendszerben) nyugvé érékat lehet szinkronizalni. A mozdonyvezet8k sajatideje az draparadoxon
kovetkeztében (7. fejezet) automatikusan deszinkronizalédna.

3 Az nem lenne jé indoklés, hogy azért kell a koordinataid6t valasztanunk, mert a témegpontokon nincs éra.
Gondolatban ugyanis minden tomegponthoz hozzaerGsithetiink egy miniat(ir idealis érat, amely a témegpont
sajatidejét mutatja.



lp]

Lot}

ta te tc to

2.abra

Ahhoz, hogy a koordinataidé pontosabb definicidjat megadhassuk, érdemes meggondolni a
kovetkez6 példat is. Tegylk fel, hogy az dllomasokon folyamatosan mérik a h6mérsékletet. Ha arra
vagyunk kivancsiak, hogy mekkora volt a h6mérséklet a kiilonb6z6 dllomdasokon ugyanabban az
idépontban (mondjuk déli 12 érakor), akkor teljesen nyilvanvald, hogy idéponton nem érhetlink
mast, csakis koordinataidépontot: Azt az id6t, amit az dllomdasokon, a h6méré kozelében nyugvd
6rdk mutatnak.

Matematikai megfogalmazasban a mérendé hémérsékletek itt egy T(r,t) h6mérsékleti mezét
alkotnak, ezért ennek a példanak az altaldnos tanulsaga az, hogy a mezék esetében — amelyek az
hely és az id6 fliiggvényei — id6n mindig automatikusan koordinataidét értiink. Ez érvényes
természetesen az E(r, t), B(r,t) elektromos és magneses mezére is, amelyeknek ,,a hasaban”
mindig a t koordinataidé szerepel, és a Maxwell-egyenletekre is, amelyek koziil egyet felirunk csupan
példaként:

0B(r,t)

5% + rotE(r,t) = 0. (D

De ahhoz, hogy mindezt helyesen értsik, nyilvan tal kell [épniink a koordinataidének a

definicigjat.

Mindenekel6tt meg kell dllapitanunk, hogy a koordinataidét mutatd drdkat — a vasutallomasok
orditdl eltér6en — valdjaban csak elképzeljiik, altaldban ezek az érak ,nincsenek ott”: Roviden ezt ugy
fejezziik ki, hogy virtudlisak (de megengedjiik, hogy az dllomdsok drdihoz hasonldan realizdlhassunk
kozuluk annyit, amennyi sziikséges).

A koordinataid6 pontos fizikai definicidja ezek utan igy fogalmazhaté meg:
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A koordinataiddt a térben nyugvo slirlin szétszort helyesen
szinkronizalt idealis 6rak mutatnak, ha valéban ott volnanak.

A koordinataidGnek ilyen altaldanos definicidjat valdjaban nemcsak a mezék, hanem a tomegpontok
mozgasanak a leirasa is megkoveteli. Egy tomegpont trajektdridjat az

x=f®, y=g9®, z=h(®) (2)



egyenletekkel adjuk meg. Ez igy értendS: Amikor a tomegpont helyén |évé virtudlis 6ra mondjuk t=5
masodpercet mutat, akkor a témegpont éppen az x = f(5),y = g(5),z = h(5) pontban
tartézkodik.

A koordinataidd bekeretezett definicidjaban a , helyesen szinkronizdlt” jelz6 természetesen
magyarazatra szorul. A definiciénak ez a leglényegesebb eleme mdst jelent a newtoni fizikdban, mint
a relativitaselméletben.

A newtoni fizikdban a , helyes szinkronizalds” azt jelenti, hogy a koordinataid6t mutaté 6raknak
mindenitt ugyanazt az abszolut idét kell mutatniuk (a kezd6pont és az idGegység természetesen
Onkényesen valaszthatd). Arrdl, hogy ezen mi értendd, a Principidban a kévetkezé lakonikus
megdllapitast olvashatjuk:

Az abszolut, valdsdgos és matematikai id6 6nmagdban véve és Iényegének megfelel6en, minden
kiils6 vonatkozds nélkiil egyenletesen mulik®. ..

Ebbdl a definicidbdl egyaltalan nem deriil ki, hogyan kell (vagy lehet) a — newtoni feltevés szerint —
abszolut id6t mutatd orakat Ggy beallitani (szinkronizalni), hogy az id6szamitas kezd6pontja
mindenitt ugyanaz legyen. De ha valaki rdkérdezett volna, maga Newton és utddai biztosan azt
mondtak volna, hogy ez nagyon egyszer( dolog: Két (idealis) 6rat ugy szinkronizalunk egymassal,
hogy egy helyre vissziik Gket, azonos id6pontra allitjuk a mutatdikat, majd elvissziik 6ket oda, ahol
szlikség van rajuk. Mivel idedlisak, mozgatds kozben is az abszolut id6 ritmusaban jarnak, a
szinkronicitdsukat nem veszitik el. Err6l egyébként meg is gy6z6dhetiink gy, hogy kés6bb djra
0sszehozzuk 6ket egy helyen és tapasztalni fogjuk, hogy valtozatlanul ugyanazt az id6t mutatjak.
Orak halmazat valamilyen sorrendben paroként vagy egy csoportba gydijtve szinkronizalhatjuk 6ssze
egymassal.

Az abszolut id6t egyébként ugy képzelhetjiik el, mint egy tokéletlen GPS-t, amely masodpercenként
folyamatosan kiildi az id6jeleket, de nem kapcsol hozzajuk id6pontot.

Tudomdsom szerint Einstein el6tt explicite senkise taglalta ezt a szinkronizalasi eljarast, de
meggy6z6désem szerint azért nem, mert nyilvanvaldnak tekintették. Einstein volt az elsé, aki
észrevette, hogy itt lehet probléma.

A relativitdselmélet egy gyokeresen mas, de szintén egyértelm receptet ad arra, hogy mit kell
értenilink a koordinataid6t mutaté virtualis 6rdk helyes szinkronizaldsan. De ahhoz, hogy ezt
megyvilagithassuk, a problémat egy masik iranybdl, az elektrodinamikabdl kiindulva is meg kell
vizsgalnunk. Ezt a kévetkez6 fejezetben tessziik majd meg.

Ennek a fejezetnek a lezarasaként most mégegyszer 6sszefoglaljuk, mit értiink pontosan a kétfajta
idén:

1) Amit egy 6ra mutat, az az 6 sajatideje. Egy tomegpontnak is van sajatideje, amelyet a
gondolatban hozza erdsitett idedlis 6ra mutatna. A Fold felszinének egyes pontjain eltelt
sajatid6t az abban a pontban nyugvo (valdsagos vagy csak elképzelt) idedlis 6ra mutatja.

Ha két esemény kozott egy adott éran (vagy adott tomegponton) At sajatidé telik el, akkor
ez minden néz6pontbdl valtozatlanul maradd tény. Mdasképpen kifejezve ugyanezt: a sajatidé
intervallum invaridns.

4 Absolute, true and mathematical time, of itself, and from its own nature flows equably without regard to
anything external...



2) Akoordinataid6t mutatd 6rdk is a ,sajat sajatidejiiket” mutatjdk, de a koordinataidé Iényege
az, hogy ezek az egyedi sajatid6k valamilyen rendszeridébe illeszkednek, amely az 6rak
megfelel§ szinkronizdcidjanak a kovetkezménye. Két kiilonb6z6 helyen torténd pillanatszer(
esemény kozott eltelt At koordinataid§ intervallum fligg a szinkronizalas konkrét maédjatél
és ezért nem sziikségképpen invaridns.

A newtoni fizikdban nem kiilonboztették meg a koordinataidd intervallumot a sajatidé
intervallumtél. Mozogjon megint a tomegpont az

x=f@®), y=g0, z=h®

trajektdrian. Mennyi sajdtidé telik el a tomegponton azalatt a At = 3 masodpercnyi koordindtaidé
intervallum alatt, mikdzben a tomegpont az x = f(5),y = g(5),z = h(5) pontbdlaz x = f(8),y =
g(8),z = h(8) pontba ér? A newtoni fizika (és a naiv, dltalanos id6fogalom) alapjan nyilvan szintén 3
masodperc. Altaldban:

At = At. (newtoni) 3)

A newtoni szinkronizalasnal ugyanis kihasznaljuk, hogy az ideadlis érak jarasat a mozgatdsuk se
befolyasolja (ha ez nem lenne igy, akkor amikor az 6rdkat Gjra egy helyen gydijtjiik 6ssze, mar nem
jarnanak egymassal szinkronban).

Ez az egyenl8ség annyira mélyen beépllt a szemléletiinkbe, hogy nem is figyellink fel ra: A sajatidé
és a koordinataidé intervallum két egymastol kiilonb6z6 mddon értelmezett id6tartam, ezért a
fogalmukbdl egyaltaldn nem kovetkezik, hogy — amikor mindkettének van értelme, — egyenlének
kell lennitk egymassal.

A relativitdselmélet lényeges eleme a kétfajta idéfogalom vildgos megkiilbnbéztetése és a
kiilénboz6séglikbbl adodo lehetbségek kévetkezetes kihaszndldsa.

2. A relativitaselmélet elsé posztulatuma®

Einstein egy 1905 juniusi dolgozatban publikdlta a relativitadselméletet szinte teljesen kidolgozott
formaban. Inditsuk ezt a fejezetet azzal a példaval, amellyel Einstein vezette be ezt a munkajat a
dolgozatdnak a legelsé bekezdésében.

Mai sz6hasznalattal a mozgasi és a nyugalmi indukciét hasonlitotta 6ssze egymassal.
Képzeljiink el egy asztalon allé ridmagnest és a kozelében egy tekercset (ampermérével).

Nézzik el6sz0r azt az esetet, amikor a magnes nyugszik, a tekercs pedig konstans V sebességgel
mozog. A rudmagnes B magneses terében a tekercs minden (Q toltésl) vezetési elektronjara hat az
F = Q(V X B) Lorentz-er, amely az ampermérg altal jelzett (valtozd) aramot hoz létre a
tekercsben. Ez a jelenség a mozgdsi indukcid. Einstein hangsulyozza, hogy ekdzben elektromos mez6
seholse jon létre.

5 Hagyomanyosan ezt masodiknak szokték venni.



Tegylk fel most, hogy a tekercs nyugszik és a magnes mozog 6nmagaval parhuzamosan —V
sebességgel. A tekercsre Lorentz-eré most nem hat, mert nyugalomban van. A ¥ magneses fluxusa
azonban viltozik, ezért € = —W elektromotoros erd jon létre benne, amely dramot general, és az
ampermeérd szintén kileng. Ez a jelenség a nyugalmi indukcid, amely — mint Einstein szintén aldhlzza
— elektromos mez6 jelenlétének kdszonhetd.

Marmost a tapasztalat szerint az amperméré kilengése mindkét esetben ugyanolyan. Az egybeesés
magyardzata kézenfekvG: A két szitudcié csupan abban kiilonbozik egymastdl, hogy ugyanazt a
jelenséget elGszor a magnes, masodszor pedig a tekercs nyugalmi rendszerébdl vizsgaltuk (amelyeket
természetesen inerciarendszernek tekinthetiink). Mivel a galvanométer mutatéallasa objektiv tény,
amely nem fligghet a leirashoz valasztott koordinatarendszertdl (invarias), ezért nyilvanvald, hogy a
két — egyébként valdban kilonb6z6 — jelenségben ugyanolyan valtozé aramot kell mérniink.

Ez a magyardzat azonban elfogadhatatlan kévetkezményre vezet.

Ha ugyanis tényleg igaz lenne, hogy az elektromagnesesség torvényei minden inerciarendszerben
egyforman érvényesek, akkor a Maxwell-egyenletek is érvényesek lennének minden
inerciarendszerben. A Maxwell-egyenletekbél azonban kovetkezik, hogy a fény minden irdnyban
ugyanazzalac = 1/\/% sebességgel terjed. Ez azonban nyilvanvaléan ellentmond annak az
egyszerl szabdlynak, ahogy a sebességet kell atszamitani az egyik inerciarendszerbdél a hozza képest
mozgd masikba.

Einsteinnek azonban a bels6é meggy6z6dése azt diktalta, hogy a két inerciarendszer ekvivalenciajan
alapuld indoklds annyira természetes, hogy valahogy mégis igaznak kell lennie. De ha tényleg igy van,
akkor nem keriilhet6 el a kovetkeztetés: A fénynek minden inerciarendszerhez viszonyitva minden
iranyban ugyanazzal a c sebességgel kell terjednie, ellentmondva annak a jol ismert atszamitasi
eljdrasnak, amelyre az el6bb utaltunk.

A megvildgosodas pillanata Einstein szamdra minden valdszin(iség szerint az volt, amikor radébbent,
hogy a koordindtaidé és a sajatidd kiilbnbéz6sége (vagy — mdsképpen fogalmazva —a tdvoli 6rak
szinkronizdldsdnak , kibeszéletlensége”) lehet6vé teszi ennek az ellentmonddsnak a felolddsat.

Alighanem erre a pillanatra utal Jiirgen Neffe leirasa®:

Einstein egyiitt (ild6gélt bardtjaval és szabadalmi hivatali kollégdjdval, Michele Besséval.
Mint dltalaban, most is eqgy fizikai problémadrdl vitatkoztak. Nem akdrmilyen problémdardl,
hanem az egyik legjelentésebbrél: hogyan lehet lekiizdeni azokat az ellentmonddsokat,
amelyek az utébbi években alapjaiban rengették meg az uralkodo fizikai vildgképet? Ezzel a
kérdéssel a legkitlin6bb szakemberek sem tudtak megbirkozni — és most Einstein is
kapituldini késziilt: ,,Feladom” — kézélte bardtjaval.

Aztdn elj6tt az éjszaka. Hogyan télthette el Einstein az éjszakadt?... A Besséval folytatott
beszélgetés sordn torténnie kellett valaminek. Lehetséges, hogy bardtja adta a dénté tippet...

Reggel ujra taldlkozott Bessoval. ,,Még miel6tt egydltaldan (idvézélhettem volna — mondta
Besso —, Einstein elujsdgolta a nagyszert hirt: Hdla neked, teljes egészében megoldottam a

® Albert Einstein igaz torténete (Typotex, 2011), 171-172. oldal.



problémamat!” A megoldds csak néhdny évvel késébb kapta meg a végleges nevét, a
specidlis relativitdselméletet’.

Az Einstein-hdzaspdr szokatlan formdban (innepelte az 1905 juniusi dttérést. Leittak magukat
—ez az egyetlen ismert alkalom, amikor Einstein alkoholhoz nyult. Conrad Habicht térténelmi
kuridzumnak szamito képeslapot kapott: ,Ték részegen az asztal alatt heveriink mind a
ketten. Az On szegény farkcsontja [?] és felesége.”®

Mindenekel6tt vildgosan meg kell értentink, mit jelent az, hogy a fény minden inerciarendszerben
minden iranyban ugyanazzal a ¢ sebességgel terjed.

Képzeljiik el az egymashoz képest mozgd inerciarendszereket kiilonb6z6 sebességli zart vasuti
kocsikként. Foucault forgétiikros, vagy Fizeau forgdtdrcsas modszerével elvben mindegyikben

minden irdnyban meghatdrozhatjuk a fénysebességet, és minden esetben ugyanazt a c értéket
kapjuk eredménydil.

Sebességmérésrél 1évén szd az ilyen kisérletekben id6t is kell valahogy mérni, tehdat biztosan lesznek
(idealisnak feltételezett) érak a vasuti kocsikban. De se Foucault, se Fizeau kisérletében nem talalunk
6rdkat. Akkor hasznaltak egyetlen egy 6érat, amikor a tiikrot, ill. a fogazott tarcsat forgatdé motor
szogsebességét bekalibraltak. Az id6 tehat, amelyet ezekben a kisérletekben mérnek, egyértelmden
sajatidé. A koordinataidére jellemzé szinkronizalds ezekben a kisérletekben széba se johet.

A Foucault és a Fizeau kisérletben a tarcsa vagy a tiikor szdgsebességét kell meghatarozni, amit
egyetlen dora segitségével elegendGen hosszu ideig tartd méréssel tetszéleges pontossaggal el lehet
végezni®. Ennél sokkal nehezebb egy-egy pillanatszer(i esemény idépontjdnak a pontos
meghatarozasa. A 19. szazadban ezért nem végezhettek fénysebeség mérést ,direktben”, a sebesség
= ut/idé képlet alapjan. Gondolatkisérletben'® azonban ennek a képletnek a felhasznélaséaval a
Foucault és a Fizeau kisérletnél sokkal egyszer(ibben meg lehet mérni a fénysebességet két
tetsz6leges P, és P, pont kdzott mondjuk a P; — P, iranyban az Einstein-féle szinkronizdcids eljdrds
segitségével.

Helyezziink el egy-egy 6rat, O,-et és O0,-t, a két pontban. A t; pillanatban villantsunk fel egy izz6t a
P; pontban, amelynek a jelét P,-b6l egy tiikor visszaveri a P; felé. A visszatiikrozés pillanata legyen
t,, a visszatukrozott jel origdba érkezésének pillanata pedig t;. Mivel feltevésiink szerint a fény a

P; = P, irdnyban ugyanazzal a sebességgel halad, mint az ellenkez§ P, — P;iranyban, ezért az O,
akkor van helyesen szinkronizalva O;-el, amikor t, = (t; + t1)/2. Ha ennél kevesebbet vagy tobbet
mutat, akkor a sziikséges mértékben elGre vagy vissza kell allitani.

A két pont [ tdvolsaganak ismeretében ezutan Gjabb fényjeleket inditva, az [/ (t, — t,) képlet
segitségével (amelyben természetesen t; és t, a fényjel P;-beli inditdsanak és P,-be érkezésének

7 Az 1905 juniusi cikkben nincs egyetlen irodalmi hivatkozas sem, de a végén olvashatd ez a
koszonetnyilvanitas: , Befejezésiil megjegyzem, hogy baratom és kollégdm M. Besso kitarto segitétdarsam volt
az itt eléadott problémdk kidolgozdsdban és sok értékes észrevételt kiszénhetek neki.”

8 ). Neffe uo. 205. oldal. A kérd6jelet én tettem oda. Habicht Einstein kézeli baratja volt (hdrom évvel volt
id6sebb nala). Biztosan tudta, miért utalt magara Einstein ezzel a furcsa kifejezéssel.

9 A fordulatszam relativ hibdja a mérési idével forditottan aranyos: An/n = At/t.

10 1lyen kisérletek ma mar lehetségesek.



id6pontja a mar szinkronizalt érak alapjan) meghatdrozhatjuk a fény terjedési sebességét a két pont
kozott't. Ha minden inerciarendszerben barmely pontpar kéz6tt ugyanazt a ¢ értéket kapjuk, ezzel

A relativitaselmélet 1. posztulatuma:

Ha a fénysebességet megmérnénk minden inerciarendszerben minden iranyban,
akkor azt talalnank, hogy ugyanakkora és nem fiigg a fényforras sebességétdl.

igazoljuk Einstein hipotézisét: A fénysebesség tényleg minden inetrciarendszerben minden irdnyban
ugyanakkora. Ha ellenben a sebességértékek szornak, a hipotézist el kell vetniink.

Figyeljik meg jol: A két tdvoli 6ra szinkronizacidjan itt mar egydltaldn nem a newtoni eljarast értjik,
amelyben az érak mutatddllasat egy kozos helyen allitjdk be ugyanolyanra. A szinkronizaltsag
egyedli kritériuma az, hogy az [/ (t, — t;) képlet segitségével kiszdmitott fénysebesség legyen
egyenld a konstans c-vel.

* %k ¥

Elsé |atasra a fénysebesség allanddsdga a kiilonb6z6 sebességgel mozgd vasuti kocsikban nem is
tlinik olyan meglep6nek. Hiszen ha példaul ugyanolyan tipusu (nyugvd) pisztolybdl kil6tt golydk
sebességét hataroznank meg a fénysebesség helyett, ugyanezt az eredményt kapnank: A
pisztolygolyé mindegyik vasuti kocsiban (inerciarendszerben) ugyanazzal a sebességgel mozogna
minden iranyban.

Csakhogy a fény és a pisztolygolyé kozott van egy driasi kiilonbség! A pisztolygolyd sebessége fligg a
pisztoly sebességétél, mert a pisztolyhoz képest allandd. Ezért ugyanakkora a nyugvo fegyverbdl
kil6tt golyd sebessége minden vasuti kocsiban.

A Maxwell-egyenletek szerint a fénysebesség ezzel szemben fliggetlen a fényforras sebességétdl (ezt
laboratériumi és csillagaszati megfigyelések is alatamasztjak). Ez a tény 6sszhangban van azzal, hogy
ugyanezen egyenletek szerint a fény hulldmjelenség. A hulldmok ugyanis nem az Gket gerjesztd
forrdshoz, hanem a hulldamz6 kézeghez képest terjednek ugyanazzal a sebességgel*?. Noha a
fényhullamok esetében semmise utal ilyen kdzeg valésagos létezésére, Einstein el6tt mindenki dgy
gondolta, hogy hullamterjedés nem képzelhet6 el nélkile. Ez a hipotetikus kozeg volt az éter.

A fénysebesség allanddsaganak a feltételezése az inerciarendszereket realizalé vasuti kocsik
mindegyikében eszerint a pisztolygolyd (egy részecske) viselkedésére emlékeztet, a fényforras
sebességétdl vald fuiggetlenség viszont a hulldmokra jellemz8®. A két tulajdonsag szemléletileg
egyaltalan nem egyeztethetd 0ssze egymassal.

Ezeket a vasuti kocsikkal illusztralt megfigyeléseket valdjaban persze nem lehet elvégezni, mert
technikailag nem lehet Iétrehozni egymashoz képest elég gyorsan mozgo inerciarendszereket. Ezért
ahelyett, hogy ilyen kisérletekre buzditott volna, Einsteinnek posztuldatum formajaban kellett
kimondania a feltételezését:

11 Az oda-vissza Uton valéjdban méra ¢ = 21/(t; — t;) képletbdl is meg lehetne hatarozni a fénysebességet.
12 pgldaként gondoljunk a hangrobbandsra, amely akkor kévetkezik be, amikor a repiilégép atlépi a
hangsebességet, és az az oka, hogy a hanghullamok, amelyeknek a sebessége nem ng a replilégép
sebességével, 6sszetorlddnak.

13 Lehet, hogy maér ez a posztuldtum tartalmazza csirdjaban azt, amit ma réviden a fény kett8s (részecske és
hulldam) természetének neveziink. Einstein fénykvantumokat posztulald dolgozata egyébként fél évvel
megelGzte a relativitdselméletet.



3. A, helyes szinkronizalas” a relativitaselméletben

Ha a fénysebesség valdban minden inerciarendszerben minden iranyban ugyanazzal a c-vel egyenld,
akkor a koordinataid6t mutaté O(x, y, z) 6rdkat minden inerciarendszerben lehetséges és célszerdi
ugy szinkronizalni, hogy barmely P; és P, pont kdzott terjed6 fényjelre igaz legyen a

VO = x)2 + (¥ — y1)% + (25 — 27)? _
th—14

4)

egyenl8ség, amelyben t; a fényjel inditasanak pillanata a P;-beli, t, pedig az érkezésének pillanata a
P,-beli koordinataidét mutatd 6ran leolvasva.

Ehhez csupdn annyi sziikséges, hogy az inerciarendszerben ,szétszért” O(x, y, z) 6rakat ,,egyenként”
szinkronizaljuk az origdbeli (Py-beli) Oy = 0(0,0,0) 6raval az el6z6 fejezetben ismeretett Einstein-
féle eljaras segitségével. Ha ezt megtessziik, akkor (4) érvényes lesz minden olyan pontparra,
amelynek egyike az origo.

De érvényes lesz két tetszéleges pontparra is'*, mert a fénysebesség dllanddésdgdnak kévetkeztében
barmely P; és P, pontban nyugvd 01 = 0(xq,¥4,21) és O, = 0(xy, ya, Z,) Orapar is szinkronizalva
lesz egymdssal (ha azonban a fénysebesség nem lenne tényleg allandd, semmiféle szinkronizalassal
se lehetne ezt ,kikényszeriteni”).

Ezt igy lathatjuk be: A Py-ban és a P;-ben helyezziink el tikkroket ugy, hogy a P,-bél inditott fényjel a
P, —» Py = P; = P, zart kontdr mentén visszajusson P,-be. Az 1. posztulatum kodvetkeztében
nyilvan

Lo +log + 1z = c(tz — t3),

ahol t, és t; az 0, mutatddlldsa a fényjel inditasanak és érkezésének a pillanatdban (a kilonbségiik
tehat a koordinataid6tél fliggetlen sajdtidd). Ez az egyenlet atirhatod a kdvetkezd alakba:

lao + o1 + 11z = c[(tg — t3) + (t1 — to) + (tz — t1)].

A jobboldalon a t, és a t; az Oy as az O, mutatdallasa abban a pillanatban, amikor a fényjel a P, és a
P; pontban [évé tiikorrdl visszaverddik.

Az 0,-hoz tértént szinkronizacio kovetkeztében azonban I,y = c(ty — t,), valamint [y, =
c(ty — tg). Ezért az l;, = c(t; — t;) egyenlet is fennall, ami mutatja, hogy az 0, és az O, érapar
egymdssal is szinkronban jar.

Az altalanos gyakorlatot kdvetve a tovabbiakban t-n mindig az Einstein-féle , helyes” szinkronizalassal
értelmezett koordindtaid6t fogjuk érteni.

Foglalkozzunk most egy kicsit a koordinataid6t mutato virtualis dra-halmazok tulajdonsagaival.

14 Ld. Novobatzky Kéroly A relativitds elmélete (Tankdnyvkiadd, 1963) 19-20.oldal.
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A newtoni fizikdban éppugy, mint a relativitaselméletben, az egymdshoz képest mozgd
inerciarendszerek cipelik magukkal a bennik s(rlin széttelepitett virtualis 6rakat, amelyek a
koordinataid6t mutatjak.

A newtoni id6felfogas szerint a K’-ben és a K-ban az a két virtualis dra, amelyik éppen egymas felett
tartézkodik, mindig ugyanazt az id6t mutatjal®, mert, mint mar idéztiik, a Principia szerint ,,az
abszolut, valdsdgos és matematikai id6 6nmagdban véve és lényegének megfelel6en, minden kiilsé
vonatkozds nélkiil egyenletesen mulik”. Az einsteini szinkronizacié esetében ez nincs igy, a K-val, K’-
vel, K”’-vel stb. egyltt ,,utazd” virtualis 6rak kozil azok, amelyek éppen ugyanott vannak (,,fedik
egymast”), mind kilénb6z6 id6t mutatnak.

Kés6bb majd kissé részletesebben is leirjuk ezt a kiilonbséget, de azt hiszem, igazabdl lehetetlen
képzeletben egyszerre nyomon kévetni, hogy a K-ban nyugvd és a K’-ben utazé egymast éppen fedé
virtualis 6rak halmazan leolvashatd idé milyen viszonyban all egymassal. De erre nincs is sziikség,
mert ha tisztdban vagyunk a koordindataidd és a sajatidé fogalmaval, dltaldban egyszerd képletek
segitenek minden konkrét feladat megolddsdban. Lassunk is mindjart egyet!

3.4bra

Feladat: Egy V sebességgel mozgd | hosszisagu vasuti kocsi kozéppontjabdl fényjelet inditunk a
kocsi két vége felé, ahol azok egy-egy robbanast inicializalnak. Mennyi idé telik el a két robbanas
kozott a vonat K’ és a palyatest K vonatkoztatasi rendszerében?

15 Az a kijelentés azonban, hogy pl. a K-n belili virtudlis 6rak egyszerre mind ugyanazt az id6t mutatjik, csak a
newtoni fizika abszolut id6felfogdsa alapjan értelmes. A relativitdselméletben azonban tautoldgia, mert az
,egyszerre” jelz6 éppen a virtualis 6rak altal definialt egyidejliséget jelenti.
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A K’-ben a robbanasok nyilvan egyidejlek (At’ = 0), mert a fénysebesség K’-ben (is) mindkét
iranyban ugyanaz a ¢, és a fényfelvillanas a vonat kézepén tortént.

Ha azonban a K-bdl szemléljik az eseményeket akkor a kovetkez6t 1atjuk (3. abra). A vonat eleje V
sebességgel rohan az el6re mend fényjel eldl, a vége pedig V sebességgel kozeledik a hatrafele
mozgo fényjel felé. Mivel a fénysebesség fliggetlen a fényforrds sebességétdl, a fényjel K-ban is ¢
mindkét iranyban, ezért a vonat eleje és a fényjel kozotti tavolsag (c-V) sebességgel, a vonat vége és
a fényjel kozotti tavolsag pedig (c+V) sebességgel csokken. Ha a mozgo vonat hossza [, akkor ennek
alapjan a fényjel

/2 /2
t,=—— és t,=—— 5
¢ c-V Voc+V ®)
koordinataidd alatt éri el a vonat elejét és végét. Ebbdl pedig az kdvetkezik, hogy a palyatest
nyugalmi rendszerében a két robbands kozott
l- V/ 5
Atzte—tvazc (6)
1- /C2

szekundum telik el Ugy, hogy a vonat elején torténik a robbands kés6bb. Ez a At nyilvan
koordinataidé kiilonbség, hiszen a t,x koordinatasikon felrajzolt palyak tulajdonsaga. De vajon
mekkora At sajatidé telik el a két robbanas kozott?

Ez a kérdés azonban igy nincs j6l feltéve, mert két esemény kdzotti sajatidének csak egy olyan
Ordhoz viszonyitva van értelme, amely mindkét esemény kozvetlen kdzelében tartézkodik. Vagy
egyszerlibben fogalmazva: Csak egy adott testen torténd pillanatszer(i esemény parhoz tartozik
hatdrozott sajatidé.

A vasuti kocsi K’ nyugalmi rendszerében azonban a két robbanas egyidejl, az 6ranak, amelyen le
lehetne olvasni a kdzottik eltelt sajatid6t, végtelen sebességgel kellene mozognia. llyen 6ra pedig
nyilvdn nem létezik.

A K-bdl nézve azonban a robbanasok nem egy idépillanatban torténnek, ezért tulajdonképpen el
lehetne képzelni egy 6rat, amely pont olyan sebességgel mozog, hogy ott legyen mindkét robbanas
helyszinén. De mivel a K és a K’ két egyenértékii inerciarendszer, ilyen éra se |étezhet.

Ahhoz, hogy tisztabban lassuk, mirdl is van szd, szamitsuk ki, milyen U sebességgel kellene mozognia
az emlitett éranak K-hoz viszonyitva.

Ha K-ban a két robbanas Ax tavolsagra térténik egymastdl, akkor nyilvan U = Ax/At. A At-t a (6)-
ban mar megtalaltuk, és teljesen hasonldan lehet kiszamitani Ax-et is (Id. a 3.abrat):

Ax=c-(t, +t,) = L2 + V2 _ l @)
PO m O eV T ey ) T v
c
A (6) és a (7) alapjan:
U_Ax_02 o
AtV ®)

Mdrmost a vonat V sebességérdl hallgatdlagosan feltettiik, hogy kisebb a fénysebességnél, kiilonben
a mozgasiranyban haladé fényjel sohase érné el a vonat elejét. Ennek kovetkeztében U > c. A vonat
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nyugalmi rendszerében (V=0) U = oo, és az nyilvdnvald, hogy ilyen éra nem létezik. De akkor az
inerciarendszerek ekvivalencidja kovetkeztében olyan éra se létezhet, amelyik a fénynél gyorsabban
mozog.

Ez a meggondolds elég egyértelm(ien arra kotelez, hogy ezt a kikotést vegylik figyelembe az 1.
posztulatumban:

Kiegészités az 1. posztulatumhoz:

Semmilyen test se mozoghat és semmilyen hatas se terjedhet a
fénynél gyorsabban

A posztuldtumnak a hatasok terjedésére vonatkozo kiterjesztését példaul a szilard testekben terjedd
rugalmas gerjesztésekre a ,vonat-alagut” paradoxonnal lehet megindokolni (Id. a Fliiggeléket).

X

A

“A megfigyeld helyzete

4.3bra

Azt a kérdéskomplexumot, amelyet most analizaltunk, réviden az egyidejiiség relativitdsdnak hivjak.
igy foglalhatjuk dssze: Két tavoli esemény egyidejliségét nem értelmezhetjiik az abszolut idSben
elfoglalt azonos helyként, mert az abszolut id6 fogalma Ures. De lehetséges és célszer( a
fénysebesség allanddsdgara alapozott koordinataidé egyenléségeként értelmezni. Az igy értelmezett
egyidejlség azonban relativ, mert ha valamelyik inerciarendszerben a két esemény egyideji (At=0),
akkor az ehhez képest mozgd inerciarendszerekben mar nem lesznek egyidejliek (At #0): Lesz olyan
inerciarendszer, amelyben At > 0, és olyan is, amelyben At < 0. Ez azonban csak akkor okozna
problémat, ha egy mozgd dra segitségével meg lehetne hatarozni a két esemény valédi sorrendjét.
De ennek az éranak a fénynél gyorsabban kellene mozognia, ami a (kiegészitett) 1. posztulatum
szerint nem lehetséges. Az ilyen tipusu eseményparokat, amelyeknek az id6beli sorrendje
hatérozatlan, térszeriieknek hivjuk®®.

Térjunk még vissza a (6) képletre és mutassuk meg, hogy ez egy kisérletileg elvben ellenérizhetd
Osszefliggés. A fénysebesség mérésérél mar szo volt, ez tehat ismert. A baloldali At mérése

16 A fényjellel 6sszekdthetd eseményparokat fényszeriinek, a fénynél lassabban mozgd testekkel (pl. érakkal)
Osszekothetbket pedig iddszerlieknek nevezzik. Az ilyen eseményparok id6beli sorrendje egyértelm(i.
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érdekében strin el kell helyezniink valésagos koordinataid6t mutaté orakat, amelyek kozil az
egyiket kivalasztjuk és fényjelek segitségével ahhoz szinkronizaljuk a tébbit. Ezutana t,, at, ésaV is
megmeérhetd. De hogyan lehet megmérni egy mozgasban lévé vasuti kocsi [ hosszisagat? Az eljaras
nagyon egyszer(: Meg kell mérniink, mekkora At id6 alatt haladt el egy nyugvé megfigyel6 mellett,
és ezt a sajatid6t meg kell szoroznunk a vonat V sebességével: llyen tavolsagra lesz ugyanis a vonat
eleje a kivdlasztott 6ratél abban a t pillanatban, amikor a vége elhalad az 6ra mellett (Id. a 4. dbrat).

=V -At=V-At (9)

* %%

Az egyidejlség relativitasanak van egy katasztrofalis kovetkezménye: A newtoni fizika sikeragazata,
az égi mechanika alél kirantja a talajt.

Egy kettds csillag mozgdsat meghatarozé Newton-egyenletek egyike

" Gm
"0 = ey (2O ~T®),

Az egyenlet szerint az 1. csillagra hato er6t a 2. csillag helyzete hatarozza meg ugyanabban a
pillanatban (tavolhatas). Az egyidejliség relativitasa kbvetkeztében a relativitdselméletben ez az
egyenlet biztosan nem tarthaté.

A megoldas utjat az elektrodinamika mutatja meg, amelyben ez a probléma nem Iép fel, mert a t-
ben egy ponttoltésre hatd erét a téltés helyén 1évé elektromos és magneses mezd t-beli értéke
hatérozza meg (kézelhatds), és két ugyanazon a helyen térténd esemény?’ egyidejlisége invarians.

Az altaldnos relativitaselmélettel Einstein a gravitacios kdlcsonhatas problémajat hasonlé médon
oldotta meg, mert ebben az elméletben a gravitacié az elektrodinamikahoz hasonléan
kozelhatasként jelenik meg.

4. A relativitaselmélet masodik posztulatuma

Tekintsiik at a helyzetet! Mit tudunk? A tapasztalat szerint (1. posztuldtum) a fény minden
inerciarendszerben minden irdanyban ugyanazzal a c sebességgel terjed. Ez a tény lehet6vé és
célszer(ivé teszi a koordinataidd einsteini megvalasztasat (szinkronizaldsi médjat), amely szerint a
fénysugarak egyenlete minden inerciarendszerben x=ct, vagy altalanosabban

x=lct+x, y=mect+y z=n-ct+z @C+mitni=1),
ahol ,m,n a fénysugdr irdnykoszinuszai.

Ezzel elhdrul az akaddly azel6tt, hogy a Maxwell-egyenletek minden inerciarendszerben azonos
alakuak legyenek, hiszen nem keriliink ellentmondasba az egyenleteknek azzal a kévetkezményével,
hogy a fény minden irdnyban c sebességgel terjed. Az (1)-ben példaként felirt Maxwell-egyenletet
tehat igy egészithetjik ki:

0B (r,t) JdB'(r',t"

K 5% +rotE(r,t) =0 K': 5 + rotE'(r',t') = 0. (10)

Ezt a kapcsolatot fejezi ki a 2. posztulatum altalanos formaban:

17 A két esemény a ponttdltés és az elektromos mez§ ottléte.
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A relativitaselmélet 2. posztulatuma:

A fizika torvényei minden inerciarendszerben azonos
alakban érvényesek.

Einstein indukcids gondolatkisérletében ezzel értelmessé valik, hogy mindkét médszerrel ugyanazt az
elektromotoros er6t kapjuk a vezetGben, hiszen ugyanazokat a Maxwell-egyenleteket
alkalmazhatjuk akdr a magnes, akar a tekercs nyugalmi rendszerében (mert mindkett6
inerciarendszer), és a miszer kitérése invarians. Ez a gondolatkisérlet arra is ravilagit, hogy az E, B
térmennyiségek valtoznak, amikor egyik inerciarendszerrél egy masikra tériink at (a magnes
nyugalmi rendszerében E = 0, a tekercsében E + 0). A térmennyiségek pontos transzformacios

szabalyat Einstein mar az elsé cikkében megtalalta®. Az #,t — 1/, t" dtszdmités a Lorentz-
transzformacio segitségével torténik, amelyet majd a 14. fejezetben targyalunk.

Fontos megjegyzés a két posztulatum viszonyarél:

Kérdés: A 2. posztulatumbdl kovetkezik, hogy a Maxwell-egyenletek minden inerciarendszerben
egyforman érvényesek, tehat a fénysebesség minden inerciarendszerben minden irdnyban c-vel
egyenl6. Miért van akkor sziikség az 1. posztuldtumra, amely ugyanezt mondja ki?

Valasz: Az 1. posztulatum leszégez egy tapasztalati tényt, amely figgetlen attél, hogy képesek
vagyunk-e azt elméletileg értelmezni. A fénysebesség tapasztalati dllanddsagat Einstein — neves
kortarsaival, H. Lorentz-cel, M. Abraham-mal ellentétben — nem megmagyarazni akarta, hanem
olyan utmutatdsként fogta fel, amely ravilagit a sajatid6 és a koordinataidé kiilonboz6ségére. Ez a
megkilonboztetés tette lehet6vé, hogy a relativitaselmélettel Maxwell elektrodinamikajanak olyan
értelmezését adja, amely 6sszhangban van az mind a fénysebesség allanddsagaval, mind pedig az
inerciarendszerek egyenértéklségével, és nagyszamu — sok esetben meglep6 — predikcidra képes. A
2. posztulatum tehat a tapasztalatra vonatkozd 1. posztuldtumra alapozott elméleti d/taldnositds,
amely sziikségképpen tartalmazza az 1. posztulatum allitasat is.

5. A sajatidé és a koordinataidd kapcsolata

Ezt a kapcsolatot az optikai Doppler-effektus felhasznaldsaval fogjuk megallapitani. Célszer( lesz ugy
képzelni, hogy az add szabdlyos id6k6zonként éles fényimpulzusokat indit a vevé felé, amely
egyenletes sebességgel mozog. A Doppler-effektus abban 3ll, hogy két egymas utani impulzus kozott
kiilonboz6 id6 telik el a vevén, mint az addn (nagyobb, ha tavolodnak egymastél, kisebb, ha
kozelednek egymashoz).

Doppler ardnynak (DA) a vevé altal észlelt és az add altal kibocsatott két egymas utani jel kozott
eltelt id6 aranyat nevezziik:

A VEVO ALTAL ESZLELT JELEK KOZOTTI IDO
AZ ADO ALTAL KIBOCSATOTT JELEK KOZOTTI IDO

18 Maxwell és Lorentz a térmennyiségek transzformaciéjat csak pontatlanul ismerte.
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Szamitsuk ki DA-t az add nyugalmi rendszerében, amelyben a vevé sebessége v<c (5.abra).

Ha a vev6 nyugodna, akkor At,, egyenl6 lenne At -val. De két jel kdzott v - At,,-vel tdvolabb keril az
adotol, ezért

v
At, = At, + EAt”’ (11)
azaz
At, 1 12)
Ata - 1- U/C.

fényimpulzusok

Nyugszik
5.abra

Az adé altal kibocsatott At,, és a vevs altal észlelt At,, azért koordindtaidé kiillonbség két egymas
utani jel kozott, mert a (11) egyenlet az add, a vevé és a fényjelek palyait dbrazold grafikonon a
megfelel6 metszéspontok vizszintes tavolsagara vonatkozik (6.4bra):

A B C D ADO PALYAJA

6.4bra

A DA szamlaléjaban és nevezbjében azonban nem ezek a koordinataidé kiilonbségek, hanem a nekik

megfelel6 sajdtidd kiilonbségek szerepelnek, amelyeket az adéhoz és a vev6hoz tartozé éra mutat:

_ Ar,
Az,

DA (13)

A Doppler-arany kiszamitdsdhoz tehat ismerniink kellene a koordinataidé és a sajatid6 kapcsolatat,
vagyis a AT = F(At, v, ¢) képletben szerepld F fliggvényt. Az F-nek sec dimenziéjunak kell lennie, ami

2
csak ugy lehetséges, ha F aranyos At-vel, az aranyossagi tényez6 pedig a V /cz tort fuggvénye:
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2
v
At = F(At,v,c) = ® (C—z) - At. (14)
A nyugvo 6rara At = At, ezért ®(0) = 1, és mivel a kétfajta id§ kapcsolata nem fiigghet a mozgas
irdnyatdl, ezért @ csak a sebesség négyzetét tartalmazhatja.
Helyettesitslk ezt a képletet (13)-ba:
o (%) a
DA = Ar, T\cZ ty _ v?\ At, o v? 1 (15)
T Aty ®(0)-At,  \c2) At, \c2) 1-V/.°

A @ egyvaltozés fliggvényt azonban nem ismerjik, de kiszamithatjuk, ha DA képletét a vevd
nyugalmi rendszerében is felirjuk és egyenlitjiik (15)-tel. Mivel a fénysebesség a vevé nyugalmi
rendszerében is ugyanazzal a c-vel egyenld, mint az addéban, ezért a vevs nyugalmi rendszerében

v
At, = At, + EAta' (16)
és innen
At,
—=14Y/.. 17
=1t (17)

Ez az 6sszefliggés az aldbbi dbra alapjan is megkaphato, ezért ez is koordinataidére vonatkozik:

C D
/ P2 z z
7 F g i / VEVO PALYAJA
/ / ’ ’ S
/I ’ ’ ’ ;A
! [ : ! 'S AB=At
; / / ’ ; Q =At,
/ 4 ! 3 I & CD=At,

7.4bra
Ekkor tehat
At d(0) - At 1 At 1
DA=A"= (vz) LA 2 -ﬁ=—v2 “(14Y/0). (18)
oefl) e o(z) M o(F)
c c c

A (15) és a (18) egyenlitésébdl megkapjuk a

b= |1- 1’2/C2 (19)
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fuggvényt, amelynek segitségével a DA akar (15)-bél, akar (18)-bdl kiszdmithato™®:

1+Y/¢
DA = |———. 20
De most igazabdl nem is a DA, hanem a koordinataidé és a sajatidé kapcsolata az ami érdekel. A (14)
és a (19) alapjan ez a kdvetkez6:

At =At- |1- UZ/CZ (21)

Mint Iatni fogjuk, egyediil ebbdl az egyenletbdl mar kdvetkezik a relativitdselmélet 6sszes nevezetes
kinematikai kovetkezménye a Lorentz-transzformaciot is beleértve. A (21) levezetésében a Doppler-
effektus hatékonysaganak az a magyarazata, hogy a koordinataidé és a sajatid6 fogalmi
megkilonboztetésén kiviil csupan azt kellett kihasznalni, hogy a fénysebesség mind az add, mind a
vevd nyugalmi rendszerében ugyanakkora. Ez a feltevés viszi be implicite a gondolatmenetbe az
Einstein-szinkronizalast.

6. A sebesség transzformacioja

A 2. fejezetben a fénysebesség allanddsagaval (az 1. posztulatummal) kapcsolatban azt mondottuk,
hogy , ez képtelenség, mert nyilvanvalé ellentmonddasban van a sebességnek azzal az alapvetd
tulajdonsagaval hogy megvaltozik, amikor egy vonatkoztatasi rendszerrél egy hozza képest mozgd
madsik vonatkoztatasi rendszerre tériink at”. De azon a bizonyos kritikus éjszakan Einstein felismerte,
hogy ,,a koordindtaidd és a sajatid6 kilonbozEsége lehet6vé teszi ennek az ellentmondasnak a
feloldasat”. A Doppler-effektus lehet6séget nyujt ennek a sejtésnek a nagyon egyszer( igazoldsara is.

A relativ sebesség fogalma szerint a vevé relativ sebességén az adéhoz képest a vevének az add
nyugalmi rendszerében mért sebességét értjik. Ezt jel6ltiik v-vel. Hasonldan, az add relativ
sebessége a vev6hoz képest —v -vel egyenl6. A DA invaridns, akdrmelyik vonatkoztatdsi rendszerbdl
nézve hatarozzuk meg az értékét, ugyanazt kell kapnunk. Ebbél a kovetelménybdl kiindulva kaptuk
meg (21)-t.

Ha a DA-t az x-tengely mentén tetszGleges sebességgel mozgd vonatkoztatdsi rendszerben szamitjuk
ki és az eredményt egyenlitjik (20)-szal, akkor leolvashatjuk, hogyan kell a relativitdselmélet szerint
a sebességet atszamitani az egymashoz képest kollinearisan mozgd vonatkoztatasi rendszerek
kozott.

Tekintsiik azt a (balra mozgd) K vonatkoztatasi rendszert, amelyben az add és a vevd sebessége 0 <
v, < v, < c. Ekkor, mivel az adé v, sebességgel kézeledik a vev6hoz a vevl pedig v, sebességgel
tavolodik t6le , (11) és (16) analogonja a kdvetkez6:

At = v, vy,
ty = Atg = — At +—At, (22)

ahonnan®

1% A Doppler-effektust inkdbb a frekvencidk hanyadosdaval szokas jellemezni, ami a (20) inverze.
20 A vevd nyugalmi rendszerében v, = 0, v, = —v, ezért visszakapjuk (17)-t.
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At, 1-"2/c

— = (23)
Aty 1"/,

Ennek kovetkeztében

v, (580 1=, e, JO+H0-"0)
DA:AT = 2 = (24)
R e A

Ha a gyokjel alatti szorzasokat elvégezziik és a szamlalét és a nevezG6t (1 -V a/cz)—tel

végigosztjuk, akkor pontosan a (20) képletre jutunk, amelyben

Uy — Vg
V=——7"37—".
1— VyUq

cz

Mivel a (20)-ban a v a vevd relativ sebessége az addhoz képest, ezért ez a formula a relativ sebesség
altaldnos képlete.

A sebességbsszeadds képletét ennek atrendezésével kapjuk:

v+ v,
VU, = ———
v,
1+—= a
Ezzel a képlettel lehet kiszdmitani a vev6 sebességét K-ban, amikor ismerjik az adé sebességét K-ban
és a vevd relativ sebességét az adéhoz képest.

A fenti képletek természetesen nem kétédnek a Doppler-effektushoz, ezért célszer(i semlegesebb
jelolésekkel is felirni 6ket. Tegyik fel, hogy a K’ inerciarendszer V sebességgel mozog K-hoz képest,
és tekintsiink egy tdmegpontot, amelynek relativ sebessége K-hoz és K’-hoz képest v-vel és v'-vel
egyenlé (v » v',v, » V,v, - v). Akkor

, v=V v'+V 25)
v = ; V=——e.
v/’ v'V
e I+

Miért killonbbznek ezek a képletek newtoniv’' = v —V ésv = v’ + V megfelel§ikts1*, amelyek
(25)-b6l a ¢ — oo hataresetben kaphaték meg? Azért, mert a K nyugvo és a K’ mozgd
inerciarendszerben a koordinataidé masképpen telik, és a sebességet mindig annak a vonatkoztatasi
rendszernek a koordinataideje alapjan kell érteni, amelyhez viszonyitjuk.

Tegylik fel most, hogy a témegpont helyett fényjel terjed K-ban: v = c. A (25) elsé egyenlete alapjan
ekkor a fényjel K’-hoz viszonyitott v’ sebessége is c-vel egyenld, akarmilyen V sebességgel mozog is
K’ a K-hoz képest. Es ezt, mint latjuk, valdban a sajatidé és a koordinataidé megkiilonboztetése teszi
lehet6vé.

21 Megjegyezziik, hogy ha v, és v, két test sebessége egy adott K vonatkoztatasi rendszerhez képest, akkor

v, — v, a két test tdvolsagdnak valtozasi iteme K-ban mind a newtoni fizika, mind a relativitdselmélet szerint.
Fogalmilag ez nagyon mas, mint az egyik test relativ sebessége a masikhoz képest, de a newtoni fizikdban a
tavolsag valtozasi Giteme és a relativ sebesség numerikusan egyenl6 egymassal. A relativitaselméletben nem ez
a helyzet.
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7. Az id6dilatacio

A (3)-t helyettesits (21) szerint egy konstans V sebességgel mozgd tomegponton (6ran) a sajatidé
lassabban telik (,megnyulik”, ,dilatal”), mint a koordinataidé. Ha specidlisan a témegpont
trajektoridja x = Vt, akkor az x; = Vt; és a kés6bbi x, = Vt, pontok kdzott az 6ran eltelt At
sajatidé kisebb, mint At = t, — t;. Ez a jelenség az idddilatdcio.

Mindenekel6tt vizsgaljuk meg, mi kdvetkezik ebbdl a koordinataidét mutatd virtualis érakra nézve.
Tekintslik a K’ koordinatarendszert, amely konstans V sebességgel mozog a nyugvod K-hoz képest a
kozos X-tengely mentén. Mindkett6 ,tele van szérva” virtualis orakkal, amelyek a t’, illetve a t
koordinataid6t mutatjak. Szemeljlink ki egy K’-beli ¢ ’ virtualis 6rat, amely ,a kivalasztas
pillanatdban” éppen annyi id6t mutat, mint a vele fedésben Iév6 K-beli dra. Azt fogjuk tapasztalni,
hogy a mozgasa sordn az ¢’-n leolvashaté id6 az id6dilatacio kovetkeztében fokozatosan lemarad a
vele éppen fedésben 1évé K-beli virtualis 6rakon leolvashatd id6hoz képest. Mivel azonban a K és a K’
két egyenérték( inerciarendszer, ugyanezt fogjuk tapasztalni akkor is, ha egy K-ban nyugvé ¢
mutatéallasat vetjik 6ssze azoknak a K’-beli virtudlis draknak a mutatdallasaval, amelyek mellett
éppen elhalad.

Az egymashoz képest mozgd koordinatarendszerekhez tartozé virtualis 6raknak ezek a paradoxalis
tulajdonsagai logikailag egyaltaldan nem mondanak ellent egymasnak, de képzeletben egyidejlileg
szemlélni (kovetni) 6ket — ez biztosan kivil esik az atlagember szellemi képességeinek a hatardn.

* k¥

A newtoni fizikdban a Doppler-effektus oka az add és a vev6 kozotti tavolsag folyamatos valtozasa
(longitudindlis Doppler-effektus). A relativitaselméletben ehhez hozzajon még az idédilatacié hatdsa.
Az idédilatacié kovetkeztében azonban akkor is fellép Doppler-effektus, amikor a vevé korpalyan
kering (egyenletes v sebességgel) az ado koril, és igy a tdvolsag egyaltalan nem valtozik kozottik
(tranzverzdlis Doppler-effektus). Ekkor At, = At, és*

172
o= |- At 2
AT, <c2> v v 2
DA = =7 ___—¢(=|=[1-Y/,. 26
At, ~ ®(0)-At, c? /2 (26)

* %k ¥

IdGdilatacid valtozo sebességl mozgasoknal is fellép. A (¢, t + dt) infinitezimalis koordinataidé
intervallumban v(t) sebességgel mozgd test sajatidejének megndvekedése a (21) alapjan

ar=ae- 1V (27)

Az draparadoxon (vagy ikerparadoxon) ennek a képletnek a kévetkezménye (8.abra).

-tel egyenlé.

Tekintslk az €, és az ¢, 6rat, amelyek a t; pillanat el6tt és a késGbbi t, utan egy inerciarendszerben
egymas mellett az X=0 pontban tartézkodnak és a t; id6pont elétt szinkronban jarnak. A két id6pont
kozott az @, ,,utazasra indul” az X = x(t) trajektorian, amelyen a sebessége x(t) = v(t). A (27)
alapjan az utazdsa alatt

22 Ez a képlet (28)-bdl kdévetkezik, mert egyenletes kérmozgésnél a v(t) = v = konstans.
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X
O,
—_— t
8.abra
t2 t2
2
At, = f dr, = f de- [1-7"®) (28)

sajatidd telik el rajta. Az ¢s-n, amely a (t,, t,) intervallumban nyugalomban maradt, ezalatt nyilvan
Aty =ty — t; sajatidé telt el. Mivel

t2 tz tZ
2
ATa:deazfdt' ,1—v(t)/cz<fdt:t2_t1=ATb' (29)
t1 ty ty

ezért a t, utdn, amikor mar Ujra azonos ritmusban jarnak, nem lesznek szinkronban egymassal,
hanem €, késni fog ¢i-hez képest. Ez a jelenség az éraparadoxon.

Altalanos kovetkeztetés: Ha két adott eseményt tébb kiilldnb6z8 palyan haladé éra is érint, akkor az
események kozott ezek altaldban kiilonbo6z6 sajatid6 kiilonbséget mérnek. A sajatidd kiilonbség azon
az 6ran a leghosszabb, amelyik a két esemény kozo6tt nem szenvedett gyorsulast.

* k¥

A koordinataid6t mutatd (virtualis) érak newtoni szinkronizacidja, amelyet a 4. oldalon targyaltunk,
az éraparadoxon kovetkeztében még idedlis 6rakkal se valdsithaté meg: Az egy helyen
szinkrononizalt 6rak ugyanis a kihelyezésiik kozben deszinkronizalédnak, vagy ha a mar kihelyezett
ordkat egy standard érahoz igazitjuk, a standard éra jarasa valtozik meg a koriilhordas soran. Az
einsteini szinkronizaciénal ez a veszély nem fenyeget, mert az 6rakat a kihelyezésik utdn
szinkronizaljuk fényjelekkel.

8. A Lorentz-kontrakcio

A 3. fejezetben lattuk, hogyan lehet egy mozgd vonat hosszat megmérni. Egy toltésen alld
megfigyel6nek meg kell mérnie, mekkora At id6 alatt halad el elGtte a vonat. Ezutanazl =V - At
képlet segitségével konnyen kiszamithatja a mozgasban lévé vonat hosszat.

A vonatban? (il6k ekézben azt I4tjak, hogy a palyatesten all6 megfigyel8 megjelenik a vonat elején
és V sebességgel mozog a vonathoz képest mindaddig, amig a vonat végén el nem tinik. Ha az X’-
tengelyt Ugy veszik f6l, hogy a pozitiv irany rajta megegyezzen a menetirdnnyal, akkor a megfigyel6
palyajat a 9.4bra grafikonja mutatja.

A grafikonon [, a vasuti kocsi hossza, amit az utasok méterrdd segitségével allapitanak meg, a At’

23 Az egyszer(iség kedvéért ugy képzeljiik, hogy a vonat egyetlen hosszi motorkocsibdl all.
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0 At’
9.4bra

pedig az a koordinataidd intervallum, amely alatt a megfigyeld a kocsi mellett elhalad, és amelyet az
utasok elvben a kocsiban s(ir(in elhelyezett helyesen szinkronizalt virtudlis érakrdl olvasnak le.

Semmi okunk sincs eleve feltételezni, hogy [, = L. Nem is egyenlSk egymassal, mert

I=V-At=V-At" /1—V2/cz=lo- /1—V2/Cz (30)

Felhasznaltuk (21)-t és azt, hogy a 9.4bra alapjan [, = V - At'.

A (30) szerint a vonat hossza révidebb abbdl az inerciarendszerbdl nézve, amelyhez képest mozog,
mint ahhoz képest, amelyben nyugszik. Ez a jelenség a Lorentz-kontrakcid, amelyet az egyidejliség
relativitasa tesz lehet6vé: Azzal a pillanattal, amikor a vonat végpontja elhalad a vonat hosszat mérg
megfigyel6 mellett (Id. a 4.3brat), a kiilonbo6z6 inerciarendszerekben mas és mas idépillanat egyidejd
a vonat elejének a palyajan.

* %k %

A mozgasra merbleges méretek (a vonat magassaga és szélessége) nem valtoznak a kilonb6z6
sebességgel mozgd inerciarendszerekhez képest. Képzeljiink el egy kaput, amelynek a bels§ méretei
majdnem pontosan megegyeznek a nyugvd vonat magassagaval és szélességével agy, hogy az allé
vonat éppen elfér benne. Ha a mozgd testek tranzverzdlis méretei valtoznanak — mondjuk
kontrahalédnanak —, akkor a kapu nyugalmi rendszerébdl nézve a mozgd vonat kénnyen
athaladhatna a kapun, a vonat nyugalmi rendszerébél nézve azonban a kapu belelitk6zne a vonatba,
ezért a két inerciarendszer nem lenne egyenértékl egymassal. Az inerciarendszerek ekvivalencidja
tehat megkoveteli, hogy a tranzverzalis méretek ne valtozzanak, amikor kiilonb6z6
inerciarendszerekre vonatkoztatjuk Gket.

Egy majdnem ugyanilyen paradoxon azonban a Lorentz-kontrakcidval kapcsolatban is
megfogalmazhatd. Képzeljiink el egy alagutat, amelyik pontosan ugyanolyan hosszd, mint egy vasuti
szerelvény nyugalmi hossza. Ebben az esetben az alagut nyugalmi rendszerébdl nézve a mozgd
vonat egy idGre teljesen eltlinik az alagutban, a vonat nyugalmi rendszerében viszont legalabb az
egyik vége mindig kilég bel6le. Miért nem tekintjik ezeket is egymasnak ellentmondd
eseményeknek, amelynek alapjan a Lorentz-kontrakciot is el kellene vetniink?

A ,tranzverzalis kontrakcid” a két egymdshoz képest egyenletes mozgast végz6 inerciarendszerbdl
nézve két egymastdl teljesen kiilonb6z6 eseményldncot inditana be. Ebbdl az kbvetkezne, hogy a két
inerciarendszer nem egyenértéki egymdssal. Ha tehat ezt az ekvivalenciat fenn kivanjuk tartani, fel
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kell tételezniink, hogy a Lorentz-kontrakcidénak a tranzverzalis irdnyd méretek vonatkozasaban nincs
analogonja.

A Lorentz-kontrakcidval kapcsolatos ,vonat-alagut” paradoxon?* azonban csupan az egyidejiiség
relativitdsanak egy specidlis kovetkezménye, nem jar egyiitt két kilonb6z6 eseménylanc
beinditasaval, amikor az alagut vagy a vonat nyugalmi rendszerébél szemléljik, ezért éppugy
Osszefér az inerciarendszerek ekvivalencidjaval, mint az egyidejliség relativitasa. Ha a két
nézépontbdl mégis két kiilonb6z6 eseménylanc bekodvetkeztét akarjuk kicsikarni a paradoxonbdl,
akkor az egyikre vezetd érvelés biztosan hibas, mert nem veszi szamitasba az egyidejliség
relativitasat (Id. a Flggeléket).

9. Egy Osszefoglalo feladat

Egy kerékpdros v sebességgel hajt egy orszdgut egyenes szakaszan. Az orszdguttal parhuzamos vasuti
toltésen [y nyugalmi hosszusdgu vonat jon vele szembe, amelynek a sebessége V. Mennyi id6 alatt
halad el a kerékparos a vonat mellett a sajat kardrdja szerint?

A newtoni fizika szerint V_-i(-)v id6 alatt, ugyanis a vonat végpontja és a kerékpdros kozotti s tavolsag

V + v sebességgel csokken.

A relativitdselmélet szerinti megolddshoz el6szor valasszunk koordinatarendszert. Legyen ez a vasuti
toltéshez rogzitett K.

Milyen messze van a vonat vége a biciklistatél, amikor ez éppen eléri a vonatot? A vonat Lorentz-

e f vz, .
kontrakciéja miatt [, |1 — —; tévolsagra.
Cc

Mennyi id6 alatt csokken ez a tdvolsag nullara?

lor/1—V?/c?

V+v

masodperc alatt®,

Ez sajatid6 vagy koordinataidd intervallum?

10.4bra

A 10.3bra mutatja, hogy koordinataidé:

24 pajta-rud paradoxonnak is hivjak.

25 Ennek a képletnek a nevez8jében azért nem (25)-t hasznaljuk, mert nem valamilyen test sebességét kell
kiszamitanunk a relativ sebesség alapjan, hanem két test tdvolsaganak valtozasi litemét egy adott
koordinatarendszeren beliil (Id. a 21. |3bjegyzetet).
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Ly 1-V2/c?

At
V+v

A biciklista karérdja azonban az 6 sajatidejét mutatja, ezért a feladat megoldasa

v2 V2
— _zOJ1—C_2J1-C_2

At =At- |1 = 31
c? V+v (1)
Most oldjuk meg ugyanezt a feladatot a vonat K’ nyugalmi rendszerében is. A K’-ben a biciklista
sebességét jeldljik v'-vel.
Nyilvanvald, hogy a biciklista
At, = lo/ ’
v
koordinataideig teker a vonat mellett. Ezalatt a karérajan
v'?
’ 17’2 - /Cz
At =At"- |1— /C2 =1, = (32)

sajatidd telik el.

A biciklista kardrajan eltelt id6 azonban nem fligghet attdl, hogy a vasuti toltés vagy a vonat
nyugalmi rendszerében végezzik a kiszdmitasat. Ezért nem tettlink a (32)-ben vessz6t a At-ra. A
képleteink korrektségének fontos prébaja, hogy (31) és (32) jobboldalat valdban at tudjuk-e
alakitani egymasba.

A feladat nyilvan az, hogy (32)-ben a v'-t ki kell fejezniink v-n keresztiil. A newtoni fizika szerint v’ =
v + V. A relativitdselméletben ez megvaltozik. A (25) szerint®®

v+V
U,=T. (33)
1+%/ .,

Helyettesitsiik (33)-t (32) nevezdjébe és szorozzuk meg a szamlalét és a nevezét (1 + VV/CZ)-teI:

Jasray (1-77r)

v+V

AT=lO

(34)

2
Mivel (1 + vV/CZ) v'2 = (v +V)? ezért

Jae o) -V

v+V

c? c?
V+v

2 2
J1—”— L
AT:lo

:lo

1]

ami valéban azonos (31)-gyel.

6 Legyen a biciklista sebessége a pozitiv irany. Akkor a biciklista sebessége a vonathoz képest (v') = a biciklista
sebessége a palyatesthez képest (v) + a palyatest sebessége a vonathoz képest (V). A (33) ezt fejezi ki
relativisztikusan.
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Ez egyaltalan nem trividlis eredmény. Azt mutatja, hogy a képleteink tudjdk, hogy az az id6, ami a
biciklista 6rdjan telt el mialatt a vonat mellett haladt, fliggetlen a vonatkoztatasi rendszer
megvalasztasatdl (a sajatids invarians). Altalanos formaban ezt majd a 14. fejezetben fogjuk igazolni.

A koordinataidd intervallumok azonban nem egyenl8k egymassal: At’ # At. De ez nem baj, mert a
két koordinataids intervallum kiil6nb6z6 érahalmazokon — a K-hoz és a K’-hoz rogzitett (virtualis)
ordkon — lenne elvben leolvashatd.

10. A gyorsulas

A relativitdselméletben a gyorsuldasnak két fajtaja van, az a sajdtgyorsulds és az a
koordindtagyorsulds, amelyek parhuzamba allithatdk a T sajatidével és a t kordinataidével.

Mozogjon egy (pontszer(inek tekinthet) lirhajé a K inerciarendszerben az X-tengely mentén. Az
(irhajo a sajatgyorsuldsan azt a gyorsulast értjiik, amelyet az (irhajon |évé gyorsulasméré
(akcelerométer) mutat (és az (irhajés érzékel). Mivel a gyorsuldasméré mutatdallasa éppen olyan
nézGponttdl fliggetlen tény, mint az (irhajén lévé dra mutatdalldsa, ezért a sajatgyorsulds éppen ugy
invarians, mint a sajatidé.

Az (irhajé koordinatagyorsuldsan az X koordinatatengelyhez viszonyitott K-beli gyorsulasat értjiik:

dv

= (35)

a

Ha csak gyorsuldst mondunk, azon csaknem mindig a koordindtagyorsulast értjik.
Most meg kell keresniink a kétfajta gyorsulds kapcsolatat, a (21) analogonjat.

Az egyenletes sebességgel mozgd (irhajé akcelerométere a nullan all. Ha az (irhajés a sajat drdja
szerint egy infinitezimalisan révid dt sajatidére konstans intenzitassal bekapcsolja a hajtomdvet, az
akcelerométere o -ra ugrik, majd a hajtému kikapcsoldsa utan visszaall nulldra. Ebbél az Grhajoés
megdllapithatja, hogy a sebessége

dvy = a-dt (36)

-val nétt meg a gyorsitds el6tti sebességéhez képest, amely természetesen az 6 nyugalmi
rendszerében nullaval volt egyenld.

A K-beli kiilsé szemlél6 szamara ez a sebesség novekedés v-rél v + dv-re tértént, amely (25) alapjan
a kovetkez6:

v+dv
17+d17=7_;. (37)
1+—32

c?

A gondolatmenetiink infinitezimalisan kis dt-ra, dvy-ra és dv-re vonatkozik, ezért (37) jobboldala a
dvy-ban csak linearis pontossaggal érvényes. A — vdv,/c? kvéciens(i végtelen geometriai sor
Osszegképlete alapjan

vdv, c?
CZ

1 vdv vdvg\? vdv, vdv
1 °+( °> =l (620«1).

c? c?

1+
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Ha ezt (37) jobboldalaba behelyettesitjik, a két binomot Gsszeszorozzuk és a v-n kivill csak a dvy-
ban linearis tagokat tartjuk meg, akkor a

dv = (1-""/ ) dvq (38)

egyenletre jutunk.A (36) és a (27) alapjan azonban?’ dvy = a.-dt = o - /1 — UZ/CZ - dt.Ha ezt

behelyettesitjlik (38) jobboldaldba és felhasznaljuk (35)-t, megkapjuk az 6sszefliggést a
sajatgyorsulds és a koordinatagyorsulas kozott:

a=(1- 172/62)3/2 o. (39)

A koordinatagyorsulds mindig kisebb a sajatgyorsulasnal. Ez a tulajdonsag a gyorsuldsdeficit. A
gyorsuldsoknak nyilvan pont ilyen tipusu kapcsolata sziikséges ahhoz, hogy a példabeli rakétank

2
sohase (még konstans a mellett se) érhesse el K-bn a fénysebességet. AV /c2 « 1 newtoni

hatdresetben a = a, ezért nem sziikséges a kétféle gyorsulds megkiilonboztetése a klasszikus
mechanikaban.

A figyelmes hallgatd (olvasd) bizonyara észreveszi, hogy a gondolatmenetiink egy nagyon specialis
kikotéssel kezd6dott: Feltettiik, hogy az Grhajo csak egy infinitezimalisan révid ideig gyorsul, el6tte
és utdna a sebessége allandd. Ez a kép azonban csak a kdnnyebb megértést szolgalta, valdjaban
egyetlen lépésiinkben sem haszndltuk ki, hogy a dt id6tartamu gyorsitas elStt és utdn hogyan
mozog az lrhajé. Ennek kovetkeztében a (39) tetsz6legesen valtozd sebességli mozgasra is
alkalmazhatd.

Van egy nagyon jol hasznalhato fogalmi eszkdzlink, amely lehet6vé teszi, hogy az érvelésiink rogton
tetsz6legesen gyorsuld objektumra legyen érvényes. Ez a pillanatnyi nyugalmi rendszer fogalma.

Mozogjon egy tdmegpont tetszélegesen valtozd v(t) sebességgel a térben. Valasszunk ki egy
tetsz6leges to pillanatot, és azt az inercidlis koordindtarendszert, amely a konstans v(to) sebességgel
mozog, jel6ljik Kp-al. Mivel a test a t=to pillanatban a Kg-ban nyugszik, ezt a koordinatarendszert
nevezziik (a to-beli) pillanatnyi nyugalmi rendszernek. A Koaz a vonatkoztatasi rendszer, amelyben a
gyorsulds az ap sajatgyorsuldssal egyenld, és az ehhez viszonyitott sebességnévekedést adja meg a
(36) képlet®,

%k ok
Mindeddig a relativisztikus kinematika targykorébe esé kérdésekkel foglalkoztunk. Maradt még egy

fontos kinematikai feladat, a Lorentz-transzformacié szarmaztatasa. Ezt azonban kés6bbre halasztjuk
és attériink a relativisztikus dinamika alapjainak ismertetésére.

27 Ez a képlet mutatja, hogyan jarul hozza az idédilatacié kézvetleniil a koordinatagyorsuldshoz a
sebességosszeadasi torvény kozvetitésével torténd indirekt hozzajaruldson kiviil. Ez a kdzvetlen hatas azt fejezi
ki, hogy hiaba allandé az (izemanyag felhasznalas az (irhajds drdja alapjan, a K-ban nyugvd megfigyeld ezt
allanddan csokkend lizemanyag felhasznalasként érzékeli.

28 A sajgtgyorsulds, a koordindtagyorsulds és a gyorsuldsdeficit (proper acceleration, coordinate acceleration,
acceleration suppression) altalam javasolt nem altaldnosan hasznalt elnevezések, de jé lenne, ha
elterjednének. Visszamendéleg azt is lathatjuk, hogy a nyugalmi és mozgdsi hosszra pontosabb lenne a
sajathossz és a koordindtahossz elnevezés.
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11. A relativisztikus mozgasegyenlet

Einstein mdr az 1905 juniusi alapcikkében megmutatta, hogyan kell megtaldlni a newtoni fizika ma=F
mozgasegyenletének relativisztikus altaldnositdsat. Abbol kell kiindulni, hogy a newtoni
mozgasegyenlet kis sebességeknél (amikor v « c¢) nagyon jé kozelités. Ezt a kovetelményt ugy lehet
pontosan megfogalmazni, hogy nyugvo testre (vagyis a Ko pillanatnyi nyugalmi rendszerben)
valtozatlan formaban teljesil: mgay = Fy. Ezutan mar csak annyit kell tenni, hogy ebben az
egyenletben a pillanatnyi nType equation here.yugalmi rendszerre vonatkozé nulla indexd
mennyiségeket kifejezziik abban a K-ban érvényes mennyiségeken keresztiil, amelyben a test az
aktualis v sebességgel mozog.

A jobboldal megfelel6 atirdsa attdl fligg, hogy milyen erérél van szd. A fizikus gyakorlatban csak a
gravitacio és az elektromdgneses erd kovetkeztében johet Iétre olyan nagysebességli mozgas, amely
relativisztikus targyalast igényel. Az altalanos relativitdselmélet szerint azonban a gravitacio
valdjaban nem erg és a hatasat nem a Newton-egyenlet irja le helyesen. Az elektromagneses
mez6&ben nyugvd ponttoéltésre pedig csak a Coulomb-erd hat, ezért praktikusan azmyay, = F
egyenlet jobboldaldn mindig Fy = Q& all (a pillanatnyi nyugalmi rendszerben lehet By magneses
indukcid is , de az nem gyakorol erét az éppen nyugvo toltésre).

A baloldalon az a sajatgyorsulast az a koordinatagyorsuldson keresztul kell kifejezni. Az erre
szolgdld (39) képlet azonban csak egyenesvonali mozgasra érvényes, ezért a tovabbiakban erre az
esetre korlatozédunk. Ekkor, mivel ay azonos az a sajatgyorsulassal, a (39) szerint

gp= —— (40)

(1 _ v2/cz)3/2

Ha ezt a kifejezést behelyettesitjik a Ko-ban érvényes egydimenziés mozgasegyenlet myay, = F,
képletébe, akkor az

my——————5, = Fo (41)

egyenletre jutunk, amelyben Fy = Q&,.

Most azt kell eldénteniink, hogy van-e kildnbség a nyugvé test m, és a mozgé test m tdmege
kozott. Einstein azt tételezte fel, hogy a relativitdselméletben a tomeg a testnek ugyanolyan
mozgdstdl fliiggetlen konstans paramétere, mint a newtoni fizikdban, vagyis®

29 Az elterjedt hibas felfogds szerint a témeg az

mo .
m=——— (nemigaz)

= v/ 2

képletnek megfelel6en annal nagyobb, minél nagyobb a test sebessége. Ezt a nemlétez6 jelenséget nevezik
yrelativisztikus tomegnovekedésnek”. Ha (42) helyett ez a képlet lenne igaz, akkor a mozgasegyenletbél a 3/2
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my = m. (42)

Ha a (41)-ben ezt kihasznaljuk, akkor (41) helyett ezt irhatjuk:

a
m——  =F,

(1-7%,) "

A jobboldalon azonban még mindig a Ko-beli Fy = Q& er6 all, amelyet szintén a K-beli
mennyiségeken keresztil kell kifejezni. A Q toltésrél feltessziik, hogy minden vonatkoztatasi
rendszerben ugyanakkora, de mi a helyzet az £,-lal?

A 4. fejezetben mar volt szé réla, hogy a kiilonbozé inercidlis koordinatarendszerek kozotti attérés
soran az elektromagneses mez6 nem marad valtozatlan, és K-ban altalaban megjelennek a Coulomb-
és a Lorentz-er6nek olyan komponensei is, amelyek a toltést a feltételezett egyenes iranybdl
eltéritik. Abban a specidlis esetben azonban, amikor a ponttoltés homogén elektromos mez6ben
mozog a térerGsséggel parhuzamosan, az elektromos mez6 K-ban ugyanaz marad, mint amilyen Ko-
ban volt: £, = £ = konstans. Ennek kdvetkeztében a toltés gyorsul vagy lassul, de a mozgasa
egyenesvonall marad. Ekkor

ma = (1 - 172/62) F, (43)

3
2 /
amelyben F = Q&. A (43) relativisztikus mozgasegyenlet jobboldaldn a jellegzetes (1 -v /CZ) 2

tényez6 a gyorsuldsdeficit egyenes kovetkezménye. Azt eredményezi, hogy egy adott eré anndl
kevésbé tud gyorsitani egy testet, minél kzelebb van a sebessége a fénysebességhez, és ennek
kovetkeztében a sebesség tetszélegesen megkdzelitheti, de sohase érheti el a fénysebességet®. A
testhez rogzitett akcelerométer azonban folyamatosan ugyanazt az a, = Q€ /m gyorsulast mutatna.

Az impulzus relativisztikus képletét az impulzus altaldnos definicidja alapjan a mozgdsegyenlet
segitségével kell megkeresniink. A p impulzus az a mennyiség, amelyet az er6l6ket megvaltozta
dp = F - dt. A newtoni fizikdban F - dt = ma - dt = d(mv), amelybdl az impulzusra ap = mv
képletet kapjuk. A relativitdselméletben (43) kdvetkeztében ez a gondolatmenet igy mdédosul:

3%

ma - dt m-dv mv
F-dt = = =d| —— (44)

(1 _ vZ/C2)3/2 (1 _ UZ/CZ)S/Z ’1 _ UZ/CZ .

Ebbdl [athatd, hogy az impulzus képlete a relativitdselméletben a kdvetkezs:

mv dx/dt dx

p= =m =m—.
2 dt/dt dt
1-Y"/ .

(45)

hatvanykitevé hidnyozna (1 allna helyette). A tapasztalat — és egyébként a relativitaselmélet egész strukturdja
— azonban (43)-at igazolja.

30 Teljesen hibés az a gyakran hallhaté érv, hogy a fénysebesség elérését a fentebb mar emlitett ,relativisztikus
tomegnovekedés” akadalyozza meg, mert nyilvanvaldan ellentmond az alapvet6 (42) egyenlGségnek.

31 Mar Newton igy értelmezte az erd és az impulzus kapcsolatét a Principia-ban.
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Erdemes még elt(in6dni azon, hogy mit célszer(i érteni pontosan egy test tehetetlenségén. Az F/a =

QE/a mennyiség latszik a legalkalmasabbnak, hiszen a tehetetlenség anndl nagyobb, minél nagyobb
erd szikséges egy adott gyorsulds megvaldsitasahoz (vagy egy adott er6 minél kisebb gyorsulast

okoz). A (43) alapjan a tehetetlenség eszerintaz m/(1 — 172/62)3/2 arannyal lenne egyenl6. Ebben a
kifejezésben azonban a nevezd, amely a gyorsulasdeficit kovetkezménye, nem a testnek maganak a
tulajdonsaga, hanem a koordinatarendszer megvalasztasatoél fliigg. Marpedig egy test
tehetetlenségét belsé (invarians) tulajdonsagnak képzeljiik el. Ezért célszer(i a tehetetlenség

mértékén a nyugvo testre vonatkozd Fo/ao aranyt, vagyis egyszerlien a test m tomegét érteni a
relativitaselméletben ugyanugy, mint a newtoni dinamikaban.

12. A mozgasi energia

Egy V sebességli test K mozgdsi energidja azzal a munkaval egyenld, amit a testre hato er6 végez,
mikozben a kezdetben nyugvd testet V sebességre gyorsitja fel. A newtoni fizikdban ez a definicié a

jolismert K = %mV2 képletre vezet:
s T T T dv 14 1

K= deszf Fv-dtsza-v-dtz mf —-v-dtsz dv-v= =mV?(46)
0 0 0 o dt 0 2

Ugyanez a definicié a relativitdselméletben a

S T T a
K= des=ij-dt=mf0 (1—v2/c2)3/2'v'dt=

0
v
0

0
dv-v 1 mc

=m —3=mc2—|g=——mc2 (47)

(1-

képletet szolgdltatja a mozgasi energidra.

A newtoni és a relativisztikus formula kiilonbozéségének eredete a jellegzetes (1 — v2/c?)3/?
nevezd, amirdl tudjuk, hogy a gyorsulasdeficit kovetkezménye.

Amikor V — ¢, a relativitdselméletben a mozgasi energia végtelenhez tart. A gyorsulasdeficit tehat

noveli a mozgasi energiat, mert az adott sebességet hosszabb Uton lehet csak elérni, mint amikor a

gyorsuldsdeficit nulla, és a hosszabb Uton az eré tobb munkat végez. Ez az oka annak, hogy az adott
V-hez tartozé mozgasi energia a relativitaselméletben nagyobb, mint a newtoni fizikaban.

Mint Iatjuk, a newtoni fizikdban a mozgdsi energia egytagu képlet, a relativitdselméletben azonban
két tagbdl 4ll. EbbGl azonban egyaltalan nem kovetkezik, hogy a két tagnak kiilon-kilén is lenne
0nallé fizikai jelentése. Csupdn arrdl van szd, hogy a hatarozatlan integral értéke az alsé hatdron a
newtoni fizikdban nulla, a relativitdselméletben pedig kilonboézik nullatol. Az 1905 juniusi cikkében
Einstein nem is fliz ehhez a kéttagusaghoz semmiféle megjegyzést. Hirom hénappal késébb azonban
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egy teljesen fliggetlen gondolatkisérlet elemzése Utjan3? megmutatja, hogy az mc? kifejezés a test
E, belsé energidjdval egyenlé.

13. A tdmeg-energia relacio

Az E; belsé energian a nyugvo testben felhalmozott kiilonb6z6 természetd (h6, kémiai,
elektromagneses, nukledris, szubnuklearis, stb) energidk 6sszegét értjiuk. Ezért az Ey-t nyugalmi
energianak is nevezziik. Ennek a definicionak az alapjan azonban Ej-t nem tudjuk se kiszamitani, se
megmeérni, mert ehhez tul keveset tudunk az anyag szerkezetérdl. Legfeljebb a belsé energia AE|,
megvaltozasardl tehetlink hatarozott kijelentéseket abban az esetben, ha elég jol ismert energia
fajtaval (pl. hGenergiaval) kapcsolatos.

Ezt a helyzetet valtoztatja meg gyokeresen az
E, = mc? (48)
tomeg-energia relacio.

1905 szeptemberében Einstein a Fiigg-e egy test tehetetlensége az energiatartalmadtdl cimi
rovid dolgozatdban a kdvetkez6 gondolatkisérlet segitségével jutott el ehhez a képlethez.

Nyugodjon a K inerciarendszerben egy test, amelynek a bels6 energiaja E,, a témege pedig m.
Egy adott pillanatban a test két teljesen egyforma elektromagneses jelet (hulldmcsomagot) emittal
egymassal pontosan ellentétes iranyban. A két jel altal elvitt 6sszimpulzus nyilvan nullaval egyenld,
ezért a jelek kibocsatasa utan a test nyugalomban marad K-ban.

A bels6 energidja azonban E;-rél lecsdkken valamilyen Eo-ra. Ha K-ban a jelek energidja egyenként
E/2-vel egyenld, akkor a K-beli energiamegmaradas kovetkeztében

EO = EO + €. (49)

Szemléljik most ugyanezt a folyamatot egy olyan K’-b6l, amely K-hoz képest konstans v
sebességgel mozog. Nyilvanvald, hogy a test K’-ben végig egyenletes v sebességgel halad
ellenkez6 iranyban, azonban se a test, se a hulldmcsomagok energidja K’-ben nem lesz
ugyanaz, mint amilyen K-ban volt. A juniusi dolgozatdban Einstein mar kiszamitotta egy
tetsz6leges irdnyban mozgd hulldmcsomag energiajanak a megvaltozasat a K-bdl a K’-be
torténd attérés soran. Ezt a képletet a két ellentétes iranyban mozgd hulldmcsomagra

alkalmazva azt kapta, hogy a két csomag K’-beli dsszenergidja €/4/1 — v2/c?-tel egyenlé. A
testnek pedig a belsé energidja mellett lesz még a (47) szerinti kinetikus energidja is.

A kdvetkez§ lépés a K’-beli energiamegmaradas felirdsa. Az elsé prébalkozas utan kideril®?,
hogy a K’-beli energia csak akkor maradhat meg, ha az emisszié soran a test tomege

32 A (47) levezetésénél a belsS energidrdl hallgatélag feltettiik, hogy a gyorsité er6 munkaja nem véltoztat
rajta, tehat a tomeghez hasonldan fliggetlen a test sebességétdl. Arrél azonban, hogy a témeg és a belsé
energia esetleg kapcsolatban lehet egymassal, a mozgasi energia képletébél nem tudhatunk meg semmit.

33 Ha (50) jobboldaldn a mozgasi energia ugyanazt az m témeget tartalmaznd, mint a baloldalén, akkor ezzel a
taggal lehetne egyszerUsiteni és ellentmondasba keriilnénk (49)-cel. Fontos, hogy ez a témegvaltozas nem
rontja el az impulzus megmaraddsat a targyalt emisszids folyamatban.
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megvaltozik. Ha ezt a megvaltozott tomeget m-mel jeldljik, akkor az energiamegmaradas
tétele K’-ben a kovetkez6:

Eo+K(w,m)=E,+ K(v,m) +

€
Ji-v2/c?
€
J1=v2/c?
A K(v,m) és a K(v,m) a test mozgasi energiaja az emisszio elStt és utan, amelynek

képletét Einstein a juniusi dolgozatdban mar levezette. A (47) képletrél van sz6, amelyet
behelyettesithetiink (50)-be:

K(v,m)+e=K(,m)+ (50)

2 = .2
mc mc —
—mc?+e= mc?

€
J1-v2/c2 J1-v2/c? B + J1-v2/c?’

azaz
_ 1 1
(m—m)-cz-[—m—l] =€- [—TZ/CZ_ 1].
A zérdjeles kifejezéssel nyilvan egyszerdsithetiink, és az € = E, — E, = AE,, valamint a
Am = m — m jelolések bevezetése utdn a
AEy = Am - c? (51)
képletre jutunk, amely a (48) tomeg-energia relacio differencidlis alakja: A témeg

megvdltozdsa aranyos a bels6 energia megvdltozdsaval.

Einstein azonban bizonyosra vette, hogy a képlet az eredeti (48) nemdifferencialis alakban is
érvényes, vagyis a tomegnek nincs olyan része, amelyhez ne tartozna energia. A késébbi
évtizedekben ez a meggy8z8dése fontos kisérletekben teljes mértékben igazolddott34, de
mar sokkal hamarabb vildgossa valt, hogy a (48) nemdifferencidlis térvény az, amely
harmonikusan illeszkedik a relativitdselmélet strukturdjaba.

Legyen E a szabadon mozgd test teljes (mozgasi plusz bels6) energiaja. A (48)
kovetkeztében

2
mc 5 dt

—[/2=mc E
1-—=
Cc

3 Az E; = mc? relaciét példaul a nyugvé pozitrénium (e~e*) — 2y annihilaciéja bizonyitja.Az elektron m,

E=K+E,= (52)

tomegét jol ismerjik, mert ismerjiik a toltését, valamint a mozgasat elektromagneses térben:
energiaegységben kifejezve m, = 0.5 MeV. A pozitron az elektron antirészecskéje, ezért a tomege egyenld az
elektronéval. A pozitronium tomege eszerint m=1 MeV.

A pozitrénium E, nyugalmi energidja a két gamma-foton energidjaval egyenld, amely jol mérhet6.

A két fiiggetlen kisérletben kaphaté m és E, eleget tesz az E, = mc? relaciénak (vagyis a két gamma-foton
Osszenergiaja is kb. 1 MeV).
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Amikor Gtkozéslik vagy bomlasuk kovetkeztében részecskék alakulnak at egymasba, ez az az
energia, ami megmarad. A (45) é s az (52) alapjan®®

d(ct) dx dy dz
E ) ) ) = —I_I_F_ - 53
(/Cpxpypz) m( dt 'dt’dt’dt (53)
Ez a négyesimpulzusnak nevezett mennyiség tehdat, amely alapvetd szerepet jatszik a
relativitaselméletben, a nemdifferencialis (48) tomeg-energia relacié kovetkezménye (és
nem megforditva).

Az E, = mc? nemdifferencidlis tomeg-energia reldcid az éltalanos relativitaselméletben nyer
elméleti igazolast3®. Az dltaldnos relativitaselmélet, amely a gravitacié relativisztikus
elmélete, 1915-ben kapott végleges alakot. De azt Einstein mar 1908-ban bebizonyitotta,
hogy ha (48) igaz a tehetetlen témegre, amely a mozgasegyenletben a gyorsulast okozza,
akkor a sulyos témegre is érvényes, amely rugds mérleggel hatdrozhaté meg.

% %k %k

Mivel egy bomlasi vagy ltkozési folyamatban csak a teljes energia az, ami megmarad, a
részecskék belsS energiaja kiilon-kilon nem, ezért a relativitdselmélet szerint — tehat a
fizikdban altaldban — nincs tomegmegmaradas. Abban a jelenségkérben azonban, amely a
newtoni fizika alapjaul szolgdl, a testek belsé energiaja vagy egyaltalan nem valtozik (pl. az égi
mechanikaban), vagy ha valtozik is, a tomegvaltozas elhanyagolhatdan kicsi a résztvevs tomegekhez
képest. Ezért ekkor a témeg nagy pontossaggal (de csak kozelitéen!) megmarad.

A lemondds a tomegmegmaraddsrol sokak szamara nem fogadhato el talan azért, mert a tomeg
fogalmat azonositjak az anyag fogalmaval; pedig ez két kiilonb6z6 fogalom. Azt gondoljak, hogy ha a
tdmeg nem marad meg, akkor veszélybe keriil az a tétel, hogy ,az anyag nem vész el, csak atalakul”.

A tdbmeg terminus technicus, azzal a mennyiséggel egyenl6, amely a Newton-egyenletben a
gyorsuldst szorozza. Az elektromagneses mez6hoz pl. nem rendelhet6 tomeg, mert a Maxwell-
egyenletekben nem fordul el6 gyorsulas. Ennek ellenére az elektromagneses mezét is az anyag egy
formajanak tekintjik. Az (e”et) — 2y elektron-pozitron annihilacidban pl. témeges anyag alakul at
tomeg nélkili elektromagneses sugarzassa. Mindkét objektum anyagi természet(, de csak az egyik
rendelkezik tomeggel: az anyag nem vész el, csak atalakul.

* %k %

Fontos megjegyzés: A (48) tomeg-energia relacid minden tomeggel rendelkez6 testhez
meghatdrozott belsé energiat rendel, de nem rendel minden fajta energidhoz témeget.
Mivel a belsé energia a nyugvo test energidjaval egyezik meg, ezért példaul egy
elektromagneses hulldmcsomagra vagy egy fotonra nem alkalmazhatd, mert ezeknek nincs
nyugalmi rendszerik®’. A (48) egy mozgésban Iévé test K kinetikus, vagy E teljes energidjara

35 A c-ket gy helyeztiik el, hogy egy négykomponensl mennyiség minden komponensének ugyanaz legyen a
fizikai dimenzidja.

36 Gyakran lehet olvasni, hogy a tdmeg-energia tételre els6ként Planck adott pontos bizonyitast 1908-ban. Aki
ezt allitja, biztosan nem olvasta Planck cikkét. Ld. errél a Fizikai Szemle 2017/3 szamaban megjelent
dolgozatomat itt a honlapomon.

37 Az a gyakori allitas, hogy egy v frekvenciaju foton tdmege hV/Cz—teI egyenl§, teljesen alaptalan.
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se alkalmazhaté, tehat se K/CZ, se E/cz nem egyenl6 a mozgé test tomegével, amely a (42)-

nek megfelel6en mindig egyszer(ien csak m.

14. A Lorentz-transzformacio

Az el6z6 harom fejezetben a relativisztikus dinamika alapjait ismertettiik. Most visszakanyarodunk a
kinematikahoz, és a korabbi eredményeink felhasznaldsaval megkeressiik a Lorentz-transzformacio

képleteit.

Induljunk ki a kbvetkez6 feladatbdl:

Egy [, = Ax, nyugalmi hosszUsagu vonat (nyugalmi rendszere K,) halad V sebességgel a palyatesten
(K). A vonat végén pisztolygolyot 16viink ki a vonat eleje felé, amely At id6 alatt éri el a vonat elejét.
A palyatestrél nézve a goly6 At ideig repiil és kozben Ax utat tesz meg. Mi a kapcsolat a Ax, At,

valamint a Ax, At pdrok kozott?

Kezdjiik a mérettel! A newtoni fizikaban nyilvan Ax = Ax, + V - At. Hogyan mddosul ez a képlet a

relativitaselméletben?

A Lorentz-kontrakcié kévetkeztében Ax, — Axg/1 — V2 /c?, ezért Ax = Axg\1 —V?/c? +V - At,

tehat
Ax —V - At
Axy = ——.
VZ
==

Ez a képlet fejezi ki Ax,-t a Ax, At paron keresztiil.

(54)

Ugyanezt kell tenniink Aty-lal is. Ehhez nyilvan sziikség lesz a golyd sebességére, amely a vonathoz

_ M _ Ax s
=a VT ar Az (54) segitségével

Axg Ax—V-At
At0=_=

Vo / vz
170' l_C_z

v—-V Ax —V - At
vO: =
1—1;—]2/ At—CKZ-Ax

képest vy, a palyatesthez képest v: v,

Ide be kell helyettesiteni a relativ sebesség

képletét. A (Ax — V - At)-vel lehet egyszer(siteni, ezért

Az (54) és az (57) képlet-par szolgdltatja a feladat megoldasat. Ezek a Lorentz-transzformacié
képletei, amelyeket kiemelt jelentGségiik miatt altalanos formaban is megfogalmazunk.

(55)

(56)

(57)
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A K’ mozogjon K-hoz képest V sebességgel a koz0s x irdny mentén. Torténjen két esemény, amelyek
koordinata- és id6kilonbsége K-ban Ax, Ay, Az és At. Akkor a két esemény koordinata- és
id6kildonbségét K’-hdz képest a Lorentz-transzformacio3®

Ax —V - At
Ax' = —— Ay' = Ay, Az = Az (58)
%4
-z
At — Kz - Ax

At =—5 (59)

V2

-z

képletei hatdrozzak meg. Az (58) masodik és harmadik képlete azt fejezi ki, hogy — minta 7.
fejezetbdl tudjuk, — a mozgasra meréleges méretek a K — K’ attérésnél valtozatlanok maradnak.

* %k ¥

A Lorentz-transzformdcidé 6sszhangban van a sajatidé invariancidjaval.

. , , , Axr Ayr Az s
Tegylik fel, hogy a K’-ben a két eseményt konstans (A—U,A—{,,A—t’) sebességli , 0ra” koti 6ssze

egymassal®. Az 6ran a két esemény kozott

2

A = At |1 1 (Ax’)z 1 (Ay’)z 1 (Az’) (60)
te cZ \At’ cZ \At’ cZ \At’

sajatidd telik el. Ha a jobboldalon az (58) és az (59) Lorentz-transzformacié segitségével a vesszGs
differencidkat vessz6tleneken keresztiil fejezziik ki, akkor rovid atalakitas utan a

1 1
A = A7 - (M7 + Ay + A2%) = AP - (AxP 4 Ay? + A2 = A (61)

egyenl@ségre jutunk, ami bizonyitja a sajatidé intervallumok fliggetlenségét a koordinatarendszer
megvalasztasatol. A sajatids ,vessz6zése” ezért valdjaban sziikségtelen és félrevezetd.

A (61) mutatja, hogy a l6vedéken eltelt sajatidé akkor is invarians, ha a palydja nem pont x iranyd.
Tulajdonképpen a (61) relacio teljesiilése az (58), (59) transzformacid korrektségének a legfontosabb
ismérve.

A (61) igazoldsanal nem hasznaltuk ki azt a tényt, hogy a
1
At? — — (Ax? + Ay? + Az?) (62)
c

kvadratikus kifejezés értéke pozitiv, mivel a Lorentz-transzformaciét idészerli eseményparra (egy
pisztolygolyd kilovését és becsapddasat elképzelve) vezettik le. A kifejezés invarianciaja ezért akkor
is igaz, amikor az értéke nulla vagy negativ. Amikor az el6jel nem pozitiv, akkor persze (62)-t nem

38 A newtoni fizika megfelelS képlete a
At = At, Ax' =Ax -V, Ay ' =Ay, Az = Az,

Galilei-transzformdcié ,amely a Lorentz-transzformaciébdl a V « ¢ hataresetben kaphaté meg.
39 Egy ilyen eseménypérhoz mindig hozzafantazidlhatjuk a vasuti kocsit és a pisztolygoly6t.



34

nevezhetjiik sajatidének. Ezért vezették be rd — pontosabban a c>-szeresére, — a négyestdvolsdg
négyzet elnevezést és a As? jeldlést:

As? = c?At? — (Ax? + Ay? + Az?). (63)
Van-e fizikai jelentése az négyestavolsag négyzet invarianciajanak akkor is, amikor nem pozitiv?
Igen, van. A As? = 0 invarianciaja a fénysebesség allanddsagat fejezi ki:
c2At? — (Ax? + Ay? + Az%) = c?At"? — (Ax'? + Ay'? + AZ'?) = 0. (64)

Abban a specidlis esetben példaul, amikor a fényterjedés x-irdnyu, azaz Ax = c-At, Ay =Az =0,
az (58) és az (59) alapjan

%4
A C_V A 1_E I I
Ax ZAt, At = At, Ay'=Az =0,
vV %4
1—C—2 1—C—2

ahonnan Ax’' = ¢ - At'%°.

A As? < 0 esetén az ivelemnégyzet invarianciaja az egyidej(iség relativitasat fejezi ki. Ha ugyanis van
olyan inerciarendszer (mondjuk a K’), amelyben a két esemény egyidejii (At’ = 0), akkor As? nyilvan
negativ. Az 6sszes tobbi inerciarendszerben At + 0. Einstein vonatos gondolatkisérletében példaul
(3. fejezet) K’ avonat, K pedig a t6ltés nyugalmi rendszere, és At’ = 0, Ax" = [,. Ha ezeket beirjuk
(58) elsé egyenletébe és (59)-be, majd a két egyenletbdl kizarjuk Ax-et, akkor rovid atalakitas utan a

lo - V/C2

«’1_V2/c2

képletre jutunk, amely a (30) Lorentz-kontrakcio figyelembevételével azonos (7)-tel.

At = (65)

A 3. fejezetben lattuk, hogy két esemény egyidejliségének relativitasa csak akkor nem vezet belsé
ellentmondasra az elméletben, ha a két eseményt csak a fénynél gyorsabban mozgé éra ,kothetné
dssze” egymdssal. Mivel a As? < 0 feltétel a

JAX? + Ay? + Az?
At

>c

alakban, ez a feltétel valdban teljesiil.

A As? invarianciaja alapjan az eseménypdrok egyértelm(ien besorolhatdk a kdvetkezé harom tipus
egyikébe:

id6szert, ha As? > 0
A (At, Ax, Ay, Az) par | fényszer(, ha As? =0
térszer(, ha As? < 0.

Ezt a terminoldgidt mar a 3. fejezetben is hasznaltuk.

40 Amikor a fény terjedési irdnya nullatdl kiilénb6z6 széget zar be az x-tengellyel a sebesség irdnya megvaltozik,
de a nagysaga (64) kdvetkeztében ¢ marad.
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15. Osszevetés a Lorentz-transzformacié hagyomanyos bevezetési

maodjaval.

A specidlis relativitdselmélet hagyomdnyos bevezetési médjat deduktivnak, az itt bemutatott
bevezetést induktivnak tekinthetjiik.

A hagyomanyos eljaras* a kovetkez8 lépésekre bonthatd.

1) A posztuldtumok bevezetése utan azonnal azt a kérdést tessziik fel, hogy milyen annak az
eseményparokra vonatkozo

At,Ax, Ay, Az — At', Ax',Ay', Az’ (66)

transzformacionak a matematikai alakja, amely a kiilonb06z6 inerciarendszerek kozotti attérést irja le.
A keresett transzformacionak ki kell elégitenie az 1. posztulatumot, amelyet tomoren igy
fogalmazhatunk meg:

c2At? — Ax? — Ay? — Az2 =0 © c?At’? — Ax'? — Ay'? — Az'? = 0. (67)

A kettds nyil baloldaldn all6é egyenlGség azt fejezi ki, hogy a K inerciarendszerben az eseménypart
fényjel koti 6ssze egymassal (a par fényszer(i). De akkor hasonlo kifejezésnek kell érvényben lennie
K’-ben is és viszont. A (67)-ben a kett8s nyil ezt a kovetelményt fejezi ki.

Vegylk észre, hogy ez ugyanaz a feladat, mint amivel az el6z6 fejezetet inditottuk, csak pisztolygd
helyett fényjellel.

2) A (67) csak akkor teljesiilhet, ha a két oldalon all6 kvadratikus kifejezés aranyos egymassal:
c2At? — Ax? — Ay? — Az? = F - (c?At'? — Ax'? — Ay'? — AZ'?).

3) Az F aranyossagi tényezd fligghet a K és a K’ relativ sebességétsl*®?, V-1l (V/c formdjaban),
amelyrél feltessziik, hogy a k6zos OX, O’X’ tengely irdnydba mutat. Be lehet azonban latni, hogy ilyen
fliggés nincs és F=1:

c2At? — Ax? — Ay? — Az? = c?At'? — Ax"? — Ay'? — Az"?, (68)

4) A kovetkez6 feladat a (68)-t kielégit6 transzformacié megtalalasa. A tér és az id6
homogenitasabol kdvetkezik, hogy a transzformacionak linedrisnak kell lennie. El6sz6r Einstein, majd
— elegansabb eljarassal — Minkowski megmutatta, hogy a megoldas az (58), (59) Lorentz-
transzformacio®.

5) Végiil a Lorentz-transzformacidbdl dedukdljuk a sajatidé és a koordinataidé kozotti 6sszefliggést, a
sebességisszeadas torvényét, a Lorentz-kontrakcié képletét, az aberraciot stb.

A sajatid6 és a koordinataid6 kozotti 6sszefliggés levezetéséhez példaul tegyik fel, hogy egy éra
nyugszik K’-ben: Ax" = 0. Akkor Ax = V - At, és a rajta eltelt id6tartamot az dra sajatidejének
nevezziik és At-val jeloljik. Az (59) szerint ezért

41 Ld. példaul Novobatzky Karoly: A relativitds elmélete (Tankényvkiadd, 1963) 23-24. oldal.

42 Eszerint a gondolatmenet szerint F tulajdonképpen fligghetne a képletben fellépd dsszes koordinata- és
idédifferenciatdl is. Valdszinlileg a tér és az id6 homogenitdsa magyarazza az ilyen fliggés hianyat.

3 Valdjaban a Lorentz-transzformacié (75)-ben felirandé formajat vezették le.
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At = At' = At - /1—V2/ 2
c

Mint latjuk, az éra mozgasa kovetkeztében a sajatidd intervallum kisebb, mint a megfeleld
koordinataidé intervallum. Ra lehet persze mutatni, hogy ez az 6sszefliggés mar (68)-bdl is
leolvashaté.

* k%

Annak az induktiv gondolatmenetnek, amelyet ezekben az el6adasokban kovettiink, az a f6 elénye a
vazolt deduktiv gondolatmenettel szemben, hogy a koordinataidé és a sajatid6 fogalmi
megkiilonboztetésével indit.Mint lattuk, ebbdl a kiinduldpontbdl egyenes iton harom, matematikai
szempontbdl nagyon egyszer(i [épéssel lehet eljutni a Lorentz-transzformacidhoz. Mindegyik |épés a
relativisztikus id6fogalom egy-egy aspektusat mutatja be. Az els6ben tisztazzuk a kétfajta
idSintervallum hossza kdzotti kapcsolatot, a masodikban és a harmadikban ennek hatdsat a sebesség
természetesen allanddan oda kell figyelni a kétfajta id6 korrekt megkiilonboztetésére, ami
hozzasegit a helyes relativisztikus id6fogalom fokozatos elsajatitasahoz. Utdlag erre a tapasztalatra
sokkal nehezebb szert tenni.

Az egyszer(iség kedvéért induktivnak és deduktivnak elnevezett két gondolatmenet kiilonbdz6sége
még masképpen is koriilirhatd. A specidlis relativitaselmélet két fundamentalisan Ujszerd tézisen
alapul. Az egyik a fénysebesség allanddsdaga a kilonb6z6 inerciarendszerekben, a masik az egységes
id6fogalom felbomldsa koordinataidGre és sajatid6re. Ezek elszakithatatlanul kapcsolddnak
egymashoz, de az elmélet tanitasanal elkerilhetetlen, hogy valasszunk, melyikkel kezdjik, és ezaltal
automatikusan melyikre helyez6djék a nagyobb hangsuly.

A hagyomanyos, deduktivnak elkeresztelt megkozelités a tudomanytorténettel 6sszhangban a
relativitaselméletben a fénysebesség problémajanak a megoldasat latja, amelynek fontos eszkdze az
ordk helyes szinkronizaldasa. Az események térid6é koordinatdinak transzformaciojat a fénysebesség
allandésaganak a kovetelményébdl — még a kétfajta id6fogalom bevezetése el6tt — vezeti le. Az
induktiv megkozelités kiindulépontja ezzel szemben a koordinataidé és a sajatidé
megkilonboztetése és a kapcsolatuk megdllapitdsa a fénysebesség tapasztalati dllanddsdga alapjan.
Ennek érdekében elsGsorban idészerl eseményparokkal kell foglalkoznia, és emiatt a Lorentz-
transzformdciéhoz nem fényszer(i, hanem idészer(i eseményparok segitségével jut el.

Marmost a téridének az origdhoz viszonyitott idGszer(i pontjai négydimenzids, fényszer(i pontjai
azonban csak haromdimenzids részsokasagot alkotnak. Ezért egyszerlibb matematikailag az egész
téridére érvényes Lorentz-transzformacié megtalaldsa az induktiv megkdozelitésben.

16. Az energia és az impulzus transzformacioja.

A relativitdselmélet képleteiben a t id6valtozd helyett tobbnyire célszerl a ct hosszusag dimenziéju
szorzatot hasznalni. Ha az (58), (59) Lorentz-transzformaciot

Ax — v, A(ct)
Ax' = C—Z Ay’ = Ay, Az = Az (69)
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A(ct) — % - Ax
Alct) = ——— (70)
V2
-z
alakba irjuk at, akkor a transzformacié koefficiensei dimenziétlanokkd valnak. A képleteinket ez
attekinthet6bbé teszi.
Idézziik fel most az (53) képletet (a négyesimpulzust) az egyszer(iség kedvéért egyenletes
egyenesvonall mozgdsra érvényes
(/ ) A(ct) Ax Ay Az m (A(ct), Ax, Ay, Az) 1)
C ) ) ) = m ) _) . ) ~ = - C ) xl ) Z
Px Py, Pz At At ATt AT AT Y

alakjaban.

Amikor Uj, vessz8s vonatkoztatasi rendszerre tériink 4t az m/A1 hanyados véltozatlan marad, a négy
(A(ct), Ax, Ay, Az) mennyiséget pedig a Lorentz-transzformacié segitségével irhatjuk at K-
beli mennyiségekre. Eszerint a K — K’ dtmenetnél a teljes energiat és az impulzust is a
(69), (70) Lorentz-transzformacié alkalmazasdval szamithatjuk at az Uj vonatkoztatasi
rendszerbe:

p,—V.E
X
== PSPy PSR (72)
==
EI E_K.p
T _c ¢ ™* (73)
c V2
-z

(az utolso egyenletet természetesen célszer(i végigszorozni c-vel).

A (71) jobboldala egy egyenesvonalu palyan egyenletesen mozgo test két pontjahoz tartozé idészerii
intervallum, ezért

A(ct)? — Ax? — Ay? — Az? = As? = c?AT2.
Ezt figyelembe véve a (71) alapjan kapjuk a fontos
2 2
E°) a—v2-p}—p2=E"/ ,—p? = *m? (74)
Osszefliggést a teljes energia és az impulzus kozott.

Mivel E = K + mc?, amelyben K a mozgasi energia, ebbdl a képletbdl

2 =2Km+—.
p m+—

Nemrelativisztikus hataresetben a fénysebesség végtelen nagynak tekinthetd, ezért visszakapjuk a
newtoni fizika K = p?/2m képletét az impulzuson keresztiil felirt mozgasi energiara.



38

17. A Lorentz-transzformacioé geometriai interpretacioja.

Térjlink vissza egy pillanatra a 14. fejezetet indité feladathoz és pontositsuk benne a koordinatak és
az id6tartamok kezd8pontjat. A vonathoz rogzitett x, koordindtatengely O, kezd6pontjat helyezzik
a vonat végpontjdba, ahonnan a pisztolygolyé elindul, az x O kezd6pontjat pedig barhol a t6ltés
mentén. Tegylk fel tovabba, hogy amikor a két origd éppen fedi egymast, a benniik nyugvd
koordinataid6t mutaté 0, O 6rdk nulla id6pontot mutatnak. Ezzel a kikdtéssel egyértelmden
rogzitjiik a két koordinatarendszerben nyugvd koordinataidét mutatd virtualis 6rak mutatéallasait,
hiszen ezek az 6rdk fényjelekkel szinkronizdlva vannak a sajat origéjukban nyugvé éraval. Ha ezeket a
pontositasokat megtessziik, és a pisztolyt a t = t' = 0 pillanatban sitjik el, akkor nyilvanvald, hogy
a Axg, Aty, Ax, At kilonbségek xg, ty, x, t-vel helyettesitheték.

A bevezet6 példdhoz kevésbé tapadd (58), (59) képletekbdl is elhagyhatdk a A-k, ha a térkoordinatak
és az id6koordinatak kezd6pontjat ugyanigy specifikaljuk. A koz6s X tengely mentén egymashoz
képest egyenletes mozgdst végz6 K és K’ mindegyike viszi magdval a tilletve t’ koordinataidét
mutaté virtudlis érak halmazat. Az Einstein-szinkronizalds kovetkeztében két egymast ,,fed6” éra
kiilonboz6 koordinataid6t mutat, és — mint tébbszor is hangsulyoztuk, — lehetetlen (és valéjaban
szlikségtelen) szemlélettel folyamatosan kovetni és 6sszehasonlitani az éppen azonos helyet
elfoglald dsszes érapdron a mutatdallasokat. A legtébb amit tehetlink az, hogy egyetlen egy
kivalasztott éraparra, amelyek egy pillanatra fedésbe kerillnek egymdssal el6irjuk, hogy a fedésik
pillanatdban mutassanak mondjuk t=t’=0 pillanatot.

A legcélszerlibb azt az drapart valasztani, amely a két koordinatarendszer origdjaban nyugszik. Ekkor
az az Ep esemény, amely a K-ban az xo=yo=20=to=0 koordinatdkkal rendelkezik, a K’-ben is ugyanilyen,
csupa nulla komponensd lesz: xo’= yo'= zo’= to’=0. Ha E egy tetsz6leges masik esemény, amelynek a
koordinatdi x,y,zt és x’,y’,z’,t’, akkor erre a két eseményre (58)-ban és (59)-ben az 6sszes A
elhagyhatd, mert pl. Ax = x—xo’=x. Ekkor tehat

%

t—3x x—Vt
t = —5— X' = — y' =y, z' =z (75)

vz’ vz
/1 —Z /1 -z
A Lorentz-transzformdcidt leggyakrabban ebben a formaban irjak fel.

Hermann Minkowski ismerte fel, hogy a (75) transzformaciénak a kinematikai jelentésén kivil fontos
geometriai értelem is tulajdonithatd, mert nagyon hasonlé a térbeli koordinatarendszer

x'=xcosa—ysina, y =ycosa+xsina, z' =z (76)
elforgatasahoz a z-tengely kordal.

Ahhoz, hogy ezt a hasonldsagot észrevegyiik, az elforgatds a szogét (76)-ban fok vagy radian helyett
szokatlan mdédon hosszegységben kell kifejezniink.

Képzeljiink el egy sorozat derékszog(i haromszoget, amelyek b befogdja kbzos (11.4bra). Akkor az a
befogdval szemkozti @ sz0g nagysagat jellemezhetjik az a hosszaval. Ebben az esetben

a _ a/b B b _ 1
= ) cosa = = :
Va? + b? \/ a? Va? + b? J a?

sina =

1+ﬁ 1+ﬁ

Ezeknek a képleteknek a segitségével a (76) az
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!

a a
I Y p*

T TTa 777 7)
1+F 1+b—2

format dlti, amely mar nagyon emlékeztet a (75) Lorentz-transzformacidra®. A koordindtarendszerek
relativ helyzetét rogzit6 a szog felel meg az inerciarendszerek relativ V sebességének, a b ,,univerzalis
allandd” pedig a fénysebességnek.

a,

b=konstans a; a, az

11. abra

Az elforgatas és a Lorentz-transzformacié kozotti analdgia egy masik néz6pontbdl is megallapithatd.
Egy tetsz6leges pont origdtdl mért tavolsagat ugyanolyan képlet fejezi ki K’-ben mint K-ban:

x? 4y =x2 492, (78)
Roévidebben ezt az
x? + y? = invarians
allitas formajaban fogalmazhatjuk meg. A (76) segitségével ezek a képletek kdnnyen igazolhatok.
A Lorentz-transzformdcidnal az analdg képletek a kovetkezbk:
2t12

2 2 2
c — _y/ — =Czt2_x2_y2_22}

c?t? — x? — y? — z? = invarians

Mivel azonban y' =y, z' = z, ezektdl a valtozoktdl gyakran célszerdi eltekinteni:

2 2
C2t'% — 1% = o242 — XZ} (79)
2.2 2 _ .z
c°t X~ = nvarians.

* ok ok

Az analdgia, amire itt rdmutattunk, azért is fontos, hogy jobban megérthessiik, miért beszéliink a
newtoni fizikaban térrél és idbrél, a relativisztikus fizikaban viszont téridérél.

A két fogalom kozotti kilénbség mar két x és y valtozo segitségével is jol érzékeltethetd.

4 Minkowski valdjaban a (75)-t hozta a sokkal &tlathatdbb (76)-hoz hasonlé alakra, de a képletekben
mindeniitt felléps elSjelkiilonbségek miatt ehhez hiperbolikus trigonometria szlikséges. Ezért valasztottam
inkabb a forditott irdnyu atalakitast.
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Képzeljiik el a vizszintes x és a fliggbleges y tengelyt és egy gérbét mondjuk az elsé negyedben. Ez az
abra valdjaban két egymastdl nagyon kiilonb6z6 értelemmel rendelkezhet.

Kifejezheti azt, hogy hogyan fligg az y mennyiség az x-tél, vagyis lehet az y = f(x) fuggvény
grafikonja. Az x lehet példaul valamilyen gdz T h6mérséklete, az y pedig az U belsé energidja. Ebben
az esetben a tengelyeken mért szakaszok hosszanak van fizikai jelentése (pl. a hémérséklet
megvaltozasa), magdnak a felrajzolt gérbének, mint geometriai alakzatnak azonban nincs semmilyen
értelme; az U = f(T) fliggvényt dbrazold gorbe hosszdnak nincs fizikai jelentése. Ez a gbrbe csupan
az Osszetartozo T,U parokat tartalmazo tablazat szemléletes dbrazolasi maddja.

Teljesen mas a helyzet, amikor a felrajzolt gorbe példaul egy Utszakaszt abrazol, az x,y tengely pedig
egy egész koordindta hdldzat két kivalasztott koordindta vonala. Az abra ekkor nem grafikon, hanem
sokkal inkabb térkép (valdban igy is hivjak). Csak egy ilyen térkép esetében van értelme annak, hogy
a koordinata tengelyeket példaul elforgassuk az origd koril. A gorbe, mivel valami objektive létez6t
abrazol, ekdzben a helyén marad, az egyenlete —az y = f(x) fliggvény matematikai alakja — pedig
ennek megfelel6en megvaltozik, mert a (76) inverze segitségével ki kell fejezni benne a vesszétlen
valtozdkat a vessz8sokon keresztiil.

Csak a masodik esetben beszélhetiink xy sikrél, az els6 esetben inkdbb x-et és y-t kell mondanunk.

Egy tobmegpont mozgdsdnak az dbrazolasanal azért vagyunk nehezebb helyzetben, mert a pont a
haromdimenziés geometriai térben mozog, ezért az

x=f@), y=g@), z=h()

s

korlatozédjunk megint x-irdnyd mozgasra és tegyiik fel a kérdést: Melyik kategdriaba tartozik a
tomegpont trajektoriajat a t,x koordinatarendszerben dbrazold gorbe? Grafikon-e, vagy inkabb
térkép?

Legyen A és B a gorbe két pontja. A kozottik eltelt At = tg — t, szakasz az eltelt id6vel, és ha a
tomegpont kézben nem fordul meg, akkor a Ax = x5 — x, szakasz a megtett uttal egyenld.

Magadnak a felrajzolt gérbének az A és a B kozé es6 szakasza azonban nem rendelkezik semmiféle

értelmes hosszusaggal. Ezt a hosszusagot ugyanis az ff\/dtz + dx? integral adna meg, amely
nyilvanvalé szintaktikai hibat tartalmaz: A négyzetgyok alatti 6sszeg két tagjanak kilénb6z6 a fizikai
dimenzidja, ezért nem adhatdk 6ssze egymadssal. A newtoni fizikaban ezért nem mondunk téridét,
hanem kiilon teret (x-et) és idGt: a trajektéridnk dbraja nem térkép, hanem grafikon.

A relativitdselméletben azonban az AB szakaszon eltelt sajatidé nagyon hasonlit a geometriai
hosszusaghoz:

B
= f dt 1—”26(0. (80)

o s ez . B L
A negativ el6jeltdl eltekintve ez fA Vdt? + dx? struktaraja képlet, amelyben a fizikai dimenzidk
0sszehangolasat a ¢ univerzdlis allandd létezése teszi lehetbvé.

A lényeg azonban az, hogy a 45 éppen Ugy koordindtarendszertdl fliggetlen invarians mérték a
tomegpontok trajektoridin, mint a geometriai hosszusag a kozonséges térképeken. Amikor a (75)
Lorentz-transzformacio segitségével az egyik inerciarendszerrél a masikra tériink at, matematikai
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szempontbdl ugyanazt tesszik, mint amikor egy kozonséges térképen a koordinatahaldzat

« ez

|”

egymassal”, ahogy az x és az y a Descartes-koordinatak elforgatasakor. Ezért mondunk a
relativitaselméletben tér és id6 helyett térid6t.

Az el6jelkllonbségek miatt az elforgatdst és a Lorentz-transzformaciot dbrazold diagram kilonbozik
egymastdl (12.abra). A Lorentz-transzformaciét megjelenité abrat Minkowski-diagramnak hivjak. Az
xy sik P pontjanak a térid6ben az E esemény felel meg.

y ct

Forgatds Lorentz-transzformdcio

12.4bra

18. Mit lehet (kell?) mindebbdl tanitani?

Taldn sikerilt meggy6zndm az Olvasét réla, hogy a specialis relativitdselmélet és a newtoni fizika
kozott a ,,fogalmi szakadék” sokkal mélyebb és szélesebb, mint altaldban gondoljak. Ezért a sulyos,
nehezen korrigdlhato félreértések elkeriilése érdekében valdszin(ileg az lenne a legjobb, ha a
kozépiskoldban semmitse tanitanank a relativitaselméletrdl.

Ezt azonban nem lehet megtenni, mert a gyerekek egy része biztosan tudomast szerez mas forrasbdl
a relativitdselméletnek legaldbb harom kdvetkezményérdl: A fénysebesség athaghatatlansagardl, a
tomeg-energia reldciorél és az ikerparadoxonrol (és taldn még a Lorentz-kontrakciérél is). Ezekrdl
kellene beszélgetni fizikadran és szakkoron. A jelenlegi vizsgakdvetelmények 5.1 pontja emelt szinten
Iényegében ezt az igényt tartalmazza: ,Ismerje a specialis relativitaselmélet alapgondolatait: az éter
fogalmanak elvetése, fénysebesség hatarsebesség jellege, az egyidejliség relativitasa, idédilatacid,
hosszusagkontrakcid, tomeg-energia megmaraddsa.” Mivel azonban egyaltalan nincs kozépiskolai
tanitasi tapasztalatom, nem igazan tudom, hogyan lehet ezt jol csinalni.

A témeg-energia relacié a 2022-ben érvényes RESZLETES ERETTSEGI VIZSGAKOVETELMENY 6.2
pontjaban tomeghiany ill. témegdefektus cimen kdzép és emelt szinten egyarant szerepel. Fontos,
hogy a tanulék pontosan értsék ennek a torvénynek a jelentését, jelentéségét és szépségét. Ennek
érdekében mindig E, = mc? alakban kell hasznalni (ahogy Einstein is tette az 1905 szeptemberi
kozleményében), és meg kell magyarazni a gyerekeknek, miért keriilendd az E = mc? felirdsméd.
Ezzel a VIZSGAKOVETELMENY &sszedllitoi se voltak tisztaban, kiilénben a 6.1 pontba nem irtak volna
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bele a , Tudja felirni és értelmezni a foton témegére és energidjdra vonatkozo ésszefiiggéseket”
kovetelményt, valamint az el6z8 bekezdés idézete végén a témeg megmaradasat®.

A 2024-t6l hatalyos érettségi kbvetelményekben a , foton tomegét” a foton lendiletével
helyettesitették: , Tudja felirni és értelmezni a foton lendiiletére és energidjdra vonatkozo
Osszefliggéseket” . Ez ugyan teljesen korrekt kérdésfeltevés, de jobb lenne megmaradni az olyan
kovetelményeknél, amelyek a relativitdselmélet [ényegével, az id6 problémajaval fliggnek dssze.
Els6sorban az id6dilatacio tartozik ide, amely szerepel a fentebb idézett kovetelmények kdzott, és
ezen beliil az ikerparadoxon.

Az idédilatacié és az ikerparadoxon megértéséhez sziikség van a T sajatidé mibenlétének az
ismeretére, de ez nem latszik kiilondsebben nehéz fogalomnak. A koordindtaidd pontos jelentése
viszont valdszinlleg messze tulmegy azon a szinten, ami a kozépiskoldban tanithatd. Mi értelme van
olyan drék szinkronizaciéjaval foglalkozni, amelyek valdjaban nincsenek is ott? Kifejezetten nehéz az
embernek leklizdenie azt a hamis benyomasat, hogy a fénysebesség allanddsagat az elképzelt 6rak
trikkos szinkronizacidjaval kényszeritjiik ki.

Szerencsére a relativitdselméletben a koordinataid6 ugyanazt a funkciét télti be, mint a kozépiskolai
fizikaban reflektalatlanul haszndlt t, ezért a sajatid6t ehhez a megszokott id6fogalomhoz viszonyitva
értelmezhetjiuk anélkil, hogy ezzel Iényegesen eltorzitanank a jelentését. Ha ebbe belenyugszunk,
akkora At = At - /1 — v2/c? képletet is felirhatjuk és megmagyarazhatjuk, sét az optikai Doppler-
effektussal taldn le is vezethetjiik. Azt esetleg érdemes tandacsolni, hogy amikor hangsulyozni akarjuk,
hogy nem a sajatid6érél, hanem a megszokott t id6rél van sz, akkor , koordinataid6ként”
hivatkozhatunk r3, hiszen a t az, amelyet a testek mozgdasat abrazold grafikonok vizszintes koordinata
tengelyén felmériink.

A fényebesség elérhetetlensége kapcsan valahogy meg kell magyaraznunk, hogy miért nem lépheti
tul a fénysebességet egy olyan rakéta, amelyben id6egységenként mindig ugyanannyi hajtéanyagot
égetiink el®. Lattuk, hogy ennek részben az idSdilatdcié az oka: Az (irhajdn eltelt egységnyi
sajatidének ugyanis annal hosszabb At id6tartam felel meg, minél nagyobb az (irhajé sebessége.
Ezért ha grafikonon abrazoljuk egy ilyen (irhajo palyajat, egyre kevésbé fog gyorsulni. Talan nem
kovetlink el halalos b(int ha elhallgatjuk, hogy ezen kivil van ennek még egy masik oka is (a
sebességisszeadasi torvény relativisztikus formaja).

Végiil — de lehet, hogy ezzel kellett volna kezdenem, — a fénysebesség allanddsaganak a
magyarazatat a Michelson-Morley kisérlet helyett arra a kézzelfoghatd operativ allitasra kellene
alapozni, hogy ha kiilonb6z6 sebességl inerciarendszerekben (vasuti kocsikban) megmérnénk a fény
sebességét a kordbban tanult barmely mddszerrel, akkor mindig ugyanazt a c=300 000 km/s értéket
kapnank eredményiil. Ehhez nincs sziikség elképzelt 6rak szinkronizacidjara. A probléma az, hogy a
fénysebesség allanddsaga ebben a formaban nem eléggé mellbevdgd, mert ha igy fogjuk fel a dolgot,
akkor nem egyszer(ien arrdl van szé, hogy egy adott fényjel sebességét a kiilonb6z6
inerciarendszerekbdl ugyanakkoranak észleljik. A 2. fejezet végén (a 8. oldalon) talalhaté
diszkusszidbdl talan érhetévé valik, miért nem gondolt erre a lehetGségre mégse komolyan senki
Einstein szinre lépése el6tt, és miért kell mégis nagyon meglep&dni rajta.

4 A kovetelmények ezt megel6z8 valtozataban pedig még a tomeg sebesség fluggését is kellett ,ismernitk” az
emelt szinten érettségizGknek.

4 Arrdl, hogy kézben csdkken a rakéta témege, eltekinthetiink. Ha a fiit6anyag kiillénésen hatékony, mér kevés
elég belGle nagyon nagy sebesség eléréséhez is.
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Flggelék: A vonat-alagut paradoxon

Egy [y hosszusdagu alaguton halad at egy ugyanolyan nyugalmi hosszusagu vonat V sebességgel. A
palyatest (az alagut) nyugalmi rendszerében a vonat rovidebb, mint az alagut, a vonat nyugalmi
rendszerében viszont az alagut révidebb, mint a vonat. Igaz ez?

Igen, igaz. Van-e ellentmondas a két allitas kozott?

Nincs, mert nem ugyanannak a megfigyelésnek az eredményérél tesziink egymassal ellentétes
kijelentéseket.

Hogyan végezziik el a két hosszUsag meghatarozasat?

A mozgd vonat hosszat a palyatesten allé megfigyelS gy méri meg, hogy az elhaladds id6tartamat
megszorozza a vonat sebességével.

Az alagut hosszat a vonaton allé megfigyel6 ugy méri meg, hogy az alagutban valé tartdzkoddsa
id6tartamat megszorozza az alagut sebességével.

Mindketten ugyanazt az ly-nal kisebb szdmot kapjak. Ebben nincs semmi ellentmondas.
De most csavarjunk egyet a feladaton:

A vonat kincset szallit és egy banda ki akarja rabolni. A bandavezér tanult relativitaselméletet és
tudja, hogy a mozgé vonat rovidebb az alagutnadl. Ezért a banda az alagut két bejdratdra titokban
erGs, kapuszerl sorompdt szerel fel, amelyeket radidjellel lehet lezarni. Az egyik bandatag az alagut
két végétdl egyenls tavolsagra 1évé pontban helyezkedik el a jeladdval és a bandavezértdl azt a
parancsot kapja, hogy amikor a vonat eltlinik az alagutban, hozza m(ikédésbe a sorompdkat. Az
alagutban rekedt vonatot azutan a banda tobbi tagja elfoglalja és kifosztja.

Vv alagut
|
a vonat b l
\
A \ /7 B
N /
\ /
\ /
\ /
\ /
jelado ¥
13.3bra

A vonat elinduldsa utdn a titkosszolgalat valahogy megneszeli a készilg rajtalitést és mobiltelefonon
utasitja a vonatvezet6t, hogy azonnal allitsa le a vonatot. A vonatvezet6 azonban jé volt fizikabdl és
megnyugtatja a titkosszolgalat emberét: Az alagut a vonathoz képest Lorentz-kontrakcidt szenved, a
vonatnak legaldbb az egyik vége biztosan ki fog I6gni az alagutbdl, ezért a jeladdnal figyeld
bandatagnak nem lesz alkalma beinditani a sorompdék mikodését.

Kinek van igaza, a bandavezérnek vagy a vonatvezetének? Nem lehet, hogy mindkettének?

Nem lehet, mert ugyanarra az eseményre (a kapuk lezarddasara) vonatkozdéan nem lehet egyszerre
igaz két egymast kizard allitas.

Hogyan érvelne a bandavezér?
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Az alagut hossza [, a vonaté ly4/1 — V2 /c?, ezért a vonat (lo —lg/1— Vz/cz)/V ideig az

alagutban tartézkodik. A tarsunknak tehat van ideje a jeladot mikddésbe hozni.
Elfogadhato-e ez a magyarazat?

Egyértelm(ien igen.

De akkor a vonatvezet6 tévedett. Van-e az érvelésének szembesz6k6en bizonytalan pontja?

Igen, van. Nem gondolt r3, hogy a vonat K’ nyugalmi rendszerében a kapuk nem egyidében zarddnak
be.

Melyik kapu zarodik késébb?

A K’-ben a vonat all, az alagut (a jeladdval egylitt) mozog jobbrél balra. Mivel a mozgasiranyba esé
esemény torténik kés6bb, ezért a baloldali A kapu zarddik késébb.

Amikor a mar lezart kapu az alagut B végén belelitkdzik a vonat b elejébe, a vonat végébdl milyen
hosszu rész |6g még ki az alagutbdl? A vonat hosszanak és a megrovidilt alagut hosszdnak a

kiildnbsége, azaz Iy — ly\/1 — V2 /c? méter.

Akkor mégis a vonatvezetének volt igaza! Amikor az alagut B végén a sorompd belelitk6zott a vonat

b elejébe, azonnal elkezdte tolni magdval a vonatot, amelybél tehat I, — ly+/1 — V2 /c? méter
ezutdn folyamatosan kilég az alagutbdl. A banda lGigynoke a jeladdt csak akkor hozhatta volna
m(ikodésbe, amikor a vonat eltiint az alagutban. De ezek szerint ilyen id6pont nem létezik. Korrekt
ez az érvelés?

Nem, mert annak hatasa, hogy a vonat eleje belelitk6zott a B kapuba, még a newtoni fizika szerint is
véges id6 alatt jut el a vonat végére. Emberi |éptékben ez az id6 észrevehetetlendl kicsi, de a
(kiegészitett) 1. posztuldtum kovetkeztében biztosan nagyobb, mint [ /c. Csak ezutan kezd el az
egész vonat balra mozogni az alaguttal egyiitt. Es ez a késés elég lehet ahhoz, hogy a balra mozgd
alagut elnyelje a vonat még nyugvé a végpontjat is. Tényleg elég hozza?

Elég, mert az alagut A kezdépontjanak (lo —lg/1— Vz/cz)/V idére van sziiksége ahhoz, hogy

elérje a vonat a végpontjat (vagyis hogy elnyelje a vonatot), és ez az id6 rovidebb, mint [, /c.

Igazoljuk ezt az allitast!

?
(1o — 1o T=VZ/c2) VR Uy /c
?
1-J1-V2%/c22V/c
Vi

1—V/(:2,/1—V2/c2
J1-V/e<1+V/c

ami nyilvan igaz.

De nem csukddik-e ra kozben a vonat végére az A kapu? Mi a feltétele annak, hogy ez ne
kovetkezzen be?
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Legyen E, és E, az a két esemény, amikor a vonat és az alagut megfelel6 végei taldlkoznak
egymassal: a vonat aill. b vége az alagut A ill. B végével. A jeladdt a bandatag a két eseményt kozott
barmikor m(ikodésbe hozhatja. Tegyiik fel el6szor, hogy kdzvetlenil az E;, (vagyis a vonat Ujra
megjelenése) el6tt hozza miikodésbe. Mi a feltétele annak, hogy az alagut a vonat a végét is elnyelje
még az A kapu zarddasa el6tt?

Az, hogy a kapuk zaréddsa kdzotti At id6 legyen nagyobb, mint (lo —lg/1— Vz/cz)/V.

Hogyan lehet ellendrizni, hogy ez a feltétel teljesil-e?
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A (65) alapjan At' = i ezért a kérdés a kovetkezd:
V-l
: (81)
2 l1=-4
vz L
/ >

J1=V2/c?

és ez teljeslil, mert a jobboldal nevez6je nagyobb, mint a baloldalé. A vonat tehat foglyul esik az
alagutban a K’-beli néz6pontbdl is.

Most nézziik azt az esetet, amikor a jelad6 rogtdn a vonat elt(inése utan (vagyis az E,-val
praktikusan egyszerre) [ép mikodésbe. Mi torténik ekkor a vonat nyugalmi rendszerébél nézve?

Amint az alagut A eleje athaladt a vonat a végpontjan, lezar a sorompéja. Ha az alagut B végén nem
lenne sorompd, az alagut Lorentz-kontrakcidja miatt a vonatbdl [, — [y\/1 — V2 /c? méter kilogna az
Vel
c2/1-v2/c?
és a (81) kovetkeztében a vonat b eleje ekkor még az alaguton beliil volt. Tehat a vonat megint bent
ragad az alagutban, és nyilvan ez torténik akkor is, amikor a jeladé valamikor E, és E, kozott 1ép

mUkodésbe.

alagutbdl. De ez nem lehet, mert a B-sorompé mar At' = masodperccel kordbban lezart,



