
1Ekvivalens-e egymással a tömeg és az energia?Hraskó Péter, Pé
si Tudományegyetem Elméleti Fizika tanszék1 A problémaAz E = mc2 képlet a relativitáselmélet talán leg-nagyobb horderej¶ összefüggése, amely joggal vált azelmélet szimbólumává. A képlet három olyan meny-nyiség között állapít meg nagyon szoros kap
solatot,amelyek már a relativitáselmélet el®tt is fontos szere-pet játszottak a �zikában.Arról, hogy a fénynek lehet sebessége, már leg-alább Galilei óta töprengtek a természetkutatók1. Afénysebesség számértékére el®ször Römer Olaf dán 
sil-lagász következtetett 1675-ben a Jupiter legbels® hold-jának a mozgásában tapasztalható anomáliából. 1865-ben mutatta meg Maxwell az elektromágneses mez®tleíró di�eren
iálegyenletek alapján, hogy a fény elek-tromágneses hullám amelynek terjedési sebessége (maijelölésben) c = 1/
√

ε0µ0-al egyenl®.A tömeg Newton mozgásegyenleteiben nyert pon-tos �zikai jelentést mint a tehetetlenség mértéke,amely az egyenletekben a gyorsulást szorozza. Dea tömeg a súlyer® képletében is megjelent a gravi-tá
iós gyorsulás szorzófaktoraként. Abban a gondo-latmenetben, amellyel Einstein 1905 szeptemberébeneljutott az E = mc2 képlethez, az m a gyorsulástszorzó tehetetlen tömeg volt. Tíz évvel kés®bb az ál-talános relativitáselmélet megalkotásával azonban aztis megmutatta, hogy ennek az új gravitá
ió-elméletneka fényében a súlyer® a tömeg és a gyorsulás szorza-tát tartalmazó tagból ered és ennek következtében a
g-t szorzó súlyos tömeg azonos a tehetetlen tömeggel.Ezért ma már nem különböztetjük meg egymástól eztkétfajta tömeget és mindkett®t egyszer¶en tömegnekhívjuk. Ez az a tömeg, amely az E = mc2 képletbena fénysebesség négyzetét szorozza és amelyet mikroré-sze
skékre a táblázatok tartalmaznak.A képletben szerepl® három mennyiség közül az en-ergia a legkés®bbi, a me
hanikai mozgásokra a XIX.

század els® évtizedeiben fogalmazódott meg. Max vonLaue "A �zika története" 
ím¶ könyvében (Gondo-lat, 1960) olvasható, hogy az "energia" szót 1807-benThomas Young, a "munka" szót 1826-ban J. V. Pon-
elet, a "poten
iális energia" kifejezést pedig 1847-benHermann von Helmholtz használta el®ször.Az E = mc2 képletben azonban nem ez ame
hanikai energia szerepel. Csak a XIX. századvégére vált világossá, hogy a testek a me
hanikai� mozgási és poten
iális � energián kívül más ter-mészet¶ energiákkal is rendelkeznek, amelyeket közösnéven bels® energiának nevezünk. A bels® energia legu-niverzálisabb formája a h®energia. Amikor egy testetmeghatározott körülmények között melegítünk, en-ergiát közlünk vele. A h® me
hanikai egyenértékénekismeretében pontosan kiszámíthatjuk, hogy a bels® en-ergia megnövekedése milyen mennyiség¶ me
hanikaienergiának felel meg. A bels® energia egy másik jólismert formája az elektromosan töltött objektumokelektrosztatikai energiája, amely a testet körülvev®elektromos mez® energiájával egyenl®. Természetesena mágnesezett testek bels® energiája is tartalmaz olyanjárulékot, amely a mágneses mez® térenergiájából szár-mazik.A bels® energiával szorosan összefügg® fogalom akötési energia, amit legegyszer¶bben a mikrorésze
s-kék � molekulák, atomok, atommagok � példájánlehet megérteni. A nehézhidrogén atommagja (adeuteron) egy proton és egy neutron kötött állapota ésa tapasztalat szerint ahhoz, hogy ezt a két alkotórésztelválasszuk egymástól, minimálisan 3, 561 · 10−13 J(2,226 MeV) energiát kell befektetnünk � ennyi aproton és a neutron kötési energiája a deuteronban.Ha például a deuteront úgy bontjuk szét, hogy α-része
skével bombázzuk, akkor a d + α −→ p +
n + α magreak
ió végállapotában a három része
skekinetikus energiájának az összege a kötési energiá-1Galilei: Matematikai érvelések és bizonyítások, (Európa 1986), 55-57 oldal.2Ezek a része
skék (a neutron kivételével) elektromosan töltöttek, ezért a poten
iális energiájukat is �gyelembe kell venni.



2val lesz kisebb a bombázó α-része
ske és a deuteronkinetikus energiájánál2. Az energia azonban meg-marad, ezért fel kell tételeznünk, hogy a proton ésa neutron bels® energiája együttesen a kötési energiaértékével nagyobb, mint a deuteron bels® energiája.Egy test bels® energiája (vagy más néven nyugalmienergiája) tehát az az energia, ami a kinetikus és apoten
iális energia levonása után még megmarad. Eza bels® energia az, amely az E = mc2 képlet bal-oldalán szerepel. Mint látjuk, a három mennyiségnekaz értelme, amelyet a képlet összekap
sol egymás-sal, már a relativitáselmélet el®tt kikristályosodott éssemmi sem utalt rá, hogy bármiféle közvetlen kap-
solat lenne közöttük � err®l magunk is meggy®z®d-hetünk, ha még egyszer sorra vesszük a bels® energia,a tömeg és a fénysebesség �zikai jelentését, ahogy azoklegkés®bb a XIX. század végére megállapítást nyer-tek. Ezek a �zikai fogalmak ma sem jelentenek mástmint akkor, mert azon, hogymit értünk bels® energián,tömegen és fénysebességen a relativitáselmélet mit semváltoztatott. Amit tett, az "
supán" annyi, hogy �teljesen váratlanul � rendkívül szoros kap
solatot tártfel közöttük.Mindebb®l elég nyilvánvaló, hogy az E = mc2képlet 
sak olyan objektumokról állít valami fontosat,amelyek bels® energiával is, tömeggel is rendelkeznek.A �zikában persze foglalkozunk olyan objektumokkalis, amelyeknek nin
s tömege. Ez nem azt jelenti, hogya tömegük nulla, hanem azt, hogy egyáltalán nem jelle-mezhet®k tömeggel, mert nem alkalmazhatók rájuk aNewton-egyenletek (energiája azonban minden objek-tumnak van). Ilyen tömeg nélküli objektum példáulegy rövid rádiójel, amely mondjuk egy ¶rszonda ésa földi irányító központ között terjed. Noha az elek-tromágneses mez®nek � és így a jelnek is � van en-ergiája, az E = mc2 képlet mégsem alkalmazható rá,mert "nin
s neki m-je".Bármennyire logikus is ez a következtetés, való-szín¶leg sokan tiltakoznának ellene mondván, hogybizony a rádiójelnek is van tömege, amely E/c2-elegyenl®, mert az E = mc2 összefüggés a tömeg és az

energia ekvivalen
iáját fejezi ki.Most pontosabban meg tudom fogalmazni a 
ím-ben feltett kérdést. Úgy látszik, hogy az E = mc2képletnek két egymástól különböz® értelmezése lehet-séges. Az els® szerint a képlet három olyan meny-nyiség között állapít meg kap
solatot, amelyek elvbent®le függetlenül is meghatározhatók. A másik szerinta képlet a tömeg de�ní
ióját adja meg az energiánkeresztül3. A kérdés az, hogy melyik felfogásmód ahelyes.Amikor olyan objektumokról van szó, amelyeknekhagyományos értelemben van tömegük is, bels® en-ergiájuk is, a két értelmezés között nin
s objektívválasztási lehet®ség, hiszen 
sak beszédmódban külön-böznek egymástól. De ha a szóbanforgó objektum-nak nin
s olyan paramétere, amely a tömeg funk
iójáttölti be a mozgásegyenletekben, akkor a másodikmegfogalmazás tartalmatlanná válik, hiszen az objek-tum mozgásában semmilyen tömeg, így E/c2 sem ját-szik szerepet4. Ebben az esetben 
supán arról vanszó, hogy E/c2-t elkezdjük tömegnek hívni és ezzelvalójában félrevezetjük önmagunkat, mert az adottesetben ez a név nem implikál semmi olyat, amit atömegt®l elvárhatunk.Meggy®z®désem, hogy ragaszkodnunk kell az E =
mc2 relá
ió els® értelmezéséhez, amely biztosítja arelá
ió tapasztalati ellen®rizhet®ségét és prediktív ere-jét: A magreak
ióban mért kötési energia alapján adeuteron tömegének 3, 561 · 10−13/c2-el, azaz 3, 962 ·
10−30 kilogrammal kell kisebbnek lennie a proton ésa neutron tömegének az összegénél. Az adott eset-ben ez elég nagy különbség ahhoz, hogy súlymérés-sel lehessen ellen®rizni. Ezért gondolom azt, hogybármennyire elfogadott is a tömeg és az energia ek-vivalen
iájáról beszélni (Einstein maga is mindig ek-vivalen
iaként jellemezte a két mennyiség közötti vi-szonyt), jobb lenne tartózkodni ett®l a szóhasználat-tól, mert me
hanikus alkalmazása túl könnyen elvezeta tömeg nélküli objektumok tömegének önellentmondófogalmához.Az alábbiakban az els® felfogás helyességétAzonban a reak
ió kezdetén és végén, amikor még vagy már messze vannak egymástól, a poten
iális energiájuk nullával egyenl®.3Fordítva is mondhatnánk, de mivel minden �zikai objektum rendelkezik energiával, a rádiójel esetéjez hasonlóan mindig atömeget vezetik vissza energiára.4A tudomány�lozó�a terminológiáját használva: Az az állítás, hogy egy E energiájú rádiójel tömege E/c2-el egyenl®, nemfalszi�kálható.



3próbálom meg különböz® néz®pontokból megin-dokolni. Szerintem már a képlet levezetési módja isaz els® felfogás mellett szól, ezért a következ® pontbanazt a gondolatmenetet idézem fel, amellyel Einsteineljutott az E = mc2 képlethez.2 Hogyan vezette le Einstein az E = mc
2képletetEinstein relativitáselméletr®l szóló nevezetes köz-leménye "A mozgó testek elektrodinamikájához" 
ím-mel 1905 júniusában jelent meg és az elmélet min-den lényeges aspektusát tartalmazta egyetlen kivétel-lel: az E = mc2 képlet nem szerepelt benne. Aképletet Einstein még ugyanazon év szeptemberébenpublikálta egy rövid 
ikkben, amely a "Függ-e a testektehetetlensége az energiatartalmuktól" 
ímet viselte5.A gondolatmenetet azonban Einstein még hosszú ideig
siszolta. Alább az 1946-ban publikált változatotelevenítjük fel.Képzeljünk el egy m tömeg¶ testet, amely az XY Ziner
iarendszerben nyugszik. Figyeljük ezt a testetegyidej¶leg egy másik, X ′Y ′Z ′ vonatkoztatási rend-szerb®l is, amelynek tengelyei párhuzamosak az XY Ztengelyeivel és tetsz®legesen kis v sebességgel mozoga közös X-tengely mentén negatív irányba. A vessz®skoordinátarendszerhez képest a test természetesen vsebességgel fog mozogni az X ′ tengely pozitív irányába(ld. az ábrát).

Y Y'

X X'

v

Képzeljük most el, hogy két teljesen egyforma elek-tromágneses hullám
somag esik rá a testre, amelyeketa test teljes egészében abszorbeál. Tegyük fel, hogy

a két 
somag a vessz®tlen rendszerben pontosan az Ytengellyel párhuzamosan érkezik egymással ellentétesirányból. A klasszikus elektrodinamika szerint az ilyenhullám
somagoknak van valamekkora energiája (ǫ) ésimpulzusa (p), amelyek között fennáll az ǫ = cp relá
ió.Az energiamegmaradás tétele következtében a hul-lám
somagok elnyelése után a test energiája 2ǫ-nalmegn®. Ez a növekmény azonban kizárólag a bels®energiát növeli meg, hiszen a test továbbra is nyu-galomban marad: Az impulzusok, amelyeket a test akét hullám
somagtól vesz át, pontosan kompenzáljákegymást.A fénysugár az egymáshoz képest mozgó rend-szerekb®l nézve különböz® beesési szögben látszik(aberrá
ió). Az aberrá
ió szöge az Y ′ iránnyal bezárt
α szög. Ha v ≪ c, akkor ez a szög a relativisztikusés a nemrelativisztikus �zika szerint egyaránt v/cradiánnal egyenl®. Err®l könnyen meggy®z®dhetünka sebességek vektordiagramja alapján. A két 
somagimpulzusa most nem kompenzálja egymást, hanem
2p sinα = 2p sin

v

c
≈ 2p

v

c
X-irányú impulzus adódikát a testnek.A test sebessége azonban nem változik meg, hi-szen a vessz®tlen rendszerben nyugalomban maradt,ezért a vessz®s rendszerben továbbra is v sebességgelfog mozogni X ′ pozitív irányába. Hogyan változhatmeg akkor az impulzusa? Csak úgy, hogy a tömegemegn® valamilyen ∆m értékkel.Mivel v-t nagyon ki
sinek választottuk (elvben

v −→ 0), ezért az impulzus még a spe
iális relativ-itáselmélet szerint is mv-vel egyenl®. A 
somagokelnyelése után tehát az impulzusmegmaradás tételekövetkeztében teljesülnie kell a 2p
v

c
= ∆m · v relá
ió-nak, amelyb®l a ∆m =

2p

c
képletet kapjuk a tömeg-növekedésre. Azonban, mint mondottuk, a hullám
so-mag energiája és impulzusa között fennáll a p = ǫ/crelá
ió, így ∆m = 2ǫ/c2. De 2ǫ a test bels® en-ergiájának ∆E megnövekedésével egyenl®, ezért végül

∆E = ∆m · c2.Ez a bizonyítás az energia és az impulzus meg-maradásán alapul, ezért természetesen az energia ésa tömeg megváltozását kap
solja össze egymással. Eztökéletesen elegend®, hiszen a képlet alkalmazásainál5Az eredeti német 
ím a következ®: Trägheit eines Körpers von Seinem Energieenhalt abhängig?



4is 
sak energiaváltozásokról lehet szó � emlékezzünka deuteronos példára. Az E = mc2 képletet akkorkapjuk meg, ha külön feltesszük, hogy az olyan testek-nek, amelyeknek a tömege nulla, a bels® energiája isnulla (me
hanikai energiájuk azonban lehet!).3 A relativisztikus tömegnövekedésEbben a pontban azt mutatjuk meg, hogy a rela-tivisztikus tömegnövekedés néven ismert jelenségneknin
s köze az E = mc2 képlethez.A Newton-egyenletek relativisztikus ál-talánosításánál az 1905 júniusi 
ikkében Einstein ab-ból indult ki, hogy a fénysebességnél sokkal lassabbanmozgó testekre nézve ezeknek az egyenleteknek eredetialakjukban kell érvényben maradniuk.Legyen a vessz®s koordinátarendszer a test pá-lyájának egy adott pontjához tartozó pillanatnyi nyu-galmi rendszer, amelyben feltevés szerint fennállnakaz ma′ = F′ Newton-egyenletek. Legyen a vesz-sz®tlen rendszer tetsz®leges iner
iarendszer. Az ebbenérvényes mozgásegyenleteket úgy kapjuk, hogy az
ma′ = F′ egyenletben a′-t és F′-t a vessz®tlen rend-szerre vonatkozó mennyiségeken keresztül fejezzük ki.Válasszuk a vessz®tlen koordinátarendszert úgy,hogy a pálya adott pontjában a test éppen Xirányba mozogjon v sebességgel. Akkor a vessz®skoordinátarendszer éppen ezzel a sebességgel mozoga vessz®tlenhez képest. A Függelékben a Lorentz-transzformá
ió és a relativisztikus sebességösszeadássegítségével megmutatjuk, hogy a két koordinátarend-szerhez viszonyított gyorsulás a következ® kap-
solatban van egymással:

a′
x =

ax

(1 − v2/c2)3/2
,

a′
y =

ay

1 − v2/c2
,

a′
z =

az

1 − v2/c2
.

(1)
A vessz®tlen rendszerben tehát a mozgásegyenletek a

következ®k:
m

ax

(1 − v2/c2)3/2
= Fx,

m
ay

1 − v2/c2
= Fy,

m
az

1 − v2/c2
= Fz.

(2)A jobboldalon mindegyikF komponens azF′ megfelel®komponensének a vessz®tlen rendszer mennyiségeinkeresztül kifejezett alakja. A kétféle komponensközötti kap
solatot nem lehet univerzális képlettelmegadni, mert függ az er®tér konkrét természetét®l. AFüggelékben a ponttöltés példáján megmutatjuk, mi-lyen egyszer¶ a (2) alapján felírni a mozgásegyenletet.Az x irány a pillanatnyi sebesség iránya, az yés a z pedig a sebességre mer®leges. Ezeket lon-gitudinális és tranzverzális iránynak szokás nevezni.A relativisztikusan általánosított Newton-egyenletekszerint tehát longitudinális és tranzverzális iránybankét különböz® tömeg, az m‖ longitudinális és az m⊥tranzverzális tömeg szolgál a tehetetlenség mértékéül:
m‖ =

m

(1 − v2/c2)3/2
, m⊥ =

m

1 − v2/c2
.Amikor a test sebessége a fénysebességhez közelít,mindkett® végtelenhez tart. Ez a relativisztikustömegnövekedés, amely biztosítja, hogy a testeket nelehessen fénysebességre felgyorsítani. Mint látjuk, a je-lenség tárgyalásához egyáltalán nin
s szükség az E =

mc2 képletre.A (2) képletek birtokában Einstein a kinetikus en-ergia képletének az általánosítására tér át. A Kkinetikus energiát a
dK

dt
= P (3)képlet de�niálja, ahol P = (v ·F) az er® teljesítménye.Más szavakkal: A mozgó testnek azt a jellemz®jét te-kintjük kinetikus energiának, amelynek megváltozásaegyenl® az er®k munkájával (me
hanikai feladatróllévén szó a bels® energiát konstansnak tekintjük). Anewtoni me
hanikában a K = mv2/2 mennyiség teszeleget ennek a feltételnek.A relativitáselméletben is (3) alapján kell akinetikus energiát de�niálnunk. Ennek érdekében



5szorozzuk (2)-t skalárisan v-vel. Mivel a választottkoordinátarendszerben v-nek 
sak x-komponense van,ezért 
sak az els® egyenlet ad járulékot a skalárszorza-thoz:
m

(1 − v2/c2)3/2
(v · a) = (v · F). (4)A jobboldal nyilván P -vel egyenl®. Ahhoz, hogy abaloldalt id®deriváltként írjuk fel, mindkét tényez®tátalakítjuk:

(v · a) =

(

v ·
dv

dt

)

=
1

2

dv2

dt
=

1

2

dv2

dt
,

1

(1 − v2/c2)3/2
= 2c2

d

dv2





1
√

1 − v2/c2



 .Ha ezeket (4)-be helyettesítjük, a
d

dt





mc2

√

1 − v2/c2



 = P (5)egyenletet kapjuk, amely (3) alakú. A kinetikus en-ergiára tehát a
K =

mc2

√

1 − v2/c2

+ konstansképletet nyerjük. Mivel a kinetikus energiának nullasebességnél el kell t¶nnie, ezért a konstansot (−mc2)-nek kell választani:
K = mc2





1
√

1 − v2/c2

− 1



 . (6)A v ≪ c határesetben ez a K átmegy a newtonikinetikus energia mv2/2 képletébe.A (6) képlet szerepel Einstein júniusi 
ikkében.Három hónappal kés®bb megértette, hogy az mc2 kife-jezés a test bels® energiája, tehát az mc2/
√

1 − v2/c2mennyiség, amelyet a továbbiakban W -vel fogunkjelölni, a kinetikus és a bels® energia összege.Rendelhet®-e �zikailag tartalmas módon tömegehhez az energiához a W/c2 képlet segítségével? Az

el®z® pont alapján nyilvánvaló, hogy ez nem lehetséges,mert W nem bels® energia. Ezért semmiképpen semindokolt, hogy az E = mc2 relá
ióra hivatkozva az
m/

√

1 − v2/c2 mennyiséget tömegnek tekintsük és el-nevezzükmozgási tömegnek (és ezzel párhuzamosanm-t nyugalmi tömegnek kereszteljük el). A mozgási tömegelnevezés használata valamivel indokoltabb az im-pulzus szempontjából, mert az impulzus relativisztikuskifejezését formálisan úgy kaphatjuk meg a newtonime
hanika mv kifejezéséb®l, hogy a tömeget a mozgásitömeggel helyettesítjük (ld. a Függeléket).A magam részér®l azonban azt tartanám a leg-szeren
sésebbnek, ha az m/
√

1 − v2/c2 kombiná
ió-nak nem adnánk külön nevet, vagyis lemondanánk amozgási és a nyugalmi tömeg elnevezés használatáról,mert valójában sehol sin
s rájuk szükség és 
sakfélreértésekre adnak alkalmat. Elég gyakran lehettalálkozni például azzal a tévhittel, hogy a Newton-egyenletekr®l úgy lehet áttérni a relativisztikus moz-gásegyenletekre, hogy a gyorsulást nem a nyugalmitömeggel, hanem a mozgási tömeggel szorozzuk6: Anyugalmi tömeg hajlamos rá, hogy kitúrja a longi-tudinális és tranzverzális tömeget az ®ket megillet®helyr®l.4 Fényelhajlás, vöröseltolódásA nulla tömeg¶ része
skék példáján lehet talán alegvilágosabban meg�gyelni, milyen veszélyekkel jár,ha a tömeg és az energia ekvivalen
iáját dogmatiku-san, bet¶ szerint értelmezzük.Mint ismeretes, a relativisztikus me
hanikamegengedi nulla tömeg¶ része
skék létezését, mertaz energia és a sebesség impulzuson keresztül kife-jezett alakjában (W =
√

c2p2 + m2c4, v = c2p/W )az m −→ 0 helyettesítés símán elvégezhet®: Nullatömeg¶ része
skékre W = cp, v = c. A fotonokebbe a kategóriába tartoznak. Az ω körfrekven
iájúfény fotonjainak energiája ~ω-val, impulzusa ~ω/c-velegyenl®.Ha a tömeg és az energia kap
solatát szigorúértelemben vett ekvivalen
iaként fogjuk fel, akkor aztkell mondanunk, hogy a fotonnak véges, W/c2 =6Ezt a hibát követi el E. Szabó László "A nyitott jöv® problémája" 
. könyvében (Typotex, 2002) a 22-23. oldalon.
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~ω/c2 nagyságú tömege van és ezt a "tényt" külön-böz® módon szokták felhasználni arra, hogy aklasszikus me
hanika fogalmaival interpretálják a fényviselkedését az általános relativitáselmélet görbülttéridejében.Ennek az elméletnek az egyik nevezeteskövetkezménye az, hogy a fénysugarak elhajlanak azolyan nagy tömeg¶ objektumok közelében, mint a
sillagok és a Nap. Ezt a jelenséget gyakran ma-gyarázzák úgy, hogy mivel a fénysugárban terjed®fotonoknak ~ω/c2 nagyságú tömege van, a Nap ép-púgy vonzza ®ket, mint mondjuk a hiperbola pályánmozgó üstökösöket.Ez a "magyarázat" azonban két okból is súlyosanfélrevezet®. Egyrészt az általános relativitáselméletlényege az, hogy a gravitá
iós mozgást a gravitá-
iós er® fogalma nélkül, a térid® görbületével magya-rázza, ezért az üstökösök sem azért térülnek el a Napközelében, mert az általános tömegvonzás hat rájuk.A fényelhajlást inkább a fénytöréshez lehet hasonlí-tani, mert a Nap által "deformált" térid® görbületea fénysugarakra nézve a törésmutató szerepét játssza,amely az n ≈ 1 + 2GM/c2r képlet szerint függ aradiális koordinátától (G a gravitá
iós állandó, M anaptömeg). Természetesen ez a magyarázat is leegy-szer¶sít (kénytelen rá, mert a térid® görbesége nemtehet® szemléletessé), de elég közel van a valósághozés nin
s olyan súlyos ellentmondásban a ma elfogadott�zikai világképpel, mint a zérustól különböz® foton-tömeg.A másik ok az, hogy a fotontömegen alapulóértelmezés az elhajlás szögére hibás értéket ad.Érdekes módon a Nap által okozott fényelhajlás szögétmár kétszáz évvel ezel®tt kiszámította J. G. vonSoldner német természetkutató a fény korpuszkuláriselmélete alapján. A fényrésze
skék tömegér®l Soldnertermészetesen semmit sem tudott, de nem is voltrá szüksége, mert a gravitá
iós mozgás Newton-egyenleteib®l a tömeg kiesik. Soldner kiszámította afényelhajlás szögét, és fele akkora értéket kapott, mintamekkora b® száz évvel kés®bb a relativitáselmélet-b®l jött ki. Ez a számítás vonatkozik arra az esetreis, amikor a fényt ~ω/c2 tömeg¶ fotonokból állónakképzeljük és mutatja, hogy 
sak a tömeg léte számít,

a nagysága nem.De ha nem vagyunk hajlandók elfogadni, hogy a fo-tonnak ~ω/c2 nagyságú tömege van, akkor ezzel tulaj-donképpen érvénytelennek nyilvánítjuk az E = mc2képletet nulla tömeg¶ része
skékre? Egyáltalán nem,a képlet ekkor is érvényes és azt fejezi ki, hogy a nullatömeg nulla bels® energiával jár együtt. Kinetikus en-ergia azonban van, amely a fotonok esetében ~ω-valegyenl®.A másik jelenség, amit szintén gyakran interpretál-nak a fotontömeg alapján a gravitá
iós vöröseltolódás.A 60-s években ezt úgy mutatták ki, hogy egy torony-ban a földszinti A laboratóriumból monokromatikusfénysugarat irányítottak a kb. h = 20 méter magasanlév® B emeleti laboratóriumba. A földszinten végzettmérések alapján az alkalmazott fényforrás körfrekven-
iája ωA volt, de az emeletre érkez® fény frekven
iájátaz ottani mérés ωA-nál kisebb ωB nagyságúnak mu-tatta. Ezt a jelenséget nevezik gravitá
iós vörösel-tolódásnak7. A frekven
iák különbsége rendkívül ki
si,az elmélet (és a mérések) szerint a relatív frekven
iael-toódás nagysága
∆ω

ωA
≡

ωA − ωB

ωA
=

∆Φ

c2
, (7)ahol ∆Φ = gh az emeleti laboratórium gravitá
iós po-ten
iálja. 20 méteres úton a relatív frekven
iaeltolódás(7) szerint kb. 10−15-tel egyenl®.A jelenség fotontömeggel történ® interpretá
iójá-nak a sémája nagyjából a következ®: A földszinti labo-ratóriumban a foton gravitá
iós poten
iálja zérus, ~ωAenergiája ezért tisztán kinetikus energia. Az emeletreérkezve ~ωA/c2 tömege következtében a poten
iális en-ergiája (~ωA/c2) gh-ra n® meg, ennek következtébena kinetikus energiája ~ωA(1− gh/c2)-re 
sökken. Ez akinetikus energia az emeleten meg�gyelt ωB frekven-
ia ~-szorosa, ezért ωB = ωA(1−gh/c2) a (7) képlettelösszhangban.Ezzel a gondolatmenettel szemben két ugyanolyanjelleg¶ kifogás emelhet®, mint a fényelhajlásnál: Agondolatmenet egyrészt meghamisítja a jelenség valóditermészetét, másrészt numerikusan hibás eredményrevezet.Kezdjük ezúttal a második problémával. A ∆Φ =

gh képlet 
sak a földfelszín közvetlen közelében adja7Az emeletr®l a földszintre irányított fenysugár természetesen ellentétes, "kékeltolódást" szenved.



7meg a gravitá
iós poten
iált, amikor h ≪ R (R aföldsugár). A fotontömegen alapuló gondolatmenetazonban minden további nélkül alkalmazható akkoris, amikor a két laboratórium messze van egymástól.Ebben az esetben természetesen
∆Φ =

(

−
GM

R + h

)

−

(

−
GM

R

)

= gh
R

R + h(kihasználtuk, hogy g = GM/R2). A foton poten
iálisenergiája tehát (~ωA/c2)
ghR

R + h
-ra n® meg, kinetikusenergiája pedig ~ωA(1 −

gh

c2
·

R

R + h
)-ra 
sökken. Agondolatmenet szerint ez utóbbi mennyiség ~ωB-velegyenl®, ezért

∆ω

ωA
=

gh

c2
·

R

R + h
.Az általános relativitáselmélet szerint azonban a helyesképlet a következ®:

∆ω

ωA
=

√

(1 + h/R)(1 − 2gR/c2)

1 + h/R − 2gR/c2
− 1.Amikor h ≪ R mindkét képlet visszaadja (7)-t, de azáltalános esetben különböznek egymástól.Térjünk át az értelmezés kérdésére. Az általánosrelativitáselmélet szerint a jelenség lényege az, hogyaz A és a B pontban nyugvó lokális vonatkoztatásirendszerekben végzett mérés a fény frekven
iájátsajátid®ben adja meg, és a sajátid® a két pontbannem egyforma mértékben tér el a koordinátaid®t®l,amelyben a fény frekven
iája a terjedés során ál-landó8. Ezért ha pl. fénysugár helyett géppuska-sorozatot l®nek fel az alsó laboratóriumból a fels®be,az is "vöröseltolódást" szenved: A νA tüzelési és a νBbe
sapódási frekven
ia aránya ugyanaz, mint a fény-sugárra az ωA/ωB arány. Teljesen nyilvánvaló, hogyhiába 
sökken le a lövedékek kinetikus energiája mireaz emeletre érnek, ennek a 
sökkenésnek semmi köze a

νA/νB arányhoz.Nem a függ®leges hajítás, hanem a Doppler-e�ektus világít rá a gravitá
iós vöröseltolódás valóditermészetére. Amikor egy iner
iarendszerben pozitív x

irányba ω körfrekven
iájú sugárzás terjed, akkor a rel-ativitáselmélet el®tti �zika szerint azt egy v sebességgelszembe haladó meg�gyel® ω(1 + v/c) frekven
iájúnaktalálja. A relativitáselmélet szerint azonban a mozgómeg�gyel® a frekven
iát sajátid®ben méri, ezért ez azérték még korrek
ióra szorul: Figyelembe kell venni,hogy a mozgó meg�gyel® órái √

1 − v2/c2-szer lass-abban járnak, mint a nyugvó meg�gyel®é és ezért aperiódusid®t √

1 − v2/c2-szer kisebbnek, a frekven-
iát 1/
√

1 − v2/c2 szer nagyobbnak mutatják. Haezt számításba vesszük azt találjuk, hogy a moz-gó meg�gyel® a sugárzást ω(1 + v/c)/
√

1 − v2/c2 =

ω
√

(1 + v/c)/(1 − v/c) frekven
iájúnak észleli. Nyil-vánvaló, hogy a Doppler-e�ektus képletei a géppuska-sorozatra is érvényesek. A sajátid® szerepe itt nagyonhasonló ahhoz, amit ez a mennyiség a gravitá
iósvöröseltolódásban játszik.FüggelékMozogjon a vessz®s koordinátarendszer V sebességgela vessz®tlenhez képest a közös X-tengely pozitívirányába. Tekintsünk egy tömegpontot, amely atrajektóriája egy adott pontjában a vessz®tlen ko-ordinátarendszerhez képest v = (vx, vy, vz), a vesz-sz®shöz képest v′ = (v′x, v′y, v′z) sebességgel mozog.A két sebesség között a sebességösszeadás törvényelétesít kap
solatot:
v′x =

vx − V

1 − vxV/c2
,

v′y =
vy

√

1 − V 2/c2

1 − vxV/c2
,

v′z =
vz

√

1 − V 2/c2

1 − vxV/c2
.

(8)A gyorsulások
a = (ax, ay, az) =

(

dvx

dt
,

dvy

dt
,

dvz

dt

)

a′ = (a′
x, a′

y, a′
z) =

(

dv′x
dt′

,
dv′y
dt′

,
dv′z
dt′

)8Ezt a magyarázatot természetesen 
sak az általános relativitáselmélet alapjainak az ismeretében lehet pontosan megérteni.



8kifejezésében dt és dt′ a Lorentz-transzformá
ió segít-ségével számítható át egymásba:
dt′ =

dt − (V/c2) dx
√

1 − V 2/c2

=
1 − V vx/c2

√

1 − V 2/c2

dt. (9)A (8) els® egyenlete szerint
dv′x =

d

dvx

(

vx − V

1 − vxV/c2

)

dvx =
1 − V 2/c2

(1 − vxV/c2)2
dvx,ezért

dv′x
dt′

=
(1 − V 2/c2)3/2

(1 − vxV/c2)3
dvx

dt
,vagyis

a′
x =

(1 − V 2/c2)3/2

(1 − vxV/c2)3
ax.Tegyük fel, hogy a vessz®s rendszer pont a nyu-galmi rendszer, azaz

vx = v, vy = vz = 0, és V = v. (10)Ekkor
a′

x =
ax

(1 − v2/c2)3/2
,ami éppen (1) els® egyenlete.A (8) második egyenletének a di�eren
iálja akövetkez®:

dv′y =
∂

∂vx





vy

√

1 − V 2/c2

1 − vxV/c2



 dvx+

+
∂

∂vy





vy

√

1 − V 2/c2

1 − vxV/c2



 dvy.A deriválások elvégzése után
dv′y = vy

√

1 − V 2/c2 ·
(−V/c2)

(1 − vxV/c2)2
dvx+

+

√

1 − V 2/c2

1 − vxV/c2
dvy .

A (9) segítségével megint áttérünk gyorsulásokra:
a′

y = −
vyV

c2
·

1 − V 2/c2

(1 − vxV/c2)3
ax +

1 − V 2/c2

(1 − vxV/c2)2
ay.Ide (10)-t beírva az

a′
y =

ay

1 − v2/c2képletre jutunk, ami (1) második összefüggése.Ugyanígy kapható meg a harmadik összefüggés is.Írjuk fel példaként a (2) egyenleteket elektromág-neses mez®ben mozgó ponttöltésre. A pillanatnyi nyu-galmi rendszerben a ponttöltésre F′ = eE′ er® hat,az F ezzel az er®vel egyenl® a vessz®tlen rendszermennyiségein keresztül kifejezve. A szükséges ösz-szefüggéseket az elektromágneses mez® relativisztikustranszformá
iója szolgáltatja:
E′

x = Ex, E′
y =

Ey − vBz
√

1 − v2/c2

, E′
z =

Ez + vBy
√

1 − v2/c2

.A mozgásegyenletek (2)-ben felírt formája tehát azadott esetben a következ®9:
m

ax

(1 − v2/c2)3/2
= eEx,

m
ay

1 − v2/c2
= e

Ey − vBz
√

1 − v2/c2

,

m
az

1 − v2/c2
= e

Ez + vBy
√

1 − v2/c2

.

(11)Ezek az egyenletek alkalmasan orientált ko-ordinátarendszerben érvényesek, de könnyen átírhatókvektoriális alakba, ahol ilyen korlátozás már nin
s:
m

√

1 − v2/c2

a = e[E−
1

c2
(E · v)v + (v × B)]. (12)Ebb®l az egyenletb®l matematikai átalakítással meglehet kapni a Lorentz-er®t tartalmazó

ṗ = eE + e(v × B)9Ha a második és a harmadik egyenletet √

1 − v2/c2-tel megszorozzuk, a gyorsulás szorzótényez®jeként az m/
√

1 − v2/c2hányados jelenik meg. Amikor ponttöltések elektromágneses térben történ® mozgását vizsgáljuk, ezt a mennyiséget 
élszer¶tranzverzális tömegnek tekinteni.



9egyenletet, amelyben p = mv/
√

1 − v2/c2.A (2) baloldalán a gyorsulás komponenseit a lon-gitudinális illetve a tranzverzális tömeg szorozza. Anevez®jükben az (1 − v2/c2) hatványai biztosítják,hogy a testet ne lehessen fénysebességre felgyorsítani.A (11) azonban mutatja, hogy ilyen faktorok a jobb-oldal nevez®jében is felléphetnek és ha elég magashatvánnyal szerepelnek, kompenzálhatják a baloldali-akat. A (11)-ben nem történik ilyen kompenzá
ió,mert az els® egyenletben, amely a sebesség nagyságátváltoztatja, egyáltalán nem jelenik meg √

1 − v2/c2 a
jobboldalon. Ponttöltést ezért nem lehet fénysebesség-re felgyorsítani. Más er®terek esetében azonban azels® egyenletben is felléphet a nevez®ben √

1 − v2/c2tetsz®legesen magas hatványa, a relativitáselméletalapelvei ezt a lehet®séget egyáltalán nem zárják ki."Relativitáselmélet" könyvemben (Typotex, 2002) a8. jegyzetben található egy ilyen példa. Ez a mate-matikai lehet®ség �gyelmeztet rá, hogy a fénysebességátjárhatatlanságát a transzformá
iós törvények ön-magukban még nem garantálják.


