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Az els6 ot fejezetben azokat az alapjelenségeket foglaljuk Gssze, amelyek ellent-
mondtak a klasszikus mechanikénak és elektrodinamikanak, ezért a megmagyarazasuk
4j elméleti kereteket igényelt.

3.1. A hémérsékleti spektrum

A testek a rajuk es6 sugérzast (részben) elnyelik, és a hémérsékletiiktsl fliggd mo-
don elektromégneses sugarzast bocsatanak ki. Ha {ires zart edényt T hémérsékleten
tartunk, az edény belsejében egy id§ elteltével a két folyamat egyensulyba keriil, és
az edényben stacionér elektromagneses sugéarzasi mezd alakul ki: ez a hdmérséklets
sugdrzas.

A homérsékleti sugarzas a gazok adott hdmérsékletd egyensulyi allapotaval ana-
16g, ez utobbiban a molekulak mechanikai energidja, az el6bbiben az elektroméagneses
mezd térenergiaja a termodinamikai energia. A molekulak sebesség szerinti eloszlasa-
nak a hémérsékleti sugarzas esetében a térenergia-stirtiség frekvenciék szerinti w,,dw
eloszlasa felel meg. Ez a frekvenciaeloszlas a hdmérsékleti spektrum. A molekulak se-
bességeloszlasahoz hasonloéan a hémérsékleti spektrum sem fiigghet az edény falanak
anyagi mingségétsl (Kirchhofl-tétel, a statisztikus fizikdban fogjuk bizonyitani). A
spektrumnak ez az univerzalitasa azt sugallta, hogy az elektrodinamika torvényeinek
az ismerete elegends kell, hogy legyen a w,, fliggvény meghatarozasédhoz, de az ilyen
irAnya probalkozasok sorra kudarcot vallottak.

A homérsékleti spektrum kisérleti vizsgalatat ugy végzik, hogy az edényen apro
lyukat farnak, az ezen kidramlé sugarzast prizma segitségével a frekvencidk szerint
széthuzzak, és az egyes frekvencidkhoz tartozo energiat a sugarzas héhatasa alapjan
megmérik. Mivel a lyuk abszolut fekete (minden raess sugarzast elnyel), a lyukon
keresztiil kiaramlo sugarzast fekete sugdrzdsnak nevezik. A hémérsékleti spektrum
tehat a fekete sugarzasnak, vagy — masképpen — az abszolut fekete test sugarzasdnak
a frekvencidk szerinti eloszlasa.

A spektrum tapasztalati alakja az abran lathato:

W(,O

1. abra.

A spektrum korrekt matematikai alakjat Planck el8szor probalgatas utjan talalta



meg 1900-ban, de néhany héttel késébb sikeriilt elméleti tton is levezetnie. Einstein
azonban néhény évvel kés6bb ramutatott, hogy Planck elméleti levezetése nem volt
teljesen korrekt.

Mivel a spektrum a falak anyagi mindségétdl fiiggetlen, Planck feltette, hogy a
fal harmonikus rezgésre képes elektromos dipolokbol 4ll, amelyek kozott mindenfajta
korfrekvenciaju oszcillator el6fordul. Az egyensuly feltétele az, hogy a dipolok min-
den w-n atlagban ugyanannyi energiat abszorbeéljanak, mint amennyit kibocsatanak,
mikozben a T hémérsékletnek megfelels energiacloszlassal rendelkeznek.

A szamitasok szempontjabol kényelmes volt feltenni, hogy az oszcillatorok rezgé-
si energidja nem folytonos, hanem csak véges lépésekben valtozhat. Konkréten, az
w frekvenciaja oszcillatorokrol feltette, hogy energidjukat csak konst - w adagokban
valtoztathatjak. Planck ugy képzelte, hogy a végképletben ezzel a konstanssal majd
nulldhoz tart, és ezzel a lépéssel biztositja, hogy az oszcillatorok energidja a valo-
sdgban folytonosan valtozhasson. észrevette azonban, hogy a kisérleti eloszlast akkor
kapja meg, ha nulla helyett egy bizonyos véges értéket valaszt. Ez a konstans a Planck
dllando, amit ma h-al jeloliink, értéke

h
=5 = 1.0545887 % 10734J - s = 6.582173 x 1022 Mev - s.
iy

Planck mindebbdl arra kovetkeztetett, hogy — szoges ellentétben minden addigi
ismerettel, — a harmonikus oszcilldtor energidja kvantdlt:

E,=hv-n n=0,1,2 .. (1)
A hémérsékleti sugarzas Planck-altal felfedezett formulaja a Planck-spektrum:

_h w3 @)
o 7T2C3 ehCU/kT -1

We

ahol k a Boltzmann-alland6. Ha ebben a képletben Planck eredeti elgondolésa szerint
kT

a h konstanssal nulldhoz tartunk, akkor a w,, = ﬁwQ eredményt kapjuk (Rayleigh-
m2c

Jeans formula). Ez a képlet azonban tapasztalati és elméleti szempontbol egyarant

elfogadhatatlan, mert w — oo-nél végtelenhez tart és csak alacsony frekvencidkon

egyezik a tapasztalattal.

3.2. A fotoeffektus

A jelenség: a fémfeliiletre es6 fény (ultraibolya sugarzas) elektronokat valt ki (foto-
elektronok).

Az elektronokat a fényhullam E—je gyorsitja fel annyira, hogy képesek a fémbdl
kilépni. Ezért azt varjuk, hogy amikor a fénynyalab energiadramstiriiségét (intenzité-
sat) noveljiik — azaz noveljiik az elektromos mez§ atlagértékét a fényhullamban —, a



kiléps elektronok energiaja névekedjen. A tapasztalat szerint azonban a fényintenzi-
tas novekedésekor nem a fotoelektronok energiaja, hanem a szdma az, ami névekszik.
Az energia novekedését a fény frekvencidjanak a megnovelésével érhetjiik el.

Einstein fénykvantum hipotézise (1905): Az w korfrekvenciaja fénynyalab nulla
tomegt részecskékbdl (fénykvantumokbol, késébbi néven fotonokbol) all, amelyeknek
hw az energiaja és hk az impulzusa. Egy ilyen feltevést a relativitaselmélet tesz le-
het6vé (Elektrodinamika jegyzet 548). A fotoeffektus lényege az, hogy a fénynyalab
egy fotonja litkozik a fém elektronjaval, maga megsemmisiil és energiajat és impulzu-
sat atadja az elektronnak. A folyamatban az energiamegmaradas tétele a kdvetkezs
egyenlettel fejezhetd ki:

1
hw =P+ P+ §mv2,

ahol P; az ionizacios energia, Ps a kilépési munka, K, = %mvz pedig az elektron moz-
gési energidja a fémbdl valo kilépés utan. A képletbdl kovetkezik, hogy w +— K, 1.
Ha feltessziik még, hogy a fény energiaaramstirtisége N - hw - c-vel egyenls, ahol N a
fotonok stirtisége, akkor a foton-elektron titkozések és a kilépd fotoelektronok szama a
tapasztalatnak megfelel6en né az intenzitassal. A hipotézis hihetetlen merészségének
az érzékelésére gondoljunk vissza az elektromégneses hulldm S=cw-7i energia-

1
aramstriség kifejezésére (Elektrodinamika jegyzet, 48.feladat), amelyben w = 56052

egyaltalaban nem fiigg a korfrekvenciatol.
Planck az oszcillator mint mechanikai rendszer mozgéasédnak a kvantumossigat
ismerte fel, Einstein ezt a felismerést kiterjesztette az elektromégneses mezdre is.

1. 2. 3.

2. abra.

A fotonhipotézist mintegy 20 éven keresztiil gyakorlatilag senki sem hitte el. A



fény korpuszkularis és hullamfelfogasa kozott ugyanis a XIX.sz. els6 évtizedében felfe-
dezett interferencia dontott a hullamkép javara, és a fotonhipotézis a kvantumelmélet
részletes kidolgozasa el6tt a newtoni korpuszkuléris felfogas felelevenitésének tiint.
Az interferencia lényege az, hogy a 3.erny6n (Id. az abrat) megvilagitott és sotét
szakaszok véltakoznak. Legyen P valamelyik megvilagitatlan tartomany egy pontjal.
Ha barmelyik rést letakarjuk, a P megvilagitotta valik. Ezt a jelenséget semmikép-
pen sem lehetett megmagyarazni a fény részecske-felfogasanak az alapjan, és ezaldl a
fotonhipotézis sem latszott kivételnek.

3.3. A radioaktivitas

Elemek (atomok) részecskekibocsatéassal 4j elemmé alakulnak at.

Béarmely anyagmennyiség fele az anyagi minGségre jellemzs T} /o felezési idd alatt
alakul 4t (Rutherford, 1900).

Annak valoszintisége, hogy egy atom, amely ¢-ig még nem bomlott el, a (¢, ¢ + dt)-
ben elbomoljon, A - di-vel egyenlé. A X\ konstans az anyagra jellemzd& bomldsi dllando
(természetesen semmi koze a hullamhosszhoz, amit ugyanezzel a bettivel jeloliink).

Legyen N(t) azon atomok szama, amelyek ¢-ig nem bomlottak el. Akkor

N(t+dt) = N(t) — X~ N(t) - dt

N(t) = N(0) - e,

Ez a képlet a radioaktiv bomlas térvénye. A 7 = 1/X az idddllandd, amely azzal
az id6vel egyenls, ami alatt a minta e-d részére bomlik.

T1/2 =7-1n2.

Probléma: Ha egy adott elem atomjai tokéletesen egyformak, miért kiilonbozd
id6pontokban bomlanak el? és ez az id6pont hogyan lehet véletlenszerd?

A radioaktiv-bomlé4s harom alaptipusa:

1) a-bomlas: a sugérzas (az elektronhoz képest) nehéz, kétszeresen pozitivan tol-
tott u.n.  a-részecskékbdl all (mint utobb kidertilt, ezek azonosak a hélium atom
magjaval).

2 )B-bomlés: a sugarzas elektronokbol all.

3) y-sugarzas: az el6bbi két bomlastipust kiséré sugarzas, amely igen nagy frek-
venciaju fotonokbol all.

1Az interferencia jelenségét késébb kiilon fejezetben részletesen targyaljuk.



3.4. A vonalas spektrum

A ritka géazok csak bizonyos hullimhosszi sugarzast bocsatanak ki és nyelnek el (vo-
nalas spektrum). A lathato tartoméanyban a hidrogéngéz spektrumvonalainak a hul-

lamhosszat az
1 1 1

empirikusan megallapitott Balmer-formula (1885) irja le, amelyben az

R =1.09733712 %« 107m ™!

empirikus konstans a Rydberg-dllando.
A Balmer-formula altal leirt hullimhosszak alkotjak a Balmer-széridt. Tovabbi
széridk:

1 1
Lyman-széria — =R (12 — 2) (n=2,3,...) ultraibolyaban
n
! 11 o
Paschen-széria 3= R (32 - n2> (n=4,5,...) infravorosben
1 11
Brackett-széria 3= R Yo (n=25,6,...) uo
1 1 1
Pfund-széria 3= R <52 - n2> (n=26,7,...) uo.

A vonalas spektrumok értelmezéséhez atommodellre volt sziikség.

3.5. Rutherford planetaris atommodellje (1911)

Az elektron felfedezése utén vilagossa valt, hogy az elektron minden elem atomjanak
fontos alkotorésze. A felfedezs J.J.Thomson kidolgozta az atom ,mazsolas pudding”
modelljét: pozitiv kocsonyas kozegben elektronok (a hidrogénatomban a kocsonya
kézepén egyetlen elektron).

Rutherford 1909-ben a-részecskék szérodasat figyelte meg vékony lemezeken, és vi-
szonylag sok visszaszort a-részecskét talalt, ami a Thomson-modell alapjan értelmez-
hetetlen (,;mint amikor valaki granattal selyempapirra 16 és a visszapattano granattal
onmagat talalja el”).

Mastél évi gondolkodas utan arra a meggyézédésre jutott, hogy az atomban a
pozitiv toltés nem nagymeéretii , kocsonya’ forméjaban, hanem az atom méreténél joval
kisebb, az elektronnal sokszorosan nagyobb tomegi atommag formajaban van jelen.



Az elektronok ugy keringenek az atommag koriil, mint a bolygok a Nap koriil. Az «
részecskék akkor pattannak vissza, amikor telibe talalnak egy atommagot. Specialisan
a hidrogénatomban egyetlen elektron kering az azonos nagysagu, ellentétes elGjeld
toltéssel rendelkezd mag koriil (ma ezt protonnak nevezziik).

Rutherford annyira komolyan vette ezt a modellt, hogy a modell kedvéért még
az elektrodinamikéval is hajland6 volt szembe keriilni: Maxwell elektrodinamikaja
szerint ugyanis a planetéaris atommodell nem lehet stabil, mert az elektronok mozgéasa
gyorsulo és ezért sugaroznak. Lattuk (Elektrodinamika jegyzet, 63.feladat), hogy a
hidrogénatom elektronja mintegy 1 ns alatt ,bespiralozik” az atommagba.

kok >k

Attériink az u.n. ,régi kvantumelmélet” ismertetésére, amely torténetileg az elsé
lépcssfok volt a kvantummechanika felé.

3.6. A Bohr-modell (1913)

Bohr két alapfeltevésbdl indult ki:

a)A hidrogénatomban a klasszikus korpalyak koziil csak bizonyosak megengedet-
tek. Ezek a kvantumallapotok, vagy (stacionér) palyak.

b)A sugarzasi visszahatas abban jelentkezik, hogy egy F energiaju stacionér pa-
lyarol az elektron spontan ,Atugrik” egy alacsonyabb E’ energiaju palyara és kozben
sugéroz. A sugarzas frekvenciajat az

E — FE' = hw (3)

képlet hatarozza meg. A legalacsonyabb energiaju palyarol az elektronnak mar nincs
hova ugrania, ezért ez a palya stabil, az elektron tehét nem spiralozik be a centrumba.
Kérdés: hogyan kell kivilasztani a megengedett korpalyakat?
Bohr kvantumfeltétele: A megengedett korpalyak azok, amelyeken az impulzus-
nyomaték értéke a h egész szamu tobbszorose:

L=1L,=hn.

Az n neve kvantumszam. A kvantumszémok funkcidja az, hogy kivalasszak és inde-
xeljék a kvantumallapotokat.
Az n kvantumszamu korpalya F,, energidjat a kvantumfeltételbdl és a

centrifugalis er6 = Coulomb-erd

egyenlGséghbdl hatarozhatjuk meg. Ha r,, v, a korpalya sugara és a keringési sebesség
az n-ik kvantumallapotban, ezt az egyenlGséget az

2 2
muv;, e

T dmeqr2



képlet fejezi ki. Méasrészt, L, = r, - mv,, ezért a kvantumfeltétel

rymu, = hn

alaku. A két egyenletbdl v,-t kizarva az

1 me? 1

r,  4megh? n?

kifejezésre jutunk.
A virialtételbdl tudjuk (Mechanika jegyzet 45.feladat), hogy E,, a potencialis ener-

gia felével egyenld:
1 2
Ey=--(-——5 ).
2 4dmegry,

Ha ide beirjuk r, inverzének elébb kapott képletét, megkapjuk a megengedett palyak
energiait (energiaszintek vagy nivok):

me4

E,=—
327T26(2)h2 n?

(n=1,2,3,..). (4)

A nivosémat igy szokas abrazolni:

3. abra.

Latszik, hogy nagyobb n-hez nagyobb energia tartozik. A nivok mind negativ ener-
giajuak, és mivel végtelen sok van bel6liik, a nulla értékhez kozeledve a nivotavolsag
nulldhoz tart.

Legyen n > n’. Az n — n’ 4&tmenetben kisugarzott fény frekvenciaja a kovetkezd:



w =

E,—FE, me? 1 B 1
n n2 )’

h T 32mend \n?  n?

2
Felhasznalva, hogy w = %, a kisugarzott fény hullamhosszara az

1 met 1 1

X 64m3hic (n’2 n2>
kifejezést nyerjiikk. Ez a képlet megegyezik a spektralis széridkat leird tapasztalati
Osszefliggésekkel és mutatja, hogy az egyes széridk n’ értékében kiilonboznek egy-
méastol, vagyis abban, hogy a fény melyik nivore torténd atugrasnal emittalodik. A
képletbdl leolvashatd tovabba, hogy a Rydberg-allandét ismert konstansokon keresz-
til az

me4

- 647‘(36(2)FL36

képlet segitségével lehet kifejezni. Ha a jobboldalra a konstansok ismert értékeit
beirjuk, valéban az R tapasztalati értékét kapjuk meg.
A Rydberg-allandon keresztiil az energiaspektrum kifejezése a kévetkezs:

(n=1,2,3,..). (5)

3.7. A Bohr-Sommerfeld modell

A Bohr-Sommerfeld modell lényege a Bohr-féle kvantumfeltétel altaldnositasa. A
Bohr-Sommerfeld kvantumfeltétel szerint az I adiabatikus invaridnsok (Mechanika
jegyzet 32.fejezet) azok, amiket kvantalni kell az

I pdq = hn (6)

T o

szabély alapjan. Ha az I csak pozitiv lehet, az n egész sem lehet negativ (hiszen a
klasszikus palyak koziil kell kivalasztani a megengedetteket), de ha I el6jelére nincs
kikotés, n is lehet barmilyen elGjeld.

3.8. A harmonikus oszcillator kvantalasa

E
A mechanikdban lattuk, hogy a harmonikus oszcillatorra I = —, ami pozitiv szam.
w

A Bohr-Sommerfeld feltétel alapjan I = fin, ezért az oszcillator lehetséges energiait
az

E,=hw-n (n=0,1,2..)

10



képlet fejezi ki Planck eredményével teljes 6sszhangban.
(Emlékeztetiink az E = wl képlet levezetésére a Mechanika-jegyzet 32.fejezetébol:

4T
E = (virial tétel) = 2K = 2 - —/ —Uth

= —/ p-vdt = —%pdx——l—wf)

3.9. A dobozba zart tomegpont kvantalasa

A doboz”: a hosszusagt szakasz az x-tengelyen, amelynek végpontjairol (falak”) a
tomegpont rugalmasan visszapattan.
Egy tipikus fazisgorbét az abran latunk:

p
! —
-al2; 1 al2
| | x
1 4 1]
4. abra.

A zart fazisgorbe altal hatarolt teriilet nagysaga 2pa, ezért

1
I = —2pa = hn,
27

wh

p=—-—n,
a

P B 2h
2m  2ma?

(n=0,1,2,..). (7)

n —

1.Feladat: abrazoljuk a nivoszerkezetet.do

2.Feladat: Témegpont a, b, ¢ élhosszisdgi dobozba van zarva. Hatarozzuk meg
az energiaspektrumét a Bohr-Sommerfeld modell alapjan.
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Megoldas: Mialatt a tomegpont rugalmasan "pattog" a falak kozott, mindegyik
fal csak a ra merdéleges iranyd impulzuskomponenst valtoztatja meg. Pl. a z-tengelyre
merdleges fed6laprol torténd visszapattanasnal a (pozitiv) p, értéke —p,-re valtozik,
de ekdzben p, és p, valtozatlan marad. Ennek a ténynek egyenes kévetkezménye, hogy
a fazistrajektoria vetiilete az (x,ps), (y,py), (2,p-) sikok mindegyikére ugyanolyan
jellegti, mint a 4.4bra fazistrajektoriaja, és az el6z6 gondolatmenet mindegyikre kiilon-
kiilon alkalmazhato:

mh mh mh
Pz = 7”95 Dy = 7”1} Pz = ?nz
Bunn. = g+ ) = 50 (%) 4 (52) 4 () @ )
nafyns = 9 \Pe TPy TP = o0 a b c

3.10. A hidrogénspektrum a Bohr-Sommerfeld modellben
A Mechanika-jegyzet (119) képlete szerint a Kepler-mozgés energiajat az adiabatikus
invariansok fliggvényében az
_ mimd
Z(Ir + 1y + ‘L/JDQ

képlet adja meg. A gravitacios potencialbol

e2

9)

ymime —
47eg
helyettesitéssel kapjuk meg a Coulomb-potencialt a hidrogénatom planetaris modell-
jében, ezért — a megfelels valtoztatassal — a képlet ebben a modellben is érvényes:

me4

E=—
32m2et (I, + Iy + |1,])?

(a bolygo mo tomegét atjeloltiik az elektron m tomegére).
A Bohr-Sommerfeld kvantalasi feltételek alapjan

I, = hn,, Iy = hnyg, I, = hm,
ahol n, és ny nemnegativ egész szamok, m pedig tetszoleges elGjeli egész?. Igy
I, + Iy + |I,| = k(ny + ny + |m|) = —wh(n, +1),
ahol — a kovetkezd fejezetre gondolva, — bevezettiik az

I =ny+|m|

2Az ny kvantumszamot m-el szokas jelolni, noha megvan a veszélye, hogy 6sszekeverjiik a témeg-
gel.
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jelolést. Ha ezt a kifejezést az energia képletébe beirjuk, az

me? 1

T 2r2en? (n, +1)?

formuléra jutunk. Amikor n, =1 = 0, az energia minusz végtelen, mert az elektron az
origbban nyugszik. Ezt a lehetGséget nyilvan ki kell zarnunk. A legegyszertibben ezt
gy érhetjiik el, hogy a zarojelen beliili Gsszeghez hozzaadunk 1-t. Célszerd ezutéan
bevezetni az

n=n,+1+1
kvantumszamot, amelynek a segitségével az energia az

me? 1

rE = . —
" 32m2e2h? n?

(n=1,2,3,..)

alakra hozhato, ami pontosan azonos (4)-el.

Terminologia: n - f6kvantumszam, n,. - radialis kvantumszam, [ - mellékkvantum-
szam, m - magneses kvantumszam.

Megjegyzés: A kvantummechanika nem tud szdmot adni az elektronok atugrasé-
rol az alacsonyabb energidju palydkra. Ez a jelenség ugyanis a sugéirzasi visszahatas
kvantummechanikai megfelelGje, ezért csak az elektromagneses mezé figyelembevéte-
lével targyalhato. Ez azonban mar a kvantumelektrodinamika hataskorébe tartozik,
amely nem szerepel a tantervben.

3.11. Az impulzusmomentum a Bohr-Sommerfeld modellben

Bohr eredeti kvantumfeltétele az volt, hogy a megengedett korpalyak azok, amelyeken
az impulzusnyomaték értéke A egész szamu tobbszorose. Ebben a fejezetben ezt a
feltevést pontositjuk a Bohr-Sommerfeld modell szerint.

A Mechanika jegyzet 1.14 fejezetében lattuk, hogy p,, fizikai jelentése az impulzus-
momentum z-komponense (amelyet L.-vel is szoktunk jelolni). Mivel p, = I, ebbdl
kovetkezik, hogy az impulzusmomentum z-komponense kvantalt, értéke Aim, ahol m
tetszdleges elGjeld egész vagy nulla.

Megmutatjuk, hogy az impulzusmomentum L abszoltat értéke ("hossza") is csak
kvantalt értékeket vehet fol. Az egyszertiség kedvéért r sugara gdmbon végzett szabad
mozgés impulzusmomentumat vizsgaljuk. Induljunk ki az

L? = m?r?0? = m?rt (9% 4 sin? 9 - $?)
képletbsl. A Mechanika jegyzet 79.feladata mintajara

1 . 1

’lé = -— = ——— 5
mr?2 e 4 mr?2 sin? 19p¢
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ezért

L2 = mr?(py -+ p, - ).
A gombfeliileten a szabad mozgas f6koron torténik (Mechanika jegyzet 4.feladat) kons-
tans impulzusmomentum mellett, ezért

1 T mr?2 [T . mr?
Lzzf/ L*dt = 7/ poV + P :[%pﬂdﬂ‘F‘%p d@HZ
T/, T J; ( @ ) T i

2mr

27r
A jobboldali zardjelet szorzo m - T T faktor nem maés, mint L, ezért az impul-

zusmomentum nagysagat az
L =1+ |1,

egyszeri Osszefiiggés hatarozza meg, amelynek kovetkeztében a Bohr-Sommerfeld mo-
dellben
L = hi(nyg + |m|) = Al

Mint latjuk, a Bohr-Sommerfeld kvantumfeltételek szerint az impulzusnyomaték nagy-
saga csak a h egész szamu tObbszordse lehet.

A

Z

5. abra.

Az ny nemnegativ egész, ezért ha [ adott, az m-nek az

—1<m<l (10)
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intervallumba kell esnie: |L.| nem lehet nagyobb L-nél. Adott I-jd és m-ji palya sik-
jara allitott merdleges cos = m/l altal meghatarozott a szdget zar be a z-tengellyel,
w.i. az impulzusmomentum nagysaga hl, z-re vetett vetiilete pedig hm (I1d. az 5.ab-
rat). Az « szog tehat kvantalt, ezt a tényt nevezték a régi kvantumelméletben térbeli
kvantdldsnak. Megjegyezziik, hogy a térbeli kvantalas nyilvanval6 ellentmondéasban
van azzal a ténnyel, hogy a z-tengely csupan elképzelt irany a térben és barhogy felve-
het&: nehéz megérteni, hogy adott palyasik mellett miért nem ,szabad” tetsz6legesen
orientalni a koordinatarendszert.

Adott | mellett az (10)-t kielégits kiilonboz6 m-k szama 2] + 1. Adott Al nagy-
sagl impulzusmomentum vektor ennyi egymaéstol kiilonbozd z-vetiiletd orientacioval
rendelkezhet.

Ha egy bizonyos kvantumszamhoz v kiilénb6z6 kvantumallapot tartozik, akkor
az illeté kvantumszamot v-szor elfajulinak nevezziik Az [ kvantumszam elfajulasa
vy =20+ 1.

3.Feladat: Hanyszor elfajult a hidrogénatom n fékvantumszama?

Megoldas: Az n

-szeresen elfajult, mivel adott n-nél n, egyértelmiien meghatarozza I-t, amely a 0 <
I < n —1 tartoméanyba es6 egész, és minden [-nél (21 + 1) féleképpen valaszthatjuk
meg m-t.d

A Bohr-modellel ellentétben a Bohr-Sommerfeld modell figyelembe veszi, hogy
a hidrogénatomban az elektronpalyak ellipszisek is lehetnek. A Mechanika jegyzet
54.feladataban lattuk, hogy adott F mellett a nagytengely hossza allando, az L ér-
téke pedig a nulla és egy maximalis érték kozott lehet, amely forditva arédnyos |E|
négyzetgyokével (mivel E < 0, az E novekedésével |E| csokken, ezért az L maximaélis
lehetséges értéke E novekedésével ng). A Bohr-Sommerfeld modellben lényegében
ugyanez a helyzet. Az L-t meghatarozo [ kvantumszam minimalis értéke nulla, maxi-
malis értéke pedig (n — 1), ami annal nagyobb, minél nagyobb |E,, | négyzetgyokének
inverze (az n fékvantumszam).

Az adott n-hez tartozo kvantumallapotok tehat olyan ellipszispalyék, amelyeknek
ugyanolyan hosszii a nagytengelye, és annél elnyujtottabbak, minél kisebb az [. A
koralaka palyaknal [ =n — 1.

4.Feladat: Kvantaljuk az izotrép harmonikus oszcillator mozgésat.
Megoldas: A virial tétel szerint £ = 2K.

A feladat Descartes-koordinatakban is, polarkoordinatdkban is megoldhato.
a)Descartes-koordinatak:

15



) t+T pi p2 pz 1 t+T
Bo- g (mtamtam)dog) et po
t t
1

2
= T<j{pIdm+}{pydy+7{pzdz) :%(Iw—l-ly—i-lz):w([w—i—ly—i—lz):fiW.n,

ahol n = ng +ny +n, hirom nemnegativ kvantumszam sszege. Az n kvantumszami
nivo elfajulésa

VUp =

( n—2|—2 ) _ (n+2)2(n+1)

b)Gombi-koordinatéak:
Figyelembe kell venni, hogy az r-mozgas periodusa T'/2 (Mechanika, 59.feladat),
ezért

2 [T m m . m . . 21
E:f/t (5r2+5r2z92+5r25m219-302)=7(2—7r+ﬂ9+\—’¢|)=hw'n,

ahol n = 2n, + [. Az alacsony n-k példajan meggy6zidhetiink rola, hogy az elfajulas
ugyanaz, mint az el6zé megoldasban.de

3.12. A Zeemann-effektus

Az effektus lényege: a mégneses mez6 az m kvantumszam szerint felhasitja az ener-
gianivokat (ezért nevezik m-t magneses kvantumszamnak).

E m

6. abra.
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Az atomok mozgé toltéseket tartalmaznak, ezért altalaban van magneses dipol-
nyomatékuk. Az Elektrodinamika jegyzet 2.19 fejezete szerint a kérdram [ magneses
dipélnyomatéka meréleges az dram sikjara és nagysaga az dramerdsség és a kontur
altal hatéarolt teriilet szorzata. A hidrogénatomban kering$ elektron drama az e t6ltés
és a v = 1/T keringési frekvencia szorzata, ezért

e

=mab- —.

p=mab-

A 7ab/T arany nem més, mint a teriileti sebesség. A Mechanika jegyzet 44.feladaté-

ban lattuk, hogy ez a 2.Kepler-térvény szerint L/2m-el egyenls. Mivel tovabba az L
impulzusnyomaték is meréleges a palyasikra, ezért

e -
i=—L.
H 2m
A magneses dipol potencidlis energidjat az elektromos dipolébol kapjuk (Elektro-
dinamika jegyzet (46) képlet) p'— [, E — B helyettesitéssel:

U=—ji-B.

Valasszuk a z-tengelyt a B-vel parhuzamosan. Akkor

U= —p.B=——L.B=—up-mB,
2m

h
ahol up = 26— a Bohr-magneton (m az elektron tomege), a B-t szorzo6 m pedig a
m

mégneses kvantumszam.

Ha a magneses mez6 gyenge, akkor az elektron mozgasara gyakorolt hatésatol
eltekinthetiink, és a valtozatlan Bohr-palyak energiajat gy kaphatjuk meg, hogy (4)-
hez hozzdadjuk az U potencialis energiat (perturbativ targyalas):

me? 1

Enm = T 543 5 99 o
32m2e2h? n?

— pup-mbB.
Adott n-nél [ maximélis értéke (n— 1), ezért az E, szint (2(n—1)+1) = (2n—1)
alnivéra hasad fel az m magneses kvantumszam szerint (1d. a 6.4brat).

3.13. A Bohr-Sommerfeld modell kritikaja

A Bohr-Sommerfeld modell gyenge pontjai a kévetkezdk:
1)Az el6iras nem elég altalanos, mert az adiabatikus invaridnsokat csak integralha-
t0 feladatokra értelmeztiik (Mechanika jegyzet 17§). A modszert egynél tobb elektront
tartalmazo6 atomokra nem lehet alkalmazni, mert ezek a feladatok nem integralhatok.
2)A térbeli kvantalas értelme homalyos.
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3)A hidrogénspektrum szamitasanal mesterségesen ki kell zarni azt a lehet&séget,
amikor n,., ny és m egyidejtleg zérus, noha a Bohr-Sommerfeld eljarassal ez 6sszeférne.

4)A modell ellentmond a spektralis hasonlosag elvének (Elektrodinamika, 2.39
fejezet), amely szerint egy periddikus mozgast végzé toltés altal kibocsatott sugarzas
spektruma csak a t6ltés mozgasi frekvenciajat és felharmonikusait tartalmazhatja.

Az utolsé pontot vizsgaljuk részletesebben. Legyen E,, < E, (n/ < n). Az
n — n’ atmenet soran emittalt fény frekvenciaja a (5) felhasznalasaval

BB LR W[4 ]

Wnn' = — = 7 _—— —
n2 77/2 2

h h n (11)

A sugérzéas az n kvantumszamu palyarol torténik. Az elektron mozgasanak

n'?

2m

T = ellipszis teriilete/teriileti sebesség = wab - m
z

periodusidejét a Mechanika jegyzet 19.fejezet képletei segitségével konnyen kifejezhet-
jik az E energian keresztiil:

_ 2mpab  2mp ymyma |L.| [ ymimg

Lol L[ 20E]  \2uE] V2 |EP?C

A (9) helyettesités elvégzése utan ezt kapjuk®:

A L7
2 4meg|E|3/2

ezért az elektron mozgasanak korfrekvenciija az n f6kvantumszamu palyan®

T

_27r

2 dmeg|E, |32
Wy = :

1
Tn:27r- o T:ZMCR-E. (12)
Nyilvanvalo, hogy wp, # (egész szdm) X wy,, és ezért a spektralis hasonlosag elve
valoban sériil.

3.14. A korrespondencia-elv (Bohr 1918)

A fenti birdlat nem feledtetheti el, hogy a Bohr-Sommerfeld modell rendkiviil eredmé-
nyes a hidrogénspektrum és a Zeemann-effektus értelmezésében. Ha nem is tekinthetd
a mikrojelenségek végleges elméletének, annyit mindenesetre meggy6zden jelez, hogy
a newtoni mechanika és a Maxwell-féle elektrodinamika az atomi jelenségek szintjén

bizonyosan nem érvényes. A makroszkopikus jelenségek értelmezésében azonban ez

3A u redukalt témeg m1 < ma-nél m1 = m-el egyenld.
4A (12) igazolasanal elGszor En-t ki kell fejezni a (3) segitségével, majd a konstansokat ossze kell
csoportositani R-be.

18



a két nagy elmélet sikeresnek és nélkiilézhetetlennek bizonyult. Ezért minden olyan
elmélettsl, amely a mikrojelenségek értelmezésének az igényével 1ép fel, meg kell kive-
telni, hogy amikor olyan viszonyokra alkalmazzuk, amelyben a newtoni mechanika, ill.
a klasszikus elektrodinamika eredményes volt, praktikusan legyen redukalhaté ezekre
az elméletekre. Ezt az elvarast nevezziik korrespondencia elvnek®.

Vegyiik példaul a hidrogénspektrumnak azt a részét, amely nagy n értékekhez
tartozik és a nullahoz kozeli (negativ) energiaji nivokat tartalmazza (a satirozott tar-
tomény a 3.4bran). Az energiaszintek itt nagyon strtin helyezkednek el, az energia
csaknem folytonosan vehet fel barmely értéket és ezért ebben az u.n. korrespondencia-
limeszben a kvantumelmélet kdvetkeztetéseinek praktikusan egybe kell esnie a klasszi-
kus mechanika és elektrodinamika kdvetelményeivel. Mindenekel6tt teljesiilnie kell a
spektralis hasonlosag elvének azokban az dtmenetekben, amelyek nagy n f6kvantum-
szami nivok kozott torténnek.

Legyen n, n' > n —n' = m (m pozitiv egész). Az m/n < 1 ardny elsé rendjében

! IO S MO AW
n?  (n—m)2  n? ( m)anz 1_2oMm " n? n/’

Irjuk be ezt (11)-be:

1 1 4R
Wnn A 2T Re |:2' (1+2T> _2:| - 7T3C (g)m-wn’
n n n n

vagyis az n kvantumszamu nivordl kisugarzott fény frekvencidja a korrespondencia-
limeszben valéban egész szamu tobbszorose a szébanforgd kvantumallapotban kerings
elektron korfrekvenciadjanak. Az n — n — m atugrasnal a kisugarzott fény korfrek-
vencidja az w, alapfrekvencia m-k felharmonikusa.

k>

A régi kvantumelmélet ismertetését befejeztiik és a (modern) kvantummechanika-
hoz sziikséges matematikai elGkészitésre tériink at.

3.15. A vektortér

A vektorteret az origobol felmért vektorok Gsszesége alkotja. Két és harom dimenzio-
ban (D = 2,3) a vektortér alaptulajdonsigai jol imertek és tetszSleges D-nél érvénye-
sek. A tovabbiak megértéséhez elegendd az, amit a vektorokrdl intuitive elképzeliink,
de a hatarozottsag kedvéért pontokba szedjiik a vektorterek alaptulajdonsagait. Ezek
a kovetkezsk:

5 A korrespondencia sz6 itt megfeleltetést jelent és az 1] elméletnek a bevalt régihez valo illeszke-
dését fejezi ki.
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I.A vektorok Gsszeadhatok, és az Gsszeadas a kovetkezd tulajdonsagokkal rendel-
kezik:

1 = (kommutatlwtas)

) d
) ( Ei + _») + F=a+(b+0 (asszociativités)
3)A vektortér elemei kozdtt ott van a 0 nullvektor, amelyre @ + 0 = a.

4)Minden @-hoz tartozik olyan b, hogy @+b=0 (b = —a).

)

I1.Szorzas valos szammal: Ha «a, 8 valos szamok, akkor
1) @ mellett ad is vektor. Specialisan 1-d = a.
2)a(pd) = (ap)a.

II1. Az 6sszeadés és a szorzas disztributiv:

1) (a+ p)d = ad + Sa.

A linedris filiggetlenség fogalma: a, l_;, C, ... akkor linearisan fiiggetlen, ha
ad’+55+’y5+... =0=a=F=7..=0,

vagyis ha egyik vektor sem fejezhets ki a sorozat tobbi vektoranak linearkombinécio-
jaként. D dimenzioban a maximaélis mennyiségii linearisan fliggetlen vektorok szama
D-vel egyenls, ez a tulajdonsag szolgalhat a dimenzi6 fogalméanak definiciojaként.

A bdzis fogalma: D db linearisan fiiggetlen €; (i = 1,2,...D) a D-dimenzios vek-
tortér béazisat alkotja. Az @ = a1€1 + as€s + ... + ap€p kifejtés egyértelmi. Az a;-k
az @ vetiletei az €; bazisban: @ = (a1, ag,...ap). Az @ vektor €; iranya komponense
az a;€; vektor.

Fontos megjegyzés: Figyeljiik meg, hogy €;-ben és a;-ben az i index kiilonb6zd
funkciot t6lt be: az elss esetben D kiilonbozd vektor koziil kijeloli az i-ediket (az
e; Osszetett szimbolum egészben tolti be azt a szerepet, amit @-nal az a beti), az
utobbiban egy adott vektor vetiiletei koziil jeloli ki az i-ediket. Ezért az €; j-ik
vetiiletét e;; -vel logikus jel6lni.

A skaldrszorzat: jelolés a - b helyett inkabb (d, E)

A skalarszorzat valos szam, amelyet a kévetkezd tulajdonsagaival definialunk:
1)Szimmetria: (&@,b) = (b, a).
)P021t1V1tas (@,d) >0, (d,d) =0<=a=0.

A \/(@,d) = |d| az @ normdja (hossza).

3)Bilinearitas: (a, Bb + ~é) = p(a, E) + (@, @), és a szimmetria kovetkeztében

(85 +~¢,8) = BB, 3) + (¢, ).
A skalarszorzat szolgal a vektorok ortogonalitisdnak értelmezésére:
alb<(db)=0.

Az €, €, - €p bazist ortonormdltnak nevezziik, ha 1-re norméltak és egymaésra or-
togonalisok:
(€, €j) = i (13)
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A §;; a Kronecker-szimbdlum, amely ¢ = j-nél 1 (a bazis elemei normdltak) , egyébként
0 (a kiilonb6z6 baziselemek ortogonalisak egymasra).
5.Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ortonormalt bazisban

-,

(6_1:7 b) =aiby +azby + ... +apbp.d

A vektortérben végtelen sok kiilonb6z6 ortonormalt béazis 1étezik, amelyek egymas
elforgatottjai. Mivel (13) mindre egyarant érvényes, a skalarszorzat az elforgatasok-
ra nézve invarians, bdrmely ortogonalis bazisban egyenlé a komponensekbdl alkotott
szorzatok Osszegével.

Megjegyzés: Vektorszorzatot nem definidlunk, mert nem altaldnosithato D > 3-ra
természetes moédon.

6.Feladat: Igazoljuk, hogy ortonormalt bazisban

a; = (&, ). (14)

Megjegyzés: Specialisan maguknak a béazist alkoté vektoroknak a vetiilete a bazis €;
elemére a kovetkezs:

Sy (4, .
€ji = (ej)i = (ei,ej) = 61‘]’ (] = 1,2,~ . ~D)7 (15)

azaz egy ortonormalt bazis vektorainak dnmagdra vonatkoztatott komponensei a ko-
vetkezdk:

€1 =(1,0,0,---,0) & =(0,1,0,---,0) ... &p =(0,0,0,---,1).  (16)

7.Feladat: Igazoljuk, hogy ortonormalt bazisban
D
> (@ &) (€:.b) = (@,).% (17)
i=1

8.Feladat: Legyen é; ortonormalt bazis D = 3-nal, amelyben

(5, —3v/3, 2/3)
(3v3, 1, —6)
é=(V3, 3, 2).

Igazoljuk, hogy ezek a vektorok ortogonalisak egymasra. Norméaljuk at 6ket gy, hogy

egy 7j; ortonormalt bazist alkossanak.
A T
= =—Cé.
] » 13 4

9.Feladat: Adjuk meg az ¢€;-k vetiileteit az 7j; bazisban.
Megoldas: A feladat az

d:
b:

1
Megoldas: 71 = g&', o =

€ = (1, €)M + (72, €)1z + (73, €)173
képlet segitségével oldhaté meg, amely (14) kovetkezménye.d
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3.16. Komplex vektortér

A komplex vektortér abban kiilonbozik az el6z6 fejezet (valos) vektorterétsl, hogy
a II, III-ban szerepls (gordg betiis) konstansok komplexek. Ennek kovetkeztében a
vektorok vetiiletei is komplex szamok.

Masik kiilonbség az, hogy a skaldrszorzat nem szimmetrikus, hanem hermitikus:

(@b) = (b,a@)".
Ez a definicio biztositja, hogy (@, @) megmarad valosnak (és ezért értelmes ra a pozi-
tivitds megkdvetelése), de a bilinearitas formajat megvéltoztatja: ha az (@, Sb+~¢) =
Ié; (Ez’g) + v(@, ¢) tulajdonsagot tovabbra is érvényesnek fogadjuk el, akkor a hermicitas
kovetkeztében (ﬁg—i— ~E, @) = 5*(5, @) +~*(¢,@): amikor egy konstansot a skalarszorzat
elsd tényezdjébdl emeliink ki, komplex konjugélni kell.
A bazis ortonormaltsagat valtozatlanul (13) fejezi ki.

10.Feladat: Bizonyitsuk be, hogy ortonormalt bazisban

-

(5, b) ZaIbl —‘ra;bg—i- +Cl>'bbp)* (18)

A skalarszorzatnak ez az alakja mutatja, hogy (16) komplex vektortérben is érvényes.
11.Feladat: Igazoljuk, hogy (14), (15) komplex vektortérben is érvényes.

Megjegyzés: Komplex vektortér esetén (14) skalarszorzatéaban a tényezsk sorrendje
lényeges. Valos vektortérnél ez a sorrend nem jatszik szerepet.do

12.Feladat: Igazoljuk, hogy (17) komplex vektortérben is érvényes.d

13.Feladat: Valasszuk ki az egymaésra ortogonalis parokat a D=2 komplex vek-
tortér kovetkezs vektorai koziil: @ = (1, 1), b= (1, i), c= (1, —1), d = (1, —i).

Megoldas: (@,¢) = (b,d) = Oh.

3.17. A Hilbert-tér

A végtelen dimenzios (D = oo) komplex vektorteret Hilbert-térnek nevezzik. A
Hilbert-teret H-val jeldljiik.

A végtelen szamu komponens kiévetkeztében vannak olyan vektorok, amelyeknek
minden komponense véges, a norméajuk mégis végtelen. Az ilyen vektorokat nem nor-
mdlhato vektoroknak nevezzik. Az elnevezés oka az, hogy véges normaju vektorokat
|@|~1/2-el torténd szorzassal mindig 1-re lehet normalni. A vektort egyszertien csak
normdltnak nevezzik, ha a normaja l-el egyenl$ (ha 1-re normalt).

14.Feladat: Vizsgéljuk az a,, = 1/n és a b, = 1/y/n komponensekkel (n =
1, 2,...) megadott @, b vektorok normalhatosagat.

™

V6

Megoldas: |a| = < 00, |b] = co.d

22



A Hilbert-tér bazisai két nagy osztalyra bonthatok, a diszkrét és a folytonos bazisok
osztalyara.

A diszkrét bazis €; elemeit — a véges dimenziojua vektorterek baziselemeihez hason-
loan —, egy i egész szammal indexelhetjiik, amely az 1 és a D kozott (Hilbert-térnél
D = o0) veheti fel az értékeit. Diszkrét bazis hasznalatakor az el6z6 fejezet Osszes
képlete érvényes (D = oo-el).

A folytonos bazis €, elemeit az u folytonos paraméter indexeli. Az u megadott
intervallumban valtozhat. A tovabbiakban feltessziik, hogy — ha nem irunk el valami
mést, — ez az intervallum a —oo < u < +00. Folytonos bazis hasznéalatakor az el6z6
fejezet képletei érvényesek maradnak, ha az Osszegzéseket integraléssal helyettesitjiik:

Igy példaul

@b) =Y ab; = (Eij)z/du-ajjbw (19)

Az u helyett természetesen mas bett is hasznalhatd. Alabb w mellett tobbnyire a v-t
hasznaljuk majd a folytonos bazis vetiileteinek indexelésére.
Az ortonormaltsagot folytonos bazisoknal a deltdra normdltsdg helyettesiti®:

(Ey, ) = 6(u—u'). (20)

Mivel 6(0) = oo, a folytonos bazis €, béaziselemei nem normalhatok, de u # u'-nél
ortogonélisak egymasra.

A vektorok folytonos bazisra vonatkozo vetiiletei a bazist indexeld folytonos para-
méter fiigguényei, és ezért sokszor célszerd az a,, jelolést a(u)-val helyettesiteni, ami
kidomboritja a fiiggvény-jelleget. Igy pl. irhatjuk, hogy

c—i:/du-a(u)é’u.

15.Feladat: Az @ € H vektor folytonos béazisban megadott komponense legyen

az a(u) = e~ lul fiiggvény. Szamitsuk ki a normajat.

Megoldas:
o
|@? = /du- la(u)]? = 2/ du-e 24 =1,
0

6 A delta-fiiggvényt az Elektrodinamika jegyzet 3.fejezetében vezettiik be.
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a tehat normalt &.

16.Feladat: Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladat d-ja és az ue— Ul komponenst
b ortogonalis egymasra.de

Hogyan lehet megadni a folytonos bézis €, bazisvektorainak komponenseit ugyan-
ebben a bazisban? Més szavakkal: mi a (15) képlet megfelelgje folytonos bazisban?

A (15) szerint az €; minden e;1, ;2, - - - vetiilete zérus egy kivételével: az a vetiilet,
amelynek sorszama azonos a bazisvektor nevében szerepls i-vel, 1-el egyenls. Fz
biztositja (13) teljesiilését.

Folytonos bazisban az okozza a problémat, hogy a vetiiletek "sorszama" nem kor-
latozodik a pozitiv egészekre, hanem tetszdéleges valos szam lehet. Hogyan lehet ebben
az esetben értelmesen megfogalmazni azt a kovetelményt, hogy €, minden e, (v) ve-
tilete (v tetszGleges valos) zérus, kivéve, amikor v = u? Réaadéasul ennek tgy kell
torténnie, hogy biztositsa a deltara normaltsag (20) feltételét.

A megoldas a kovetkezs:
eu(v) = d(u —v). (21)

Ebbél ugyanis kovetkezik, hogy az €, és az &, skalarszorzata a skalarszorzat (19)
definici6ja alapjén

(€u, Cur) = /dv el (v)ew (v) = /dv O(u—v)d(u —v) =6(u—1u),

és ez a képlet valoban azonos (20)-al.
17.Feladat: Igazoljuk, hogy a (14) képlet folytonos megfelelje az

—

a(u) = (€y,a)
formula.de

Megjegyzés a jelolésrdl: A H vektorait a kvantumelméletben tobbnyire a gorog
ABC végérol vett bettikkel jelolik: (E, X, 1; A nyilat azonban sohasem szokték kitenni,
mert fenntartjak a geometriai vektorok jelolésére. Helyette leggyakrabban a Dirac
altal bevezetett ket-vektor jeldlést hasznaljak: ¢ = [@). A |¢) és a |1b) ket-vektorok
skalérszorzata a két jelolésmodban a kovetkez6: (¢, 1) = (#|y). A (@] neve bra-vektor.
A furcsa de nagyon szerencsés elnevezés magyarazata az, hogy a (®|¥) skalarszorzat
egy teljes zdrdjel (bra-c-ket).

Ebben a bevezet6 kurzusban a Hilbert-tér vektorait tovabbra is nyillal fogjuk
megjelolni, mert fontosabbnak tartjuk hangsilyozni a geometriai vektorokkal valo
hasonlésagukat, mint a kozottiik 1évs kiillonbségeket.

3.18. Linearis operatorok

Az operdtor a fiiggvényfogalom kiterjesztése vektorterekre (tetszéleges D-nél). Min-
den olyan szabalyt operatornak neveziink, amely vektorhoz vektort rendel: b = f(a).
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A tovabbiakban csak linedris operdtorokkal fogunk talélkozni, amelyek a linearis
fliggvény analogonjai.

Az f(x)-t akkor nevezziik linearisnak’, ha igaz ra az f(x) + f(y) = f(z +y)
fliggvényegyenlet. Ezt az egyenletet a konstans x x fliggvények elégitik ki.

Az f(a@) operatort — hasonléan —, akkor nevezziik linearisnak, ha

-, -,

f(@)+ f(b) = f(@+0).
Ha f linedris, az d-ra valo hatasat f(@) helyett fa-val jelsljiik. Ez mutatja a hasonlo-

sagot a konstanssal valo szorzassal, de jelzi azt is, hogy (az d-tol fiiggetlen) f altalaban
nem egyszertien egy konstans szorz6. A linearitas feltétele ebben a jel6lésben

fa+ fo= f@a+b). (22)

Az f altalanos forméaja diszkrét bazisban
K D
b= fd’ b = Z fijaj, (23)
j=1

ahol D lehet végtelen is. Latjuk, hogy egy f linearis operatort D? db f;; = (f)”
szammal (mdtrizelemmel) lehet megadni.
A (23)-al ekvivalens az operator matrixszal torténd felirasa. D = 3-nal példaul

(i fiz fis
f=1/fa fe fas],
far fa2 fa3
L by fin fiz fiz\ [m
b=fi< |[ba| =|far fa2 faz]| | a2
b3 far fa2 f33 as
A sorxoszlop szabély alapjan b; = fi1a1 + ficas + fizas, és ez valéban azonos a

(23)-beli szaballyal.
18.Feladat: Igazoljuk, hogy fi; = (i, f&;).

Igazolas:

D D
S opoy (14) a0 (23) Sy (15)
(@, fe;) = (fej)i = Zfik(ej)k = Zfik5jk = fij-o
k=1 k=1
A linearis operator (23) alakja folytonos bézisban is érvényes, ha az Osszegzést
integréalassal helyettesitjiik:

"Pontosabban: homogén linearisnak.

25



b= fi < bu) = /dv - fu,v)a(v). (24)

A diszkrét bazis i, j indexparjat az u, v folytonos indexparral kellett helyettesitentink.
A vetiileket fiiggvények forméjaban irtuk fel.

Latjuk, hogy folytonos bézisban egy f lineéris operatort az f(u,v) kétvaltozos
fliggvénnyel adhatjuk meg. Folytonos bazisban azonban — a diszkrét bazishoz képest
— olyan speciélis lehet&ségek is rendelkezésre allnak linearis operatorok képzésére,
mint pl. a vetiilet-fiiggvény derivalasa, vagy szorzas a vetiilet-fliggvény argumentu-
maval. A kovetkezs két feladat azonban mutatja, hogy még ezek is felirhatok (24)
alakban.

19.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u-val valé szorzas operatorahoz f(u,v) =
ud(u — v) tartozik.

Igazolas: Helyettesitsiik f(u,v) = ud(u—v)-t (24)-be és végezziik el az integralast.d

20.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u szerinti derivalas operatordhoz f(u,v) =

%é(u — v) tartozik.

Igazolas: Helyettesitsiik f(u,v) = (,%5(11 — v)-t (24)-be, emeljiik ki az u-szerinti
derivalast (ezt azért tehetjiikk meg, mert az integralas v-re torténik) és végezziik el az
integralast.de

21.Feladat: Igazoljuk, hogy a 20.feladat képlete folytonos bézisban is igaz:
flu,v) = (B, f2,) &

Az operdtordsszeadds és az operdtorszorzds:

Legyen f és g két linearis operator. dsszegiikon azt az f + ¢ lineéris operatort
értjiik, amely @-ra hatva az fa@ + §a vektort adja eredményiil: (f +g)a = fa+ ga.
Az f g szorzat pedig az a linearis operator, amelynek a hatasat d-ra ugy kapjuk, hogy
el6szor kiszamitjuk a §a vektort, majd erre hatunk f-el: fga = f(ga‘).

Az operatorosszegzés kommutativ mivelet ( f +§g=90+ f), az operatorszorzas
azonban altalaban nem: az ff] és a g f hatéasa altaldban nem ugyanaz. Ez a tény a
kvantumelméletben alapvets fontossagu.

A kommutator fogalma: Az

1f.9=fa—af (25)

operatort az f és a § kommutdtordnak nevezzik. Ha a kommutator zérus (a nullaval
valo szorzés operatora), akkor a két operator felcserélhetd egymdssal: a hatasuk nem
valtozik meg, ha a sorrendjiiket megvaltoztatjuk.

22.Feladat: Mutassuk meg, hogy az operitorszorzis azonos a mAatrixszorzas
sor X oszlop alakjaval, azaz
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D
F9)i = firans-
k=1

Igazolas:

R D D D
(fgad); Z fik(9@) = Z Z fikgrja; =
k=1

k=1j=1

(S o= Et

Jj=1 Jj=1

23.Feladat: A D = 2-ben a

(1) T ()

operatorokat Pauli-mdtrizoknak nevezziik®. Szamitsuk ki a négyzeteiket és a szorza-
taikat.

Megoldas:
0725 = 05 = O'z =1
030y =10, Oy0y = —10,
0y0, = 10, 0.0y = —i0,
0,0, = 10y 0,0, = —i0y,.%

24 .Feladat: Hatarozzuk meg a Pauli-métrixok kommutétorait
Megoldas:

(03,04 =2i0, [0y,0:] =2ic, [0,,04] = 2i0,.&

25.Feladat: Hatarozzuk meg az u-val valo szorzés és az u-szerinti derivalas (ope-
ratoranak a) kommutéatorat.

Megoldas: Ehhez a feladathoz nem célszerd a 21. és a 22. feladatban kapott
matrixalakot hasznalni. Jobb kozvetleniil a kommutator fogalmabol kiindulni:

[u, d‘i] a(u) = ud(;(;) - %(ua(u)) = —alu).

Mivel d tetsz6leges lehet, ezért

du

8 A Pauli-méatrixok jelolése standard, és bar linearis operatorok, nem szokas kalapot tenni rajuk.

] =1 (27)
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3.19. A hermitikus operatorok

Az f+ operatort az f adjungdltjdnak nevezziik, ha minden &, b-re teljestil az

@, fb) = (f*a,b) (28)

relaci6. Ha tehat egy operator hatasat a skalarszorzaton belil dt akarjuk hdritani az
egyik tényezorsl a masikra, az operatort adjungdini kell. Nyilvan ( f+)+ = f.

26.Feladat: Mutassuk meg, hogy (f§)* = gt f+.

Igazolds: Legyen &= gb. Akkor egyrészt

(@ fgb) = (@ fo) = (f*a.e) = (fra.gb) = (g% f*a.b),
masrészt
(@, fgb) = ((f9)*a,b).

A két egyenl@ség Gsszehasonlitasabol kovetkezik az allités.de

27.Feladat: Mutassuk meg, hogy az i-vel valo szorzas operatoranak adjungéltja
a (—1)-vel valo szorzas operatora.de

A két feladat kovetkezménye, hogy

(ifyr =—ift. (29)

Hogyan lehet meghatarozni egy adott operator adjungaltjat?

28.Feladat: Legyen adva f az fi; matrixelemeivel. Mutassuk meg, hogy f*
maétrixelemeit az indexek felcserélésével és komplex konjugélas egyideji elvégzésével
kapjuk meg:

(7). =1 (30)
ij

Tgazolas: A 20.feladat képlete alapjan

(f)iy = (&, [7&) = (féi,8)) = (&), f&)" = f}

tehat egy operdtor adjungaltjdnak a matrixa az operdtor transzpondlt mdtrizdnak a
komplex konjugdltjdval egyenld.

29.Feladat: Hatarozzuk meg a Pauli-métrixok adjungaltjat.

Megoldés: o;" = o; (i = z,y,2)

Az 6nadjungalt operator fogalma: Egy linearis operatort akkor neveziink donad-

Jungdltnak (vagy hermitikusnak), ha az adjungaltjaval azonos. Az 6nadjungaltsag
feltétele tehat diszkrét bazisban: fI; = f;;. Specidlisan f;; = fi;: egy 6nadjungalt

J (2
operator matrixanak f;; diagondlis elemei valosak.
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Az el6z6 feladat mutatja, hogy a Pauli-méatrixok 6nadjungalt operatorok a D = 2
komplex vektortérben.

30.Feladat: Folytonos bazisban az f-t az f(u,v) kétvaltozos fiiggvénnyel adjuk
meg. Mutassuk meg, hogy f*(u,v) = f*(v.u), tehat az onadjungaltsig feltétele

I* (U7 u) = f(u, U)&

31.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u-val valé szorzas operatora énadjungalt.

Igazolas:

Erre az operatorra f(u,v) = udé(u—v), ahonnan f*(v,u) = vé(v—u) = ud(u—v) =
f(u,v)d.

32.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u-szerinti derivalas operatoranak adjungélt-
ja dnmaga —1-szerese.

Igazolas:
) 9 . _ _
aEJrre az operatorra f(u,v) = %5(11, —v), ahonnan f*(v,u) = %5(11 —u) =
—%é(u —v) = —f(u,v)é.

33.Feladat: Mutassuk meg, hogy az u-szerinti derivalas (—i)-szerese hermitikus
operator.

Igazolas: Jeloljiik az u-szerinti derivalds operat d,-val. Az el6z6 feladat szerint
di = —dy, ezért (29) kovetkeztében (—id,)" = id; = —id,, tehat —id, valoban
hermitikus.

Megjegyzés: A idy ugyanigy hermitikus, a kvantummechanikdban azonban a —id, =

1.
—d,-t hasznaljak.d
i

3.20. A hermitikus operatorok hatasa a vektorokra

A hermitikus operatorok legfontosabb tulajdonsagai véges D dimenziojua komplex
vektorterekben az alabbi allitasokban foglalhatok Gssze:

1)Minden f hermitikus operdtorhoz tartozik D kitiintetett irany. A kitiintetett
irAnyokba mutat6 vektorokat az f sajdtvektorainak nevezzik.

2) Amikor f valamelyik sajatvektorra hat az irdnyat nem véltoztatja meg, hanem
mindegyiket egy ré jellemz6 valos szammal, az adott sajatvektorhoz tartozd sajdt-
értékkel szorozza meg: ha d sajatvektor, akkor fc_i = ad. A sajatértékek Osszesége
alkotja az f operator spektrumdt.

3)A kiilonbozd sajatértékekhez tartozo sajatvektorok ortogonalisak egymasra.

4)Ha v,, darab linearisan fiiggetlen sajatvektorhoz ugyanaz az « sajatérték tartozik
(vagyis az « sajatérték v,-szor elfajult), akkor ezek a sajatvektorok a D-dimenzids

vektortér egy v, dimenziés S, alterét feszitik ki®. Az S,-ban fekvs Gsszes vektor az f

9P¢ldaul v, = 2 esetén egy sikot.
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operator a sajatértékhez tartozo sajatvektora, amelyek koziil végtelen sok kiilonb6z6
modon lehet kivalasztani v, ortogonélisat. Az S, minden vektora ortogonalis az
oOsszes a-tol kiilonbozd sajatértékhez tartozo sajatvektorra.

5)alljon az 7j; ortonormalt bazis (i = 1,2, ..., D) az f sajatvektoraibol. Az 7j;-hez
tartozo sajatérték legyen (5;. Az f hatasat egy tetszéleges @ vektorra a legegyszertib-
ben gy tekinthetjiik at, ha az a-t kifejtjiik az 7;-k szerint:

f@' = f(alﬁl + agﬁg + ...+ (lDﬁD) = alfﬁ1 + azfﬁQ + ...+ anﬁD =
= a1 + azf21f2 + ... + apBpiip.

6)Ez a képlet mutatja, hogy két operator akkor (és csakis akkor) felcserélhetd,
ha van kozos sajatvektor rendszeriik. Ha u.i. az 7;-k a g-nek is sajatvektorai (;
sajatértekekkel), akkor nyilvan

9fa = f4@ = ar1Bimiiy + aaBayaifa + - + apBpYDiiD-

Ezek a tulajdonsagok a hermitikus operatorok hatasara vonatkozo legfontosabb té-
nyek. Koziiliikk néhanyat nagyon egyszerd bebizonyitani. A sajatértékek valossagéanak
a bizonyitasa pl. a kovetkezSképpen torténik:

Legyen a sajatvektor a sajatértékkel: f&' = aa. Akkor egyrészt

(@, fa) = (@, ad) = a(d, @),
masrészt, f hermicitasa kévetkeztében
(@, fa) = (fd,d) = (od,d) = o*(d,ad).
Az els6 egyenletbdl kivonjuk a méasodikat:
0=(a—a")(a,da),

ahonnan a = a* g.e.d.

Hasonléan bizonyithato, hogy a kiilonboz§ sajatértékekhez tartozo sajatvektorok
ortogonalisak egymasra. Legyen a és b az f hermitikus operator két sajatvektora a,
B sajatértékekkel, amelyek kiilonbozék. Akkor egyrészt

-,

(@, fb) = (@.pb) = B(a.b),
mésrészt, f hermicitasa és a valdssaga kovetkeztében
(@, fbo) = (fa,b) = (@, b) = a(@, D).
Az els6 egyenletbdl kivonjuk a mésodikat:

-,

0= (8—a)(a,b),
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-,

ahonnan o # 3 kovetkeztében (d@,b) = 0 q.e.d.
Ezzel a 2) - 5) allitasokat belattuk. Az 1)-t példan illusztraljuk.
D=2-ben a hermitikus operatorokat egy

f = (f11f12f21f22)

maétrixszal adhatjuk meg, amelyekben a hermicitas kévetkeztében az fi1, foo diago-
nalis elemek valdsak és fi12 = 5.
Legyen @ (egyenldre ismeretlen) sajatvektor és o a hozza tartozd sajatérték:

fa = aa.

Ennek az u.n. sajdtértékegyenletnek a komponenseken keresztiil kifejezett alakja a
kovetkezs:
fi1a1 + fi2a2 = aay }

1
for1a1 + fasas = aas. (31)

Ez két egyenlet a harom aq, a2, « ismeretlenre. Valdjaban azonban nem sa-
jatvektort, hanem csak a sajatvektorok irdnydt keressiik. Ez azt jelenti, hogy az @
valamelyik komponensét, ami biztosan nem nulla, 6nkényesen valaszthatjuk. Ezért
elég a két egyenlet.

Rendezziik 4t (31)-t az

(fll - a)al + fi1oa2 =0
fora1 + (fo2 — @)az =0 } (32)

alakba, ami homogén lineéris egyenletrendszer az a1, as ismeretlen komponensekre.

Ha ez két linearisan fiiggetlen egyenlet (vagyis a determindnsa nem nulla), ak-
kor csak nulla megolddsa van (a; = as = 0)!°. Ezért annak feltétele, hogy legyen
sajatvektor az, hogy a (32) egyenlet determinansa tinjon el:

f11—a f12

fa1 fa2 — =a? = (fu + fa2)a + (fi1for — frafor) = 0. (33)

Ez az egyenlet méasodfoknu algebrai egyenlet az a sajatértékre. Két megoldésa
van, amelyek — specialis esetként — lehetnek egyenl6k egymaéssal. Az f hermicitasa
kovetkeztében a megoldasok valosak (diszkriminans = (f11 — fa2)? +4|f12]? > 0 valos).

Ha a két megoldasként kapott sajatérték barmelyikét visszahelyettesitjiik (32)-ba,
két olyan egyenletet kapunk az aqi, as ismeretlenekre, amelyek nem linearisan filig-
getlenek egymastol: az egyik egyenlet kovetkezménye a méasiknak. Ezért csak a; és
as ardnydt tudjuk kiszamitani és ezt a két egyenlet barmelyike alapjan megtehetjiik.
Tobbre nincs is sziikség, hiszen csak a sajatértékekhez tartozé iranyokat keressiik. A

10Errél kénnyen meggyszédhetiink, ha a szokasos modszerrel megprobaljuk az a; vagy az as kom-
ponenst kiejteni.
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sajatvektorokat magukat olyan hossztinak valaszthatjuk, amilyennek akarjuk (altala-
ban 1-re norméaljuk Gket).

Mielstt feladatokat néziink, egy kicsit mas modon is Osszefoglaljuk a fejezet f6
allitasait. Ezek lényege az, hogy nagyon szoros kapcsolat van egyrészt a hermitikus
operatorok, masrészt az ortonormalt (deltara normalt) bazisok kozott. Szimbolikusan:

hermitikus operator = bazis
bézis =—> egymaéssal kommutalé hermitikus operéatorok

Egyrészt, egy operdtor meghatarozzal'l azt a bazist, amelynek bazisvektorai az
operator sajatvektorai. Masrészt, ha adva van egy ortonormaélt bazis, ez kivalasztja
hermitikus operatorok koziil azokat (végtelen sokat), amelyeknek a sajatvektorai meg-
egyeznek az adott bazis bazisvektoraival, és csak az egyes bazisvektorokhoz tartozo
sajatértékekben kiilonboznek egymastol.

Ha kivalasztunk két operatort, ezzel teljesen meghatarozzuk a hozzajuk tartozod
bézisok kdélcsonos viszonyat. A kvantummechanikai feladatok leggyakoribb probléma-
ja a kiilonféle operatorokhoz tartozo bazisok relativ helyzetének megallapitésa.

34.Feladat: D = 2-ben legyenek adva az

fo -1/2  3/2 . (7/5 2/5

32 -—1/2 9= \2/5 9/5

hermitikus operatorok. Vizsgéljuk a hozzajuk tartozo béazisok relativ helyzetét.
Megoldas: Legyen a az f a-sajatértékhez tartozo sajatvektora:

fa = ad,

(' 5) () == (&),
(=1/2 —a)a; +3/2 - as
3/2 a1+ (-1/2 —a)ay = O.}

A homogén egyenletrendszernek csak akkor van megoldasa, ha a két egyenlet lineéri-
san Osszefligg egymassal, vagyis ha az egyenletrendszer determinansa zérus:

|
o

(34)

(—1/2 — a) 3/2

3/2 (—1/2—a)| =¥

(-1/2 —a)?* - 9/4 =0.

Két megoldés van:
a1 = 1, Qo = —2.

Az elfajulastol az egyszertiség kedvéért eltekintiink.
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Az «-hez tartozo normélt d@ legyen az €; bazisvektor, az aw-hoz tartozd normaélt d
pedig az & bazisvektor. Ezek vetiileteit tigy talaljuk meg, hogy (34)-ben a-t elgszor
ag-€l, majd as-vel helyettesitjiik és a két esetben kapott @ = (a1, az)-t 1-re normaljuk.

A sajatértékeket abbol a feltételbsl hataroztuk meg, hogy (34) két egyenlete legyen
egyenértéki (a baloldalak legyenek aranyosak egymassal), ezért (34) valojaban csak
egy egyenlet (amely lehet akar a felss, akar az alsd). Helyettesitsik a = o = 1-t
mondjuk a fels6be:

(=1/2—=1)a; +3/2- a3 =0,
a1 = as.

Az é] két komponense tehat egyenlé egymassal, és a vektor akkor lesz 1-re normalt,
ha ezek a komponensek 1/+/2-vel egyenlok:

&= (1/v2,1/v2).

(Megjegyezziik, hogy a valasztas nem egyértelmd, a két komponens lehetne —1/ V2
is. A valasztéas egyetlen szempontja az egyszertiség.)
Ha o = as = —2-t helyettesitjiik (34)-fels§ egyenletébe, a

(=1/2+42)a; +3/2-a2 =0
egyenletet kapjuk, amelybdl a; = —as, ezért
& = (1/V2,-1/V2).

Megallapithatjuk tehat, hogy az f—hez rendelt ortonormaélt bazist az €, €5 vektorok
feszitik ki, amelyekhez az o = 1, ag = —2 sajatértékek tartoznak.

Hasonl6 gondolatmenettel azt talaljuk, hogy a ¢ normalt sajatvektorai és a hoz-
zéjuk tartozo sajatértékek a kovetkezdk:

i = (1/v5,2/V5) i = (2/v5,-1/V5)
pr=2 B2 = 1.
Az 7]y és az &1 kozotti sz0g legyen :
. 1 1 2 1 3
COS@:(Th’el):%.E+75'ﬁ:\/7170:0.95’
ezért o ~ 20°.

35.Feladat: Hatdrozzuk meg a (26) Pauli-matrixok sajatértékeit és normalt sa-
jatvektorait.

Megoldas: Mindharom Pauli-métrix két sajatértéke +1 és —1:

O'xﬁi = :f:’lji O'yﬁi = :|:17i Uzifli = :‘:Uji
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= (75 ) == (5
@y = (1, 0) w_ = (0, 1).

A hermitikus operatorok és a bazisok kolcsonos kapcsolata lehet6vé teszi, hogy a
bazisvektorokat a fizikai jelentés nélkili sorszdm helyett sajatértékekkel indexeljiik: ha
a bazis elemei az f operdtor (normalt) sajatvektorai, akkor az f sajatértékei tolthetik
be az index szerepét. Ebben a feladatban mar ezt az indexelési modot alkalmaztuk.de

36.Feladat: Legyen adva D—3-nal az

5 e (Gl
1
2

(2 0 4
f=10 60
4.0 2

operator. Hatarozzuk meg a sajatértékeit és a sajatvektorait.

Megoldas:
al——2, a2:a3:6.
1 1
V3 V2 0
= 0 o = 0 M= 1
1 1 0

V2 V2
A 6-0s sajatérték elfajult, vg = 2. Az 7y és az 73 egy Sg sikot feszit ki, amelyben
minden olyan vektorpér, amely 72 és 73 valamilyen 9 szoggel torténd elforgatasaval
kaphato, szintén ortonormalt sajatvektor-part alkot:

o' = cos?- iy +sindd - 73
3’ = —sind -7 + cos? - 7s.

Nyilvan (727, 72") = (37, 73") = 1, (72,773 ) = 0 tetszoleges ¥-nal &.

kKK

A hermitikus operéatorok véges D-beli tulajdonsagai a Hilbert-térben is érvényesek
azzal a kiegészitéssel, hogy altalanos esetben egy adott hermitikus operator sajatvek-
torai részben lehetnek diszkrétek, részben folytonosak. A sajatérték-spektrum ennek
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megfelelen egy diszkrét és egy folytonos részre bomlik. A folytonos spektrumhoz
tartozo sajatvektorok §-fliggvényre normalhatok.

A két legalapvetsbb H-beli hermitikus operator a folytonos valtozoval vald szorzas
és a folytonos valtozo szerinti derivalas operatora (ez utobbi (—i)-vel szorozva). Tér-
gyalasukat azonban késébbre halasztjuk, amikor mar meg tudjuk jelolni a helyiiket
a kvantumelmélet matematikai apparatusan beliill. Ezért a matematikai elgkészitést
most megszakitjuk és attériink a kvantummechanika alapelveinek a targyalaséra.

3.21. Az z-tengely mentén mozgé tomegpont allapotvektora

Klasszikus mechanikai dllapoton a Mechanika-jegyzet 1.30 fejezete szerint a koordiné-
tak és az impulzusok Gsszeségét értjiik (egy adott pillanatban). Specidlisan 1 szabad-
sagi foknal (f = 1), amikor a mozgas az xz-tengely mentén torténik, az allapotot az x
és a p értéke hatarozza meg.

A kvantummechanikai dllapot fogalma ennél 6sszehasonlithatatlanul absztraktabb:
az z-tengely mentén mozgo tomegpont allapotat a Hilbert-tér normadlt vektorai hatd-
rozzak meg. Ebben az Osszefliggésben a Hilbert-teret célszertd H,-el jelolni, utalva ra,
hogy az x-tengely mentén mozgéd tomegpont Hilbert-terérsl van szo.

Egy 1/_; € H, vektor csak akkor lehet allapotvektor (csak akkor tartozik hozza
fizikai allapot), ha normalhato. A kiilénb6z6 norméalhatéd vektorok kiilonbozs fizikai

allapotokat hataroznak meg. Kivétel az az eset, amikor csupan fdzisfaktorban (e'
alaki egységnyi abszolut értékd komplex szorzoban) kiilonb6znek — ekkor mindketten
ugyanazt az allapotot reprezentaljak!?.

A Bohr-Sommerfeld modellben az allapotok a kvantumfeltételek &altal kivélasz-
tott klasszikus mozgasok voltak. A kvantummechanikaban errél szé sem lehet —
a Hilbert-tér normélhato vektorai dltal meghatarozott éllapotokhoz semmiféle meg-
szokott értelemben vett mozgés sem rendelhets. Egy szempontbol azonban a Bohr-
Sommerfeld modell valamint a kvantummechanika allapot-fogalmai kozott van egy
mély kapcsolat: mint latni fogjuk, a kvantummechanika allapotai k6zott vannak olya-
nok, amelyeket ugyanazok a kvantumszimok jellemeznek, mint a Bohr-Sommerfeld
modell kivalasztott palyait.

Igy pl. a linearis harmonikus oszcillitor kvantumallapotait a zEn (n=0,1,2,--)
allapotvektorok, a hidrogénatom elektronjdnak kvantumallapotait pedig a Jnlm (n=
1,2,3--- 1 =0,1,2,--- ,=1 < m <) allapotvektorok jellemzik (ez utobbiak
nem a M, hanem a harom dimenziés mozgéasokhoz tartoz6 H,,. Hilbert-tér vektorai).

A kvantummechanika és a Bohr-Sommerfeld modell allapot-fogalma k6z6tt van
még egy egészen alapvetd kiilonbség, ami abbdl kovetkezik, hogy egy vektortér két
vektoranak béarmely linearkombinécidja is vektor. Mivel a Hilbert-tér is vektortér,
amelynek (normélhato) vektorait a fizikai allapotokkal hoztuk kapcsolatba, ezért a

lapot (allapotvektorainak) tetszdleges linedrkombinacioja is egy lehetséges fizikai alla-

12 Az indoklast a Mérési posztuldtumok c. fejezetben adjuk meg.
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pot (allapotvektora). A Bohr-Sommerfeld modellben ilyesmirél természetesen sz6 sem
lehet, hiszen két klasszikus mozgas (trajektoria) linearkombinacioja nem egy lehetsé-
ges mozgas (trajektoridja); a newtoni mechanika mozgasegyenletei nemlinearisak, a
szuperpozicié elve nem érvényes rajuk.

A kvantummechanikai szuperpozicio elv kovetkeztében a linearis harmonikus osz-
cillator — mondjuk — 151 és 1/_;2 allapota mellett létezik az oazl + 61;2 allapot is,
amely fizikailag mind 1/71—‘561 mind ,-t6] kiilonbozik. A hidrogénatomnal pedig lehet-
ségesek példaul az olyan z/jnlm allapotvektorok linedrkombinécioi, amelyek csak az m
kvantumszamban kiilénboznek egymaéstol.

Ez a lehetGség oldja meg a térbeli kvantdlas probléemajat (11.fejezet), amely a
kvantummechanikdban nem 1ép fel. Ebben az elméletben ugyanis nem igaz az, hogy
az impulzusmomentum z-tengelyre vetett vetiilete minden lehetséges allapotban Am,
ahol az m egész szam. Mint latni fogjuk, a kiillonb6z8 m-ji ﬁnlm—ekbc'il képzett li-
nearkombinaciok olyan allapotot hataroznak meg, amelyben az impulzusmomentum
z-komponense a h-nak nem egész szamu t6bbszorose.

3.22. A fizikai mennyiségek mint operatorok

De hogyan lehet kivalasztani H, vektorai koziil azokat, amelyek kiilonb6z6 el6re meg-
hatarozott fizikai tulajdonsagokkal rendelkezé objektum kvantumallapotai?

A fizikai allapotok és az Sket reprezentald allapotvektorok kapcsolatanak a meg-
allapitasat azzal kezdjiik, hogy Osszefiiggést teremtiink a mozgd témegpont fizikai
tulajdonsagai és H, vektorai kozott.

1.allitas: A tomegpontot jellemzd fizikai mennyiségeknek hermitikus operatorok
feleltethet6k meg, amelyek H, vektoraira hatnak.

Pontositsuk az allitast. Fizikai mennyiségen az olyan dinamikai mennyiségeket ért-
jik, mint pl. az energia, impulzusnyomaték, amelyek a koordinatak és az impulzusok
(sebességek) fiiggvényei, és a mozgés soran valtoztathatjak az értékiiket. A konstans
paramétereket (tomeg, toltés) nem soroljuk a fizikai mennyiségek kozé.

2.allitas: Egy fizikai mennyiség operatorat ugy kapjuk meg, hogy a szébanfor-
gd mennyiség klasszikus mechanikai képletében a koordindtakat és az impulzusokat
operatorokkal helyettesitjiik.

Elegend§ tehat ismerniink a koordinatédk és az impulzusok operatorait, az x-
tengely menti mozgésoknéal az & és a p operatort. Ha ezeket ismerjiik, akkor pl. a line-
aris harmonikus oszcillator energidjanak operéatorat (az u.n. H Hamilton-operdtort)
%ﬁz + §i2> formula adja meg. Az % és a p operatorok konkrét matema-
tikai alakjat a Heisenberg-féle vagy kanonikus felcserélési reldcickbdl olvashatjuk ki,
amelyek a kvantummechanika alpvets posztulatumai. Speciédlisan f = 1-nél egyetlen
felcserélési relaciorol van szo, amely a kovetkezs:

az

£, 5] = ih. (35)



A (27)-bol vilagos, hogy ha i-t az x-el vald szorzas operatoranak, p-t pedig E—m—
nek vélasztjuk (ezek — mint lattuk, — hermitikus operatorok), akkor (35) teljesiil.
Matematikai tétel (a Neumann-Stone tétel) garantalja, hogy a fizikai kovetkezmények
szempontjabol minden méas valasztas ezzel ekvivalens.

A kovetkez6 fejezetben megvizsgaljuk az & és a p operatorok tulajdonsagait, most
azonban folytassuk a fizikai tulajdonsagok és az allapotvektorok kapcsolatanak az
elemzését. Vegyiink egy tetszoleges fizikai mennyiséget (jeloljiik A-val), amelyhez
az A operator tartozik (ilyen volt pl. a linearis harmonikus oszcillator energiaja).
érvényes a tovabbi két allitas:

3.allitas: Az A fizikai mennyiség lehetséges értékei az A operator sajatértékeivel
(az A spektrumaval) egyeznek meg.

4.allitas: Amikor az A értéke a-val egyenld (amely A valamelyik sajatértéke), a
tomegpont allapotvektora az A operator « sajatértékhez tartozé (normalt) sajatvek-
toraval egyezik meg.

Legyen 1 tetszoleges (normélt) allapotvektor. Mi lesz a mérés eredménye (kime-
netele), ha a 1/_; allpotvektort rendszeren megmeérjiik az A fizikai mennyiséget?

A 3.4llitas szerint az A operator valamelyik sajatértékét kapjuk eredményiil. A
kvantummechanika csak azt mondja meg, hogy az egyes sajatértékeket milyen vald-
sziniiséggel kapjuk mérési eredményként. A valoszintiség kiszamitasara vonatkozik az
utolso allitas:

5.4llitas: Mint kés6bb részletesebben kifejtjiik, ha az A mennyiséget egy 1; alla-
potvektori rendszeren megmérjik, az « sajatértéket

Wa = ‘(6{171;)'2

valoszintiséggel kapjuk meg a mérés soran. A képletben 7, az A operator o sajatér-
tékhez tartozo (normalt) sajatvektora.

A felsorolt 6t allitds az & és a p matematikai alakjanak az ismeretében f = 1-
nél lehetévé teszi az allapotvektor megtalalasat egy fizikai mennyiség értékének az
alapjan, valamint az ismert allapotu rendszeren végezhets mérések eredményének a
kiszamitasat.

kkk

Hogyan lehetett erre rdjonni?

Rendkiviili intuici6 kellett hozza, ami azota is megérdemelt csodalat targya.

Az 4j mechanikat egymastol eltérd gondolatmenetek alapjan talalta meg (24 éves
koraban) W.Heisenberg (1925) és — L. de Broglie elképzelését (1923) kovetve —
E.Schrodinger (1926). A két modon kapott elmélet elss latasra gyokeresen kiilonbo-
z0tt egymastol, de Schrodinger megmutatta, hogy ugyanannak a fizikai elméletnek
két kiilonb6z6 matematikai megfogalmazasarol van szo6. De Broglie és Schrédinger
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alapgondolatat a targyalasunk egy kés6bbi pontjan ismertetjiik. Most Heisenberg
gondolatmenetét probaljuk meg vazolni.

Heisenberg sokkal stulyosabbnak érezte a Bohr-Sommerfeld modell és a spektra-
lis hasonlosag elve kozotti ellentmondast, mint kvantumelmélettel foglalkozo kollégai.
gy gondolta, hogy ha az elektron valéoban a Bohr-Sommerfeld kvantumfeltételek al-
tal kijelolt palyan mozogna, semmiképpen sem sugarozhatna olyan frekvencian, ami a
mozgasi frekvencianak (w,-nek) nem felharmoénikusa. Marpedig a Bohr-Sommerfeld
modell szerint a hidrogénatom elektronjaval pontosan ez torténik. Ebbsl Heisenberg
azt a radikalis kovetkeztetést vonta le, hogy téves a Bohr-Sommerfeld modellnek az
az elképzelése, amely szerint a kvantumallapotok specialis kvantumfeltételek altal ki-
valasztott klasszikus pdlydkkal'® azonosithatok. ugy latta, hogy az ellentmondas a
spektralis hasonlésag elvével csak azon az aron sziintethetd meg, ha az elektron valo-
sagos atombeli viselkedése a mechanikai mozgas minden korabbi elképzelésétsl gyoke-
resen kiilonbozik, és ennek kovetkeztében semmilyen korabbi allitas, igy a spektralis
hasonlosag elve sem vonatkoztathato ra.

A Heisenberg el6tt allo kérdés tehat a kovetkezs volt: hogyan lehetne az elektron
atombeli kvantumallapotéanak a fogalmat tartalmas modon fenntartani anélkiil, hogy
azt a mechanikai mozgés barmiféle ismert formajahoz kapcsolnank?

Az egyediili biztos dolog, amit az atomrol tudunk — vélte Heisenberg, — a kisu-
garzott fény spektruma. A Maxwell-elektrodinamika szerint a dipolsugarzas spektru-
mat a sugarzo rendszer p(t) dipoélnyomaték vektoranak a masodik idgbeli derivaltja
hatarozza meg. Periodikus mozgasnéal (Elektrodinamika jegyzet 39. fejezet) a p(t)
Fourier-sorba fejthet az w alapfrekvencia felharmonikusai szerint:

p(t) = po + P1 - coswt + Pa - cos 2wt + ...

(v.6. ay Elektrodinamika jegyzet (177) képletével). Vegyiik ennek az egyenletnek az
x-vetiiletét. Mivel p = er, ezt kapjuk:

x(t) = xo + @1 - coswt + 2 - cos 2wt + ...

Az x,, (m =0,1,2,...) az m-ik felharmoénikus amplitudéja az elektron peridodikusan
valtoz6 helykoordinatajanak x-komponensében.

Ha a mozgas az n-ik Bohr-palyéan torténik, akkor ezt célszeri a képletben explicite
feltlintetni:

z(t;n) = zo(n) + z1(n) - coswpt + z2(n) - cos 2wpt + ...

Az x,,(n) amplitadoban az n index az n-ik kvantumallapotra, az m pedig az elekt-
ron n-idexd palyan torténé mozgasaban az m-ik felharmonikusra utal. De az elekt-
ronpdlydktol meg akarunk szabadulni, a kvantumallapot fogalméat Bohr-palya nélkiil
akarjuk fenntartani! Van-e mod arra, hogy ezt az m indexet kvantumallapotot jel6lé
kvantumszadmmal helyettesitsiik?

13Pontosabb volna trajektériat mondanunk, de megmaradunk a révidebb ,palya” kifejezésnél.
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A Kkorrespondencia limeszben — mint lattuk —, ez lehetséges, ugyanis az m-ik
felharmonikus az n — n — m = n/ atmenetben sugarzodik ki. Ezért ebben a li-
meszben ., (n)-t atjelolhetjiik x,, -re, amelyben mar csak kvantuméallapotokra utald
kvantumszamok fordulnak elg.

Mar Bohr észrevette, hogy a Maxwell-elmélet dipoélsugarzasra vonatkozo

1 oo
= Tameges 2 (M)
m=1

formulaja (Elektrodinamika jegyzet (180) képlet) a tapasztalat szerint a korrespondencia-

limeszben az atom n — n’ atmenetben torténd sugarzéasra is érvényes, ha benne
mw helyébe az wyp, = M korfrekvenciat helyettesitjiik, p,,-t pedig az n-
kvantumszamu pélyan torténd mozgasbol szamitjuk ki. A korrespondencia-elv alapjan
ez varhato is volt. A korrespondencia-limeszen kiviil azonban ez az eljaras nem adott
a tapasztalattal egyez6 sugarzasi intenzitasokat.

Heisenberg — ennek ellenére — az igy kaphat6é formulat érvényesnek fogadta el
tetszbleges n — n’ atmenetnél, de azzal a modositéssal, hogy p,,-t nem hozta Ossze-
fliggésbe a Bohr-palyaval, hanem ez, -vel helyettesitette. Ez a lépés azzal indokol-
hato, hogy a igy kapott képletben méar csak az allapotok kvantumszamai fordulnak
el8, nincs benne utaléds elektronpalyakra.

De hogyan lehet x,,,/-t elektronpalyak nélkiil kiszamitani? Csak egy modon: ha
a Newton-egyenleteket olyan 1y mozgdsegyenletekkel helyettesitjik, amelyek a pdlydt
meghatdrozo x(t), y(t), z(t) figgvények helyett magukat az Tpn -ket (és a hasonld
jelleg@ ynn, znne koefficienseket) tartalmazzdk ismeretlenként.

Ez az a 1épés, ami teljesen 0j mechanikai elméletbe vezet at és értelmet ad az eddigi
atalakitasoknak. Heisenberg sikeresen oldotta meg ezt a feladatot, a korrespondencia-
elv gondos analizise alapjan képes volt felirni az Gj mozgésegyenleteket, amelyek ma
az 6 nevét viselik!4.

Miko6zben mindezt végiggondolta, Heisenbergnek nem volt tudomaéasa arrél, hogy
léteznek matrixok. Ezért azt sem tudhatta, hogy az x,,  szdmok, amelyeket beveze-
tett és alaptulajdonsigaikat is felderitette, egy & matrix elemei, és 1j mozgasegyenletei
az Z(t) matrixra vonatkozo méatrixegyenletek. Erre idGsebb kollégaja, Max Born hivta
fel a figyelmét. Késébb vilagossa valt — nem utolsé sorban Neumann Janos munkés-
sdga nyoméan —, hogy az & matrix a Hilbert-tér operatoraként is felfoghato, és nagyon
hamar, mar a hiszas évek végére kialakult a kvantummechanika mai formaja.

A Bohr-Sommerfeld modellben az elektron mozgasa az elsdleges, a mechanikai
mozgasok koziil valasztjuk ki azokat, amelyek meghatarozzak a lehetséges kvantumal-
lapotokat. Heisenberg torekvésének a lényege az volt, hogy ezt a viszonyt megforditsa:
a kvantumaéllapot fogalméat tekintette alapvetének, a kvantumallapotok Osszesége az,
ami — feltevése szerint —, az elektron viselkedését meghatarozza. Ezért kezdtiik mi
is a kvantummechanika targyalésat az allapot fogalmaval. Heisenberg varakozasaval

14 Mi ennek az egyenletnek a Schrédinger altal felfedezett alakjat fogjuk hasznalni.
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Osszhangban az Gj mechanika szerint az elektron viselkedése egyaltalan nem foghato
fel mechanikai mozgasként (ezért valik lényegtelenné a spektralis hasonlosag elve), és
csak a korresponencia-limeszben kezd a mozgésra hasonlitani.

3.23. Az 1 és a p operator H,-ben

Mint méar sz6 volt rola, ha Z-nek az z-el vald szorzas operatorat, p-nek pedig az x-
szerinti derivalas fi/i-szeresét valasztjuk, akkor a (35) kanonikus csererelacio teljesiil.
Valoban, legyen a 1/7 a H, tetszoleges vektora, amelynek komponenseit a ¢ (z) fliggvény
adja meg (a H,-ben a folytonos komponenst meghatarozo fiiggvényargumentumot,
amelyet korabban u-val vagy v-vel jeloltiink, tobbnyire célszerd z-el jelolni). Akkor

hd] h( db d o,
{ zdm}w <dx_d:c(w)>__i¢_mw'

Lattuk (31.és 33.feladat), hogy ez a két operator hermitikus. Keressiik meg a
sajatfiggvényeiket és a sajatértékeiket.

Jeloljiik az & operator valamelyik sajatértékét a-val, a hozza tartozo6 sajatvektort
pedig €,-val (Dirac-jeldlésben €, = |a) vagy pontosabban |z = a)). Ennek a sajatvek-
tornak a komponensei az e, () fliggvény értékei a kiilonboz6 x-eknél. Annak feltétele,
hogy ez valoban az a sajatértékhez tartozo sajatvektor legyen, nyilvan az

€, = a,. (36)
sajatértékegyenlet teljesiilése, amely a komponensek nyelvén a kovetkezs:
T eq(x) =a-eq(x). (37)

Elég nyilvanvald, hogy az ilyen tulajdonsagu fiiggvény nem lehet més, mint a
d(z — a) konstansszorosa:

eo(z) =N -6(z —a). (3

Valoban, a §(z — a) alaptulajdonsagabol kovetkezik, hogy ha megszorozzuk egy f(x
fiiggvénnyel, akkor f(z)-ben az x-t helyettesithetjiik a-val, hiszen © # a-nal §(z — a
ugyis zérus. Ha ezt az észrevételt az f(x) = z-re alkalmazzuk, akkor éppen a (37
egyenletre jutunk.

Ebben a gondolatmenetben semmiféle kikotést sem kell tenniink a értékére, ezért
az & operator spektruma folytonos az egész (—oo,00) intervallumban. A kiilonb6z6
sajatértékekhez tartozo sajatvektorok ortogonélisak egymasra, és ha N = 1-t vélasz-
tunk, deltara norméaltak:

8)
)
)
)

(€4, ) /dxeaa: ep(x /dx(Sm—a)é(x—b)—d(b—a)
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A (38) és a (21) osszevetése mutatja, hogy az e, (z) fiiggvények deltara normalt
bézist hataroznak meg H,-ben. Fejtsiik ki H, tetsz6leges ¢ vektorat ennek a bazisnak
az elemei szerint!®:

7= /dz-w(x)é;c. (39)

Az & vektor komponensei az z¢)(x) fiiggvények. Ez igy lathato:

(36)

i = a:«/dz.q/)(x)e; = (& linearis) = /d:c-z/)(x)ié'x = /dx-w(x)zax,

ahonnan a (39)-el valé dsszehasonlitas alapjan leolvashato, hogy 501; hullamfiliggvénye
valoban zi(x)-el egyenld.

Amikor a Hilbert-tér vektorait az & sajatvektoraiboél allé bazisra vonatkoztatjuk
(vagyis a ﬁ—ket a ¢ (x) figgvényekkel adjuk meg), akkor azt mondjuk, hogy koordind-
tareprezentdcioban dolgozunk. A (x) fliggvényt a 1/7 (koordinatareprezentacio-beli)
hullamfiigguényének, a sajatvektorok hullamfiiggvényeit pedig sajdtfiggvényeknek ne-
vezziik. Igy pl. e,(x) az & operator a sajatértékhez tartozo sajatfiiggvénye. Utolso
egyenletiink tartalma pedig igy fogalmazhato: koordinatareprezentacioban az & ope-
rator hatasa az, hogy a hullamfiiggvényt z-el szorozza.

Koordinatareprezentacidoban a p operator hatasa az, hogy — mint mar lattuk, —
a hullamfiiggvény derivdltjat h/i-vel szorozza:

pi = [ar 22,

dx
Kérdés: mik a p operator sajatértékei és sajatvektorai?
Jeloljiik a sajatértéket p-vel, a hozza tartozoé sajatvektort pedig é,-vel (€, = |p)).
A sajatértékegyenlet

ﬁép = pép,
amely koordinatareprezentacioban a kovetkezs:
hdey(z)
- = pey(x).
i dr pep(x)

Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy az egyenlet megoldéasa
1
—px
ep(x) =N- eh 3

15 A fejezet eddigi képleteiben az & operator sajatvektorait megkiilonbéztets indexet (sajatértéket)
a-val, a komponenseket megkiilonboztets fliggvényargumentumot pedig z-el jeloltiik. A tovabbi-
akban azonban az a helyett is gyakran x-t irunk. Ez természetesen megengedett, hiszen a jelolésre
hasznalt betl 6nkényesen valaszthato. Csak azt kell észben tartani, hogy az indexben all6 mennyiség
a sajatvektorokat, a zardjelben 4llo fliggvényargumentum pedig az egyes sajatvektorok (folytonos)
komponenseit kiilonbozteti meg egymastol.

41



amely akkor lesz deltdra normalt, ha a szabadon valaszthaté N normaélasi tényezd

V2rh

értéke

(40)

A deltara valo normaéltsag igazolasa:

0o oo ¢ _
(€, €p) = / dx ey (x)ep(x) = %/ eh(p P )xdx =
(41)
LT ip—pa /
=5 _Ooe( ) dx' =06(p—1p").
Az utolso el6tti lépésben bevezettiik az o’ = x/h 4] integracids valtozot, az utolso
egyenlséget pedig a fejezet fliggelékében igazoljuk. A gondolatmenetben a p értékét
semmi sem korlatozza. ezért a p spektruma is a teljes (—o0, 00) szdmegyenes.
Foglaljuk 0ssze mégegyszer a hely és az impulzus operatoraira vonatkozo képlete-
ket:
ey =ax€y (€, €p)=0(x—12') (—oo<uz 2/ <) (42)

pep =pép (Ep, ) =0(p—p) (—o0<p, p <o0). (43)

Az €, vektorok szintén alkalmasak arra, hogy bazisként hasznaljuk Sket. Ha ezt
tessziik, akkor azt mondjuk, hogy impulzusreprezentdcidban dolgozunk. Ekkor

b = /dpw(p)é'p,

ahol ¥ (p) a 1/_; hullamfiiggvénye impulzusreprezentacioban.
Nem nehéz belatni, hogy impulzusreprezentacioban a p operatora a p-vel vald
SZOTZAas:

ﬁJ:p/dp-¢(p)€p = (p lineéris) = /dp~¢(p)ﬁ€p = /dp-w(p)pe}-

De akkor az & operator impulzusreprezentacidoban nem lehet mas, mint az impulzus
szerinti derivalas ifi-szorosa, ugyanis csak ebben az esetben teljesiil a Heisenberg-féle
felcserélési torvény:

d d dy
th—, =ih| — —p— | =i
[ o p] ( (dp(W) pdp> ¥

Az I és a p sajatfliggvényeit impulzusreprezentacioban ugyanazzal a gondolat-
menettel lehet megtalalni, mint koordinatareprezentaciéban. Az impulzusoperator ¢
sajatértékhez tartozo deltdra normalt sajatfiiggvényei az

ec(p) =4d(p—c)
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fliggvények, a koordinataoperator sajatfiiggvényei pedig az

exponensek. Mint latjuk, e,(p) = ep(x)*. Ennek igy is kell lennie, hiszen e,(x) —
definicié szerint — az €, vetiiletel® é,-re:

ep(2) = (€2, ),

mig e, (p) — a definicidja szerint — az €, vetiilete €,-re:

ez(p) = (5p7 5w)'

A skalarszorzat hermicitasabol kovetkezik, hogy ezek egymas komplex konjugaltjai.

A reprezentacié valasztasa ahhoz hasonloé, mint amikor pl. mechanika feladat
megoldasakor koordinatarendszert valasztunk. A valasztas Onkényes, a célszeriiség
diktalja. Az értelmes fizikai kérdésekre adott valaszokat ugyanis mindig két operator
egy-egy sajatvektoranak a skaldrszorzataként kapjuk meg'?, és a skalarszorzat értéke
fliggetlen a bézis megvalasztasatol.

A Hilbert-teret nem tudjuk masként elképzelni, mint két- vagy haromdimenzios
valos vektorteret. Ez nagyon tokéletlen analdgia, mégis minden probléménal tisztazni
kell, mi felelne meg az analég feladatnak a haromdimenziés térben. Az analdgia fon-
tos eleme, hogy a haromdimenzios tér objektumaival (asztal, szék) a Hilbert térben
a fizikal mennyiségek operdtorai allithatok parhuzamba: az operatorok ortonormalt
(vagy deltara normalt) sajatvektor-rendszere felel meg az objektumokhoz rogzitett
(az objektumok orientacidjat meghatarozo) iranyoknak a geometriai térben. A fizi-
kailag értelmes kérdések mindkét esetben az egyik kitiintetett béazisnak a mésikhoz
viszonyitott relativ helyzetére vonatkoznak.

Fiiggelék: A delta-fiiggvény integral-elGallitasa.

Legyen

L[ ctvgu— (e (44)
o 7b6 U = 0O0p .

Megmutatjuk, hogy d,(&) kozelits delta-fuggvény, mivel b — oco-nél delta-fiiggvénnyé
valik.
A baloldali integralas konnyen elvégezhetd. Eredményiil ezt kapjuk:
sin b¢
w&
16 A vetiilet szamitasat a 6. és a 17.feladat képletei adjak meg.
TLd. az 5.4llitast az el6z6 fejezetben, valamint a Mérési posztuldtumok c. fejezeteket.

a(§) =
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Vegyiink most egy f(€)-t, amely az origoban jol viselkedik és vizsgaljuk az

sin
3

integralt. A jobboldalon ¢ = x/b valtozohelyettesités utan az

| r@seas =1 [ 1 () e

egyenlGségre jutunk. Amikor b — oo, f (%) — f(0) = konstans és a fennmarado

o -
sin x
/ dr = .
o T

| 5 jim e = s0)

bE 4o

| sesei== [ s

integral értéke m:

Igy

ami mutatja, hogy blim (&) = 6(£), ahogy allitottuk.
—00

Ha most (44)-ben b-vel végtelenhez tartunk, a fontos

T[>,
5 melﬁuczu:(s(g) (45)

képletre jutunk, amely igazolja (41) utolsé egyenlGségét.

kKK

b
37.Feladat: Mutassuk meg, hogy a ¢ = N - / dx - €, vektor alkalmas N valasz-

tassal 1-re normaéalhato.
Megoldas:

b b b b
(QZ,QZ):N2/ dx/ dm'(é’mé'm/):NQ/ dm/ dr's(z —2') =
ab a a a

:N2/ dr = N?*(a—b) =1,

ahonnan N = 1/va —b.é

Az €, sajatvektorok — mivel folytonos spektrumhoz tartoznak, — énmagukban
nem norméalhatok: (€;,€;) = §(0) = co. A feladat azonban mutatja, hogy ha ezekbdl
a vektorokbol akdrmilyen szik (a,b) intervallumra kiterjedd szuperpoziciot képziink,
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norméalhat6 vektort kapunk, amely meghataroz valamilyen fizikai allapotot. Ezt a
tényt képletesen ugy is kifejezhetjiik, hogy a folytonos spektrum deltara normalt sa-
jatallapotai (vagyis egy folytonos bazis vektorai) valojaban "nagyon kozel vannak" a
normalhat6 vektorokhoz.

P2
38.Feladat: Az N alkalmas megvalasztasaval normaljuk 1-re a g = N / dp-é,

vektort, és szamitsuk ki ¢(z) hullamfiiggvényét koordinatareprezentacioban.
Megoldas: Az eléz6 feladathoz hasonléan N = 1/4/ps — p1. Tovabba

ox) = (&,¢ N/ dp (€r, &) N/ 40) =

P2 —
N / dp ehpx = N . E 1 hpr ﬁplx
2nh Jp, orh T %

>t

1 1
Haps=p+ iAp éspr=p— iAp’ akkor N = 1/+/Ap és

h ipwo 1 [ LLEP i A oh lpe A
- eh T2 ehT 2 —e B2 | = | 2 ent g (2P
#le) onip 22 |° ¢ TAp € 2o < 2h ) ’

amit még a

alakban is irhatunk.d

3.24. A szabad tomegpont Hamilton-operatora

Az energia koordinatan és impulzuson keresztiil kifejezett alakjat Hamilton-figguénynek's,
az energiaoperator koordinata- és impulzus-operatoron keresztiil kifejezett formajat
Hamilton-operdtornak nevezziik.
Az z-tengely mentén szabadon mozg6 tomegpont Hamilton-operéatora
A 1 9
H = 2mp .
2

A p operétor €, sajatvektorai H-nak is sajatvektorai zp—m sajatértékkel:

18 Mechanika 1.30 fejezet.
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Barmilyen p?/2m lehet sajatérték. Mindegyikhez két egymasra ortogonalis sajatvek-
tor tartozik (€, és €_, a megfelels p-vel), az energia-sajatértékek tehat kétszeresen
elfajultak.

altalaban, ha F(p) a p polinomja (vagy Taylor-sorba fejthets fiiggvénye), akkor

F(ﬁ)gp = F(p)€p~

Ez az allitas nyilvanvalo és Osszefér azzal a tétellel, hogy két operatornak csak akkor
van kozos sajatvektorrendszere, ha felcserélhetsk egymassal (kommutélnak).
Hasonlo6an,

3.25. A harmonikus oszcillator Hamilton-operatora

A cimbeli Hamilton-operétor a kévetkezd:

H= Lﬁ + D Lﬁ + e’ i? = et (332 - Az) .

om 2 om 2 2 m2a?t

Ennek az operatornak keressiik az E sajatértékeit és €p sajatvektorait.

Az operator két tagbol all. Az el6z6 fejezet alapjan a kinetikus-tag sajatvektorai
az €),-k, a potencidlis-energiai az €,-k. Mindkettd folytonos bazist alkot. Az dsszeg €g
sajatvektorai természetesen ezek egyikével sem egyeznek meg és — mint latni fogjuk
—, diszkrét béazis elemei.

Vezessiik be az

0 = M5y
B 2h mw?
(46)
b e
“ 2h (I mwp)

operatorokat, amelyek egymas adjungéltjai (a jelolés standard, nem szokés kalapot
tenni rajuk).
Megmutatjuk, hogy

H’zhw(a*a—l—i).

Igazolas:

N

IS

+

IS]

+
o |
N———

|

3
&
o
7 N
>

\
S‘N-
&

=
N———
7 N

8

+

hsH
N———

+
N | —

\

I
o
7 N
>
M)
+
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és ez valoban H-val egyenld, mivel az utols6 két tag Osszege — a (35) kovetkeztében

— zéruAs.
A H-t célszerd .
H = hw(n+1/2),

alakban irni, amelyben

A =ata.

Az N
(fa) =a*7*
képletbdl kovetkezik, hogy 7 hermitikus. A sajatértékegyenlete

NE, = NEéy,.

(47)

(48)

A €, sajatvektorok azonosak a H sajatvektoraival és az n sajatértékek alapjan egy-

szertien kiszamithato F: F = E, = hw(n + 1/2).

AH helyett elényosebb 7i-el dolgozni. A jelolés sugallja, hogy az n sajatérték
egész szam. Hamarosan kideriil, hogy ez igy is van, de most még tetszsleges valosnak

kell tekinteniink.
39.Feladat: Igazoljuk a kévetkezs képleteket

[a,aT] = 1
[A,aT] = af
[a,7] = a.

Igazolas: A (49) egy lépésben visszavezethets (35)-ra.
A (50) igazolasa:

nat =ataat =at(aat) = (49) =at(1+ata)=a"(1+7n)=a +ath,

ahonnan leolvashato (50).
A (51) a (50) adjungalasaval kaphato.de

40.Feladat: Igazoljuk, hogy n-nek nincs negativ sajatértéke.

Igazolas:

(€nyNER) = 1€, En) = (En,aTaéy,) = (ay,aé,).

Mivel (€,,€,) > 0 és (aéy,aéy) >0, ezért n > 0. &

41.Feladat: Igazoljuk, hogy a'é, az 7 operator (n + 1) sajatértékhez tartozo

sajatvektora, azaz

(até,) = (n+1)até,.

Igazolas:
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n(até,) = (50) = (ath+at)é, = (n+1)aTé,.

Latni fogjuk (43.feladat), hogy a™€, # 0, ezért ha n sajatértéke fi-nek, akkor az
Gsszes (n + 1), (n+2), (n+ 3),... is sajatérték, mert mindhez tartozik (nemzérus)
sajatvektor.de

Terminolégia: Az a™ és az a operatorokat léptetd operdtoroknak nevezziik. Spe-
cidlisan az at ndoveld, vagy keltd, az a csékkentd vagy eltiintetd operator. Ez utobbi
elnevezést a kovetkezd feladat indokolja:

42.Feladat: Igazoljuk, hogy aé, az 7 operator (n — 1) sajatértékhez tartozo
sajatvektora, azaz

n(aé,) = (n — 1)aé,.d

Kovetkezmény: ha n sajatértéke ni-nek, akkor az ésszes (n—1), (n—2), (n—3),... is
sajatérték.

Lattuk, hogy ni-nek nincs negativ sajatértéke. A sajatértékek csokkend soroza-
tanak ezért meg kell szakadnia egy mn,;, > 0 értéknél, ami akkor kovetkezik be, ha
aey,, .. = 0. Mekkora ez az n,,? Ezt 4gy tudhatjuk meg, hogy n-el hatunk e, . -re:
Aln, .. = Nmin€n,,., Den =ava és aé,, . =0, ezért

.o . o —0
Nnpmin = Mmin€npi, = Y

ahonnan kévetkezik, hogy n,,, = 0.
Osszefoglaloan megallapithatjuk, hogy az

Ne, = Né,

sajatértékegyenletben az n sajatértékek a nemnegativ egész szamok, és az n = 0-hoz
tartozo €,—o sajatvektort az eltiintetd operator nullaba viszi at':

aé’nzo = 0 (52)
A (47) alapjan az &,-k H-nak is sajatvektorai

1
E, = hw <n+2> n=20,1,2,... (53)

sajatértékekkel. Ezek a harmonikus oszcillator lehetséges energiai. A képlet csaknem
pontosan azonos a Planck 4altal megallapitott (1) képlettel, amely a Bohr-Sommerfeld
modellbdl is megkaphato (3.8 fejezet), annak ellenére, hogy ez a mostani targyalas
még csak nem is emlékeztet a Bohr-Sommerfeld modellben végzett szdmitésra. Az
energiaszintek kozotti tavolsag mindkét képlet szerint Aw-val egyenls. Az alapéllapot

9A kévetkezs fejezetben latni fogjuk, hogy (52)-nak csak egy megoldasa van, ezért az €y sajat-
vektorhoz, valamint a beléle a kelt§ operator segitségével képezhets €1, €s, ... vektorokhoz tartozéd
sajatértékek egyike sem elfajult.
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Ey energiaja azonban Planck képlete szerint nulla, a kvantummechanikai (53) alapjan

viszont —hw, amelyet zéruspont emergidnak, vagy nullpontenergianak neveznek. A
nullpontenergia léte kisérletekben igazolhato.
43.Feladat: Mutassuk meg, hogy

€ = Vnt1-&,4 (54)
Clén = \/ﬁ'€7L—1- (55)

at

A (54) igazolasa: Azt méar tudjuk (41.feladat), hogy a baloldal ardnyos é,1-el. Csak
a v/n + 1 ardnyossagi tényezd helyességét kell igazolni annak alapjan, hogy az €, és
az €,.1 norméja ugyanaz (és l-el egyenld):

S 1 S " I o
(Ent1,€nt1) = s 1(a+en,a+en) = 1(en,aa+6n) =(49) =
1 1
] (€n, (aTa+1)é,) = ntl (€n, (R + 1)€n) = (€n, €n).

Ez az egyenl6ség mutatja, hogy ha €, # 0, akkor a*¢,, nem lehet nullvektor.
A (55) hasonlé mddon igazolhato, vagy pedig agy, hogy (54)-re a-val hatunk.d

3.26. A harmonikus oszcillitor Hamilton-operatoranak sajat-
figgvényei

Az e, (—oo<z <), az€é, (—o0o<p<o0)ésazé, (n=0,1,2---) vektorok
harom deltara normalt, ill. ortonormalt béazist feszitenek ki a H, Hilbert-térben.
Ezek kiilonbézd bazisok, ugyanis az egyik béazis barmely kivalasztott elemének a masik
két bazis Osszes bazisvektorara van nemszérus vetiilete. Emlékeztetiink ré, hogy egy
1/7 vektornak egy € egységvektorra vetett vetiiletét az (€, 1/7) skalarszorzat adja meg,
ezért az €, bazisvektornak a masik két bazis elemeire vetett vetiiletei az

(517 gn) = en(x) (€p>€n) = en<p)

fliggvények, amelyek a linearis harmonikus oszcillator energiasajatallapotainak hul-
lamfiiggvényei koordinata- és impulzusreprezentacioban. Ezek a hullamfiiggvények
(energia-sajatfiiggvények) mutatjak meg, hogyan van orientélva az €, diszkrét bazis
az €y, €, folytonos bazisokhoz képest H,-ben. Ebben a fejezetben az e, (z) és az e, (p)
sajatfiiggvények meghatarozasaval foglalkozunk.

Az alapdllapot e, —o(x) hullamfiiggvénye az (52)-bol hatarozhato meg, ha a-t (46)-
bol vessziik és felhasznaljuk az & és a p alakjat koordinata-reprezentacioban:

<5c + Zﬁ) &g = 0, (56)
mw
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ahonnan

(w + WZ;‘;) eno(z) = 0. (57)

Ennek az egyenletnek csak egy differencialhaté megoldésa van:

mw o
——z

en:O(x) =C-e 2h .

mw) 1/4

hmw

44 .Feladat: Hatarozzuk meg az alapéllapot hullamfiiggvényét impulzus-reprezentacioban.

Ez normalhatoé, és akkor lesz 1-re normélt, ha C' = (

d .
Megoldas: Impulzusreprezentacioban & = ihd—, p = p. Irjuk ezeket (56)-ba:
p

d
<p+mhw

dp) en=0(p) =0,

1
amelynek megoldasat eg(z)-bdl az £ — p, mw — —— helyettesitéssel kapjuk:
mw

1/4
en:O(p) = O/ .e 2hmw O/ = < 1 > *

Thmw

A (54)-b6l kovetkezik, hogy

~—

Ez a képlet lehet6vé teszi az Osszes e, (x) meghatarozasét eg(x) alapjan. Koordinata

reprezentacioban ugyanis
4 1 mw h d 1 d
0t = — [/ Sle -y ) = o= (e - 7).
V2 I mw d V2 dg

mw

= Tx

x-t helyettesitd dimenzidtlan valtozd. A € felhasznélasaval az alapallapot hullamfiigg-
vénye igy frhato:

ahol

_152
en—o(z) = Ce 2

= /N;Lw .z
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Ezek alapjan

o S () (e )

A jobboldal kifejezhets a H,, Hermite-polindmokon keresztiil, amelyeket a

1 1
a9 25 = (- %) —

mw,
h

dg

Osszefiiggés definial:

n _1 2
en(z) = —— <1> e 2°
=B

Ho(§) = 1

Hi(§) = 2¢

Hy(&) = 4 -1

H3(¢) = 8¢%—12¢

Hy(&) = 16&* —48¢%2 +12 sit.

és a Hermite-polinomok segitségével diszkutaljuk az alacsony indexi e, (x) energia-
sajatfiiggvényeket.do

3.27. A mérési posztulatumok (diszkrét spektrum)

Ebben és a kovetkezs fejezetben két kérdésre keressiik a valaszt:
Ha a 77[_; allapotu részecskén megmérjiik az A fizikai mennyiség értékét, akkor
1)mi lesz a mérés eredménye, és
2)mi lesz a részecske allapotvektora kdzvetleniil a mérés utan?
Az els6 kérdésre a Born-hipotézis, a masodikra a projekcids posztuldtum adja meg
a valaszt. Ezek a kvantumelmélet mérési posztuldtumai.
Legyen az A-nak megfelelg A operator spektruma diszkrét:

Aé; = aié}.

A mérés eredménye az a; sajatértékek valamelyike. De koziiliik melyik? Amikor a 117
torténetesen éppen — mondjuk — €7, akkor a mérés a;-t ad. De mi van akkor, ha 1)
egyik sajatvektorral sem egyezik meg, hanem az €, sajatvektorok tetszéleges

J:¢16‘1 + o€y + Y3€3 + ... (58)
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szuperpozicioja?

A Born-hipotézis szerint ebben az esetben a mérés eredménye lehet barmely sajat-
érték. Annak W; valoszintisége, hogy az a; sajatértéket kapjuk, |;|-el, a 1/_; vektor
é;-re vetett vetiiletének abszoltt érték négyzetével egyenls?:

W; = |(€:, )] (59)

Valoszintségekrsl 1évén szo, az elSirds helyességét csak tgy ellendrizhetjiik, ha
nagyon sok olyan részecskén (anszambl) végezziik el A mérését, amelyek mindegyike
ugyanabban a 1; allapotban van. Legyen az elvégzett mérések szama N és legyen
N; azoknak az eseteknek a szama, amikor a;-t kaptunk mérési eredményként. Akkor
N — oco-nél az N;/N relativ gyakorisdg Wi-hez tart:

N;
lim F:Wi:|(é’i, ).

N —oc0

46.Feladat: Mutassuk meg, hogy ha 1 1-re normalt, akkor

(az Osszegzés az €;-kre torténik).

Igazolas: Az €;-k teljes ortonormélt bazist alkotnak és (é’i,@Z) =1; a 1/7 vetiilete
é;-re. Mivel 1[7 1-re normalt, ezért vetiiletek abszolut-érték négyzeteibdl képzett Gsszeg
— ami éppen .~ W;, — 1-el egyenlS.d

47 Feladat: Igazoljuk, hogy ¥ és e'?¢ két olyan allapotvektor, amelyek kozott
semmilyen méréssel sem lehet kiilonbséget tenni és ezért ugyanazt a fizikai allapotot
reprezentaljak.

Igazolas: Akarmilyen fizikai mennyiséget mérjiink is, a mérési eredményeket meg-
hatéarozé valészintiségek mindkét allapotvektorra azonosak:

[CRESDIRECRDIE
FEz a magyarazata annak, hogy IE és ei%ﬁ’ ugyanazt a fizikai allapotot irja le (3.21
fejezet).do
48.Feladat: Mutassuk meg, hogy a mérési eredmények atlagértéke (varhato ér-
téke) (i, fld))—vel egyenld.

Igazolas: Jeloljiikk az atlagértéket (A)-el. A mérési eredmények atlagértékén — a
szokasos modon — a valoszintségiikkel silyozott Osszegiiket értjiik:

(A) = a1 W1 + aoWo + a3Wi + ... = aq |11 |* + ag|th2|? + azlips|® + ...

20Fzt a szabalyt a 3.22 fejezetben elézetesen mar megfogalmaztuk.
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Ez az Gsszeg az (58), valamint az

A?ZZ P1a1€1 + Yaas€s + P3a3€s + ...

vektorok skalarszorzata, tehat valéban

-,

(A) = (¥, AY). %

Attériink a 2.kérdésre. A projekcios posztulatum szerint az_a; eredményt ado
mérés utani pillanatban az allapotvektor mar nem az eredeti v, hanem a v I-re
normdlt vetilete az €; iranyra (tehat maga €;):

a; kimeneteld mérésnél ¢ = €;.

Ezt tgy szokas kifejezni, hogy az allapotvektor ,beugrik” az €; allapotba. Az ugrast
magat az dllapotvektor redukcidjdnak nevezik.

49.Feladat: Mutassuk meg, hogy ha egy a; kimeneteldi mérés utan azonnal tjra
mérjiik az A mennyiséget, megint ugyanazt az a;-t kapjuk eredményiil.

Igazolas: A méasodik mérés mar az €; allapotvektora rendszeren torténik, amelynek
csak €; iranyu vetiilete van.de

A projekcios posztulatumot éppen ez a kdvetkezménye indokolja: a mérés fogalma-
ba logikus beleérteni, hogy egy azonnal megismételt mérés ne vezethessen az el6z6t6l
kiilonb6z6 eredményre.

El6fordulhat, hogy a mérés eredményébdl csupan annyi kovetkezik, hogy a meért
mennyiség egy olyan intervallumba esik, amely t&bb kiilonbozé sajatértéket is tartal-
maz. Ha pl. az (58) allapottu rendszeren A-t megmeérve csak annyi deriil ki, hogy
a mennyiség értéke ao, ag vagy ay, akkor logikus feltenni, hogy a mérés utani pilla-
natban a hullamfiiggvényben csak az ezekhez a sajatértékekhez tartozo komponensek
maradnak meg:

U =181 + by + - = N (282 + 1383 + 14€y).

Lényeges, hogy a képlet jobboldalan s, 13 és 14 ugyanaz, mint a baloldalon.
A redukci6 utani hullamfiiggvény csak akkor lesz 1-re normalt, ha

1
N = .
VW22 + [¥3]2 + 14 ]2

Vegyiik észre, hogy a gyokjel alatti Osszeg annak a mérési eredménynek a valoszint-
sége, amelyet példanak tekintettiink.

A projekciés posztulatum némileg pongyolan, de lényegében helyesen igy is meg-
fogalmazhaté: A mérés utéani allapotvektort gy kapjuk meg, hogy a mérés elGtt ér-
vényes allapotvektorbol kihizzuk azokat a komponenseket, amelyek ellentmondanak
a mérés eredményének, és ezt a csonkitott allapotvektort 1-re normaljuk.
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Teérjiink vissza a korabban targyalt anszamblhoz, amely N db g/_; allapotu részecské-
bol all. Ha mindegyiken elvégezziik az A mennyiség mérését, méar nem lesz mindegyik
részecskének ugyanaz az allapotvektora: Ni-nek az allapotvektora € lesz, No-é €5 s
it.

Ezt ugy szokés kifejezni, hogy az eredetileg tiszta dllapoti anszambl a mérés ha-
tasara keverékké valik, amelyben W; valoszintiséggel taldlunk e; allapotu rendszert
(részecskét).

A projekcios posztulatumboél kovetkezik, hogy a mikrofizikiban a mérés drasz-
tikusan megvaltoztatja annak a mikroobjektumnak az éllapotat, amelyen a mérést
végezziik: a 1/) = ¢; redukcioban a kezdeti 1/1 és végsd €; semmilyen értelemben sincs
kozel” egyméshoz. A mérés a makroszkopikus fizikdban is okoz valtozast a makroob-
jektumok allapotaban (a koordinata és/vagy az impulzus nagysagéban), de a mérési
eljaras tokéletesitésével ez a valtozas tetszdlegesen kicsivé tehetd.

A kvantumelmélet érvényességi tartomanyéaban ilyen lehetGség nincs: képletesen
szblva, amint ,ranéziink” egy mikroobjektumra, az allapota mar meg is véltozott
annyira, hogy az eredeti allapotara nem is hasonlit. Rdadasul ez a valtozés véletlen-
szerd, a @/7 = ¢€; beugras W; valoszintiséggel torténik.

50.Feladat: Legyen H, modellje a D = 2 komplex vektortér. A fizikai allapotot
- 1
reprezentalja a 1) = 5(1 +i,V/2) vektor, és ezen végezziik el annak a fizikai mennyi-
ségnek a mérését, amelynek az operatora o, (1d. a 23.feladatot). Analizaljuk a mérési
eredményeket.

Megoldas: A 33.feladat szerint o, két sajatértéke +1, sajatvektorai pedig az u4-k.
Ezért

2
1 144 1 V2|

+

1
. + P
V2 o2 V2 2 2

“[%

W = |(ix,9)|* =

A 1/7 tiszta allapott anszamblon végzett mérések utan keveréket kapunk, amelyben
az i+ allapoti rendszer valoszintisége a talalt Wal egyenls.de

51.Feladat: Legyen H, modellje a D = 3 valos vektortér. A fizikai allapotot

£

ségnek a mérését, amelynek az operatora a 36.feladat f—je. Analizaljuk a mérési
eredményeket.

reprezentalja a 1E = O) vektor, és ezen végezziik el annak a fizikai mennyi-

Megoldés: Az f sajatértékei —2, 6, 6, a megfelels sajatvektorok az 7j;-k (d. a
feladatot).
Woo = (i, 9)f = 7.

3
Innen mar tudjuk, hogy Wy = 1
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A —2 kimeneteld mérés az 1/7 = 71 redukcioval jar egylitt, de mi lesz az allapot-
vektor egy 6 kimeneteld mérés utan? Ahhoz, hogy erre a kérdésre valaszolni tudjunk,
a 1/7—’5 az f sajatvektorai szerint kell kifejtentink, mert csak ekkor tudjuk "kihdzni"
belSle az 17; irdnyt komponenst:

1. 1
3—57714-2772-1-\/§

<y
—
SN—
3,
=
+
)
=
3,
l\)
+
—
SN—
=

3 =
mert

52.Feladat: Legyen a linearis harmonikus oszcillstor hullamfiiggvénye
bla) = N e Vme/hfa,

1
és tegyiik fol, hogy megmérjiik az energiajat. Milyen valoszintiséggel kapunk ihw—t?
Megoldas: Elgszor normalni kell ¢ (x)-t

1:2N2/ e 2 mw/h-xdx:NZ_ i7
0

mw

mw

1/4
7 ) = Cr'/*. A keresett valoszintseg Wy = |1ho|?, amelyben

ahonnan N = (
_mw o [
Yo = (En=0,¢ / dx e} _ w()—QCN/ dme 2n " h —
; 2
_mw /
fidiad v 1/2 mw
2h <x+ mw) +1/ —7212

_QCN\[/ 2h 7 =

h/mw

1 2
> —=z
= 2CN\f\/ / dze 2 —2-61/2~7T_1/4/ dze 27 =0.984995.
1

A valoszintiség ennek a négyzete: Wy ~ 0.97, tehat a mérések 97%-aban talaljuk
azt, hogy az adott allapott oszcillator energidja a lehets legalacsonyabb. Ezt tgy is
szoktdk mondani, hogy a mérések 97%-aban talaljuk az oszcillatort alapallapotban,
ami igazabdl a mérés utani pillanat allapotéra vonatkozik.

= 2CN/ dre
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Hasonloan lehet kiszamitani a tobbi energia talalati valoszintiségét is. Mivel ¥ (x)
paros fiiggvény, a paratlan n-ji e, (z)-k pedig paratlan fiiggvények, ezért ¢; = ¢35 =

Y5 = -+ = 0, mig o = —0.0350133 (W5 = 0.00122593), ¢, = 0.140417 (W, =
0.0197168). Az els6 harom nemzérus valoszintiség osszege Wy + Wo + Wy = 0.991158.
&

53.Feladat: Az 52.feladatban megadott ¢ allapott harmonikus oszcillitoron
energiamérést végziink, amelybdl csak az donthets el, hogy az oszcillator alapalla-
potban van vagy sem. Mi lesz az olyan mérés utani hullamfiiggvény, amely azt adja,
hogy az oszcillator nincs alapallapotban?

Megoldas: Ahhoz, hogy a projekcios posztulatum szerint "kihdazhassuk" az alla-
potvektornak azokat a komponenseit, amelyeknek a mérési eredmény ellentmond, a
1/7—‘5 az energia-operator €, bazisvektorai szerint kell kifejteni:

B = Pofnep + Y18y + -

Csak az els6 tag mond ellent a mérési eredménynek, ezért
U= N- (18 ) = N ( — douco),

ahol N =1/4/1 — ¢¢&.

3.28. A mérési posztulatumok (folytonos spektrum)

Legyen most a mérendé A mennyiség A operatordnak a spektruma folytonos valami-
lyen intervallumban:
Aé, = agé, (amin < @ < Amag)-

Amikor lehetséges kimenetelek kontinuumot képeznek, nem lehet megfeledkezni arrol,
hogy a mért érték sziikségképpen pontatlan, bar a hiba — még a kvantumelméletben
is, — csOkkenthet6 a mérés tokéletesitésével. Nem értelmes tehat folytonos spekt-
rum esetében annak valdszintiségérdl beszélni, hogy a mérés eredménye pontosan a.
Legfeljebb a-beli intervallumokrol lehet sz6.

A helyes kérdésfeltevés tehat a kovetkezs: Mi a W(aq,as2) valoszintisége annak,
hogy egy 1/_; allapoti rendszeren mérve A-t a mérés eredménye a folytonos spektrum
(a1, a2) szakaszaban legyen?

A Born-hipotézis szerint ebben az esetben a vélasz:

amelyben
a valdsziniségi siriséy.
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1 1
Speciélisan nagyon kis Aa-nal, amikor a; = a — iAa, as =a+ iAa
W (ay,az) ~ |(8a, ) ? - Aa = w(a) - Aa.
54.Feladat: Legyen a tomegpont harmonikus oszcillator és legyen az n-ik kvan-

tumallapotban (n = 0,1,2,3). Koordinatameérésnél milyen w,,(z) valoszintiseégi stirt-
séggel kapjuk a kiillonbozs x-értékeket eredményiil? abrazoljuk a w,(z) gorbéket.

Megoldas: Alapallapotban példaul

mwa
oL mw ——7—
wo(@) = (@ Eumo)? = lenmol@)? = [T B

55.Feladat: Milyen valoszintiségi stirtiséggel talaljuk a harmonikus oszcillitor
alapallapotaban 1évi részecske impulzusat p-nek?

Megoldas:

[ 1 L
N e 4
’lUQ(p) = ‘(epaen:())|2 = |€n:0(p)‘2 = ﬂhmwe himw &

56.Feladat: Egy klasszikus oszcillator energiajat és amplitudojat az A% =

2F

mw?
kapcsolja Ossze. Az oszcillalo tomegpont szaméara az x > A tartomény tiltott, mert
itt E < U, a kinetikus energia negativ és a sebesség képzetes. A kvantummechanikai
oszcillatorra ez a tiltas nem érvényes. Hatarozzuk meg annak W valészintiségét, hogy
az alapallapoti oszcillatort a klasszikusan tiltott tartomanyban taléljuk.

1 h
Megoldas: Alapéllapotban E = Ey = 5%, ahonnan A? = A2 = —
0o ) ) 0o 7.1:2 9 0o _52
W =2 dzx|o(z)]? = 2C dee h =-— / dée = 0.157298.
Ao Ao L

A meérések 16%-aban az oszcillalé tomegpontot a klasszikusan tiltott tartoméanyban
talaljuk.de

Attériink a 2.kérdésre. Legyiink a hatarozottsag kedvéért a-reprezentacioban. A 117
allapott rendszeren, amelynek a hullamfiiggvénye ¢ (x), megmérjiik a koordinatat és
azt talaljuk, hogy az x1 < & < x5 intervallumban van. Ennél pontosabb informacioval
a mérés nem szolgal. Mi lesz az allapotvektor a mérés utani pillanatban?

A mérés el6tt az allapotvektor

QZ:/OC dz - () - €.

— 00
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A mérés utani pillanatban pontosan tudjuk, hogy a témegpont nincs az x < x1 és
az r > To tartomanyban. Ennél pontosabb informéacié nem &ll rendelkezésiinkre. A
leglogikusabb ezért azt feltenni, hogy a mérés uténi allapotot ﬁ—b(’il ugy kapjuk, hogy
kihagyjuk beléle azokat a komponenseket, amelyek az © < 1, x > xo tartomanyba
esnek:

F= =N [ drv .

Az el6z6 fejezetben ugyanezt az elvet alkalmaztuk a mérés utani allapot meghatéro-
zasara.

A F vektor minden r1 < x5-nél norméalhatd, akirmilyen kozel is van a két érték
egymashoz?!. Ezt igy lathatjuk be:

(7,3) = N? / e / S () - (G ) =

:N2/ 2da: 2dx’~¢*(x’)z/}(a:) 0z —x) =

=mﬂfm4mwww=W/'mwme<w

Z1 1

Ennek alapjén az N szorzét meg lehet tigy vélasztani, hogy ¢ normalt legyen:

-1

N—[ /wzdm~|d)(m)|2 = W(xl,xg)]_l.

x1

N S S R
Vs \/W(ﬂh,xz) /rl & Mm) o

Ez utobbi képletekben W (xz1, z2) annak valoszintisége, hogy a koordinatat az z7 <
x < x9 intervallumban talaljuk.

Amikor egy 1; allapoti rendszeren egy folytonos spektrumi fizikai mennyiség ér-
tékét mérjiik, a mérési eredmények atlagat — Osszeg helyett — a sajatértékek valo-
sziniiségi strtiséggel silyozott integrdlja adja meg. Koordinatamérésnél pl.

<@=@ﬁ@=/ﬂwm?m.

altalanos megjegyzés: A kvantumelméletnek azokat a posztuldtumait, amelyeket
a két utolsod fejezetben targyaltunk, nem lehet barmilyen esetben részletes kisérle-
ti ellenérzésnek alédvetni. Egy elektron helyét vagy impulzusat valojadban lehetetlen
,megmérni” egy atomon beliill. Egy bevezeté kurzusban mégis ilyen eseteken szokas

21 A 37.feladatban v(x) = 1 hullamfiiggvényre ezt mar igazoltuk.
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illusztralni a mérési posztulatumok mikddését, mert azoknak a feladatoknak a tar-
gyalasara, amelyekben a tényleges ellendrzés lehetséges és fontos, a kurzus bevezets
részében még nincs moéd. Ebben a jegyzetben elsGsorban a neutronok interferencia-
jdnak és a spinkorrelacios kisérleteknek az analizisénél lesz alkalmunk a mérési posz-
tuldtumokat "miikodés kozben" bemutatni. Born az {itkdzéses reakciok és a bomlasi
folyamatok targyalasa kapcsan vezette be a posztulatumét annak érdekében, hogy a
centrumbol kirepiil§ részecskék energia- és szogeloszlasat megallapithassa a hullam-
fiiggvény alapjan. Az ilyen tipusu kisérletekre azonban — id6hidny miatt — nem
térhetiink ki.

3.29. A bizonytalansagi relacio

A koordinata és az impulzus spektruma folytonos, ezért értékiiket éppen gy, mint
a klasszikus fizikdban, a kvantummechanika szerint sem lehet pontosan megmérni (a
pontatlansag azonban tetszélegesen kicsi lehet). Ennek az a jotékony kovetkezménye,
hogy mérés utdn a projekcios posztulatum alapjan — mint lattuk, — mindig nor-
mdalhato allapotot kapunk, annak ellenére, hogy a folytonos spektrum sajatallapotai
maguk nem normalhatok (pl. (€;,€;) = §(0) = 00).

Ha a mérés elég pontos volt, a mérés utani allapotban a koordinata értéke — vagy
az impulzusé, ha azt mértiilk, — csaknem teljesen meghatarozott. Természetesen a
kétfajta mérés utani allapot nem ugyanaz: koordinatamérés és impulzusmérés utan
kiilénbo6z6 allapotokba ,ugrik be” a tomegpont. A kérdés, amit ebben a fejezetben
vizsgalunk, éppen ezzel kapcsolatos: lehet-e talalni H,-ben olyan allapotot, amelyben
mind a koordindta, mind az impulzus nagysdga tetszélegesen nagy pontossiggal meg
van hatéarozva?

Intuitiv valasz: A koordinitaoperéitor €, sajatvektorai és az impulzusoperator €,
sajatvektorai két kiilonbozé bazist alkotnak H,-ben, amelyeknek egyetlen eleme sem
kozos. Ezért elég valoszinttlen, hogy talalhato lenne H,-ben olyan vektor, amely az
éx-k valamelyikével is, és az é€),-k valamelyikével is ,majdnem” egybeesik.

A bizonytalansagi relacié ezt az intuitiv valaszt fogalmazza meg mennyiségileg.

Legyen J a H, tetszbleges normalt vektora. Ha a J allapotu részecske koordiné-
tajat megmérjiik, |¢(x)|2dx valosziniiséggel kapunk az (z,r + dx)-be esS értéket. A
meérési eredmények szordsnégyzetét a

s = [ | wa(azn?-dxr (60)

kiilénbség jellemzi, ami a négyzetatlagnak (az x? mennyiség valoszintiségi stirtiséggel

sulyozott integraljanak) és az atlagérték négyzetének a kiilonbsége:
A?% = (2?) — (2)% (61)

Ez a kiilonbség annal nagyobb, minél jobban szdrnak a mérési eredmények az atlag-
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értékiik koriil. Ez kiilondsen vilagos, ha A2i-t a
A2jzz<cﬁ—<¢»2> (62)

alakban frjuk fel, amelyben & — (%) a mért mennyiség eltérése a sajat atlagatol. Ma-
ganak ennek a kiilonbségnek az atlaga természetesen nulla:

(& —(2)) = (&) — {{2)) = (&) — (&) = O,

mert az (%) konstans szamnak (az atlagértéknek) az atlaga 6nmaga, és — az atlag
definicioja kovetkeztében, — a pozitiv és a negativ eltérések az atlagtol pont kom-
penzaljak egymaést.

Ilyen kompenzalas azonban nem 1ép fel az (2 — (2))? 4tlaganal, ami mindig pozitiv.
Ezért ennek a mennyiségnek az atlaga — a (62) kifejezés, — valoban jellemz6 arra,
milyen mértékben szérnak a mérési adatok az atlag koril.

A (62) azonban azonos (61)-el, ugyanis

((@—(@)) = (@20 (2) + (@)?) = (3% — 2(8) - (@) + (8)? = (3% — (&)

Ha a 15 llapotii részecskén koordinata helyett impulzust mériink, akkor [¢(p)|?dp
valoszintiséggel kapunk a (p, p+ dp)-be es6 eredményt és a mérési eredmények szoras-
négyzetét a (60)-al analog

NS O; Pl - dp - [ / O;pwp)F ~ dpr (63)

szolgéltatja.

Lehet-e olyan 1;—‘5 talalni, amelyre A%% és A?p egyarant kicsi — erre a kérdésre
keressiik a feleletet.

A pontos valaszt a bizonytalansdg: reldcio adja meg a

Az - Ap > h
2
képlet formajaban, amelyben Ag és Ap a A%& és a AZp gydke.

Ez a képlet a kanonikus felcserélési relaciokbol vezethetd le, de a bizonyitas ismer-
tetésétdl eltekintiink. A bizonytalansagi relacié tartalma az, hogy ha egy tetszdleges
allapotu részecskén elvégzett koordinatamérések szordsa Az (ami lehet barmilyen kicsi
nemnulla érték), akkor az ugyanezen allapotu részecskén végrehajtott impulzusméré-

sek eredményeinek a szérdsa nem lehet kisebb T—nél: Minél kisebb Az, annal
- Az

nagyobb Ap és megforditva.
Ez a matematikai eredmény erds megkotést jelent az elképzelheté mérGberende-
zésekre: nem létezhet — még idealizalt formaban sem, — olyan mérGeszkoz (mérési
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mod), amellyel egyidejtileg meg lehetne pontosan mérni egy részecske koordinatajat és
impulzusat. A nevezetes Bohr-FEinstein vita — amely megtalalhaté Bohr magyarul is
megjelent tanulméanykotetében, — éppen ekoriil a kérdés koriil forgott. A mérdeszko-
z6knek ebbdl a tulajdonsagabol azonban nem kivetkezik, hogy egy mikrorészecskének
minden pillanatban van meghatarozott koordinataja és impulzusa, csak éppen nem
tudjuk Gket egyidejiileg mindkett6t meghatarozni. Ezt a lehet&séget, mint késébb
majd részletesen diszkutaljuk, a részecskenyaldbokban kimutathato interferencia ca-
folja.

A klasszikus mechanikédban a bizonytalansagi relacidhoz hasonlé korlatozas egyal-
talan nem létezik: az x és a p egyszerre mérhetd tetszéleges (véges) pontossaggal. A
klasszikus mechanikai allapot fogalma pontosan ezen az egyiitt-mérhetéségen alapul.

57.Feladat: Hatarozzuk meg a AZ - Ap szorzatot a harmonikus oszcillator &,—
alapallapotaban.

Megoldas: A 3.26 fejezet képleteihez kell fordulnunk. Ezek alapjan

/ z|en—o(z)|*dz =/ plen=o(p)|*dp = 0,

— 00 — 00

ezért

o 7mwx2 I 3/2 oo 9 pray
A% = CQ/ z?e h T odx=C? <> / 526_5 d¢ (g =,/ == x> .
o mw oo h

2

p
%) _ o0 2
AQﬁ = 012/ er hmw dp = C'Q(hmw)?’/Q/ 7726_"7 df (77 = L ) .
PSS 0 hmw
A £ és az 7 integral értéke /7/2, ezért
h\Y? TR
A2 A2p—c2 (1 2 32, T _ N
- Ap=C (mw) C" (hmw) TR
. h
Az - Ap = 5

A ,bizonytalansagi szorzat” értéke ebben az esetben a bizonytalansagi relacié altal
megengedett legkisebb érték.de

Erdekes Osszefiiggés van a zéruspont-energia és a bizonytalansagi relacio kozott.
Vegyiik a harmonikus oszcillator

H=_—"—p*+ me’? 2

1
2m 2
1
Hamilton operatorat, tegyiink tgy, mintha nem tudnank, hogy ., = §hw és kérdez-

ziik meg, mekkora a H legkisebb FE,,;, sajatértéke, amely Gsszefér a bizonytalansagi
relacioval.
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7. abra.

Legyen az oszcillator a keresett F,,;,-hez tartozo sajatallapotban. Akkor az ener-
gianak nincs szorésa, ezért

Mivel a koordinata és az impulzus atlaga nulla, ezt a képletet atirhatjuk az

1 2
2m 2
alakba. Ha bevezetjiik az
1 mw?
= 7A 9 = A T
U vt R 5 AL

jelolést, akkor ez a képlet
Emin = u2 + U2

lesz, a bizonytalansagi relacié pedig

mw? 1 wh
o=y A ap > 2R
uv 2 om VTSP =7y
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h
Az u,v sik 1.negyedében ez az egyenl6tlenség az uv = % hiperbola altal hata-

rolt tartomany pontjait engedi meg (az abran a pontozott teriilet). Ebben a meg-
engedett tartoményban az F,,;, abban a P pontban lesz a lehet§ legkisebb, amely
vwh Vwh 3

L tehéat

az origohoz legkidzelebb van. A P koordinatai (up, vp) = ( 5

Epin = u% +v% = %, ami az Ey zéruspontenergidval (az oszcillator tényleges alap-
allapoti energiajaval) egyenld.

Eszerint a gondolatmenet szerint az alapallapot energidja azért nem lehet nulla,
mert ez ellentétben lenne a bizonytalansagi relacioval. Az oszcillatornal az alapallapot
energidja a legkisebb olyan energia, ami a bizonytalansagi relacioval Gsszefér.

A fejezet szempontjabol mellékes, mégis érdekes tény, hogy a kvantummechanikai
oszcillator alapallapotaban a kinetikus és a potenciélis energia varhato értéke (az u%
és a v%) éppigy megegyezik egyméssal, mint a klasszikus oszcillatornal (Mechanika
jegyzet 60.feladat).

58.Feladat: Szamitsuk ki Az-t és Ap-t a 38.feladat @ allapotara.

Megoldas: Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a feladat megoldasaban bevezetett
Ap nem azonos a bizonytalansagi relacioban felléeps Ap-vel, amely (63) alapjan sza-

mithato ki:
) 1 D2 ) 1 D2 2
Aﬁ:f/ p~-dp— {/ p'dp}
Ap p1 Ap p1

Ebben a képletben

L/m dfi (2, 2)7}( +p2) =P
Ap p1p piAp by — D1 *2171 p2) =D,

DO | =

1 /m ) J 1 /o+§Ap ) J 1 <32 A _|_1A 3) 72+ IA 9
o p-ap = —— pap=_—— \op -ApT Ap | =P 58D,
Ap J,, Ap p—iAp 3-Ap 4 12
ezért ) .
A?%p = — Ap? Ap = —Ap.
p 12 p p 2\/3 p

A bizonytalansagi relacioban szereplé mésik tényez6t (60) adja meg, amelybe ter-
mészetesen ¥ (z) helyébe a 38.feladat ¢(z) hullamfiiggvénye irand6. A feladatban a
hullamfiiggvény utolsoként felirt alakjabol lathato,hogy

-A
22|¢(x)|? = konstans - sin? <$2hp> ,

amelynek integralja az egész x-tengelyre nyilvan végtelen. Ezért Az = oo, és a
J-re vonatkozo bizonytalansagi relaci6 — a harmonikus oszcillator alapallapotaval
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10 (p)I? 19 (x)|2
2AP Iy

o |-
©

N

(\9]

A

St

2Th

8. abra.
ellentétben, — a minimalisan sziikségesnél "végtelenszer" jobban teljesiil: AZ - Ap =
00> h/2.&
*¥k

A bizonytalansagi relacio fontos szerepet jatszott a kvantumelmélet kialakulasa-
ban. Sokan hitték gy, hogy a bizonytalansagi relaci6 a mikrofizikdnak az az alapelve,
amelybdl a kvantumelmélet minden lényeges kdvetkezménye leszarmaztathato. Ma
mar tudjuk, hogy ez nem igy van. A bizonytalansagi relacio egyike a Heisenberg-féle
kanonikus felcserélési Osszefiiggés kovetkezményeinek és ez a viszony nem fordithato
meg: a kanonikus felcserélési relacié nem vezethetd le a bizonytalansagi relaciobol.

A bizonytalansagi relacio a koordinatara és az impulzusra vonatkozoan fejezi ki
annak az altalanos elvnek egy specialis kovetkezményét, hogy csak azoknak a fizikai
mennyiségeknek lehet egyszerre hatarozott értékiik, amelyeknek az operatorai kom-
mutalnak egyméssal. A meérési adatok szdrdsinak a szemszogébdl fogalmazza ezt
meg. A statisztikus szoéras azonban tobbnyire nem jellemzi elég érzékenyen (finoman)
a nemkommutal6é operatorokhoz tartozo fizikai mennyiségek kapcsolatat. Az 58.fel-
adatban pl. a ,bizonytalansagi szorzat” értéke végtelen és ezért a bizonytalansagi
relaciobol magabol nem vonhatjuk le azt a kovetkeztetést, hogy minél hatarozottabb
értéke van p-nek a 15 allapotban (azaz minél kisebb az Ap), annél bizonytalanabb a
koordinéta értéke. Ebben példaban ugyanis a koordinata szorasa minden Ap-nél egy-
formén végtelen. A |¢(x)|? és a |¢(p)|? fiigguényalakja (8.abra) azonban hatérozottan
mutatja ezt a kapcsolatot: az Ap csdkkenésével a |p(x)|? gdrbe centrélis csticsanak

mh . e
a Ay szélessége né. A szoérés azonban nem elég érzékeny mutatoja a valoszintisé-

gi eloszlasnak ahhoz, hogy ezt minden esetben egyértelmten jelezze. A harmonikus
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oszcillator esetében ugyanakkor — mint lattuk, — a bizonytalansagi relacié értékes
betekintést tesz lehetévé a zéruspont energia eredetébe.

3.30. A dinamikai egyenlet

Mindeddig nem esett sz6 dinamikarél, vagyis arrél, hogy a témegpont allapotat jel-
lemz6 allapotvektor az id6ben mindig valtozik: 1; = J(t) A dinamikai egyenlet az
id6beli valtozast hatérozza meg. Arra kell valaszt adnia, hogyan szamithatjuk ki a
(t + dt) pillanatbeli /(¢ 4 dt)-t a ¢ pillanatbeli ¢ (t) alapjén.

Logikus feltenni, hogy a J(t + dt) — z/?(t) kiilonbség aranyos dt-vel, vagyis annéal
kisebb, minél révidebb a dt idé:

—

G(t+ dt) — 4 (t) = O(4(t)) - dt.

A jobboldalon O egy egyenlére tetszéleges operator, amely a t-beli J(t) allapotra
hat és a rendszerre jellemz6 operatornak kell lennie (fiiggenie kell attol, hogy szabad
tomegpontrol, harmonikus oszcillatorrol vagy egyéb dinamikai rendszerrdl van-e sz6).

A fenti képlet felirdsakor nem tettiik fel, hogy O linearis operétor, de ezt a feltevést
most megtessziik. Igy

Dt +dt) —p(t) = Od(t) - dt.

A linearitasnak az a kovetkezménye, hogy egy linedrkombinécioval elGallitott zg
id6beli valtozasat a linedrkombinacié elemeinek az id6beli valtozésa hatarozza meg.
Ez a tulajdonség jol hasznosithato az egyenletmegoldasanal (1d. a kovetkezd fejezetet).

Meg kell kovetelniink, hogy a dinamikai egyenlet 6rizze az allapot normajat, hiszen
a Born-hipotézis szerint csak 1-re normélt vektorok adnak helyesen normalt val6szi-
niiséget. Matematikailag ez a kdvetelmény a d (J(t), J(t)) = 0 feltétellel fogalmazhato
meg. Részletesen kiirva ez a feltétel a kovetkezs:

—

(), (1)) = (b(t + db), d(t + db)) — ($(0), (1)) =
= (O9(t), (1)) - dt + (4 (t), OP(t)) - dt + o(dt?) = 0.
Ez akkor teljesiil azonosan, ha O hermitikus adjungalasnal elgjelet valt (antihermiti-
kus): ekkor ugyanis a jobboldal lényeges (dt-vel aranyos) tagjai kiejtik egymast.

Antihermitikus operatorra mar lattunk példat (a derivalas ilyen) és tudjuk, hogy
ha 1/i-t levalasztunk rola, hermitikus operator marad vissza;

~ 1 - ~
O =-K (K hermitikus).

7

Hogyan vélasszuk meg K-t?
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A stacionér &llapot fogalma a Bohr-modelltél kezdve (3.6 fejezet) fontos eleme
a targyalasunknak. Sugarzésnal ezek kozott az allapotok kozott torténik atugras,
és — mint mar hangsulyoztuk (a 3.10 fejezet végén), — mindaddig, amig az elekt-
romagneses mezbt nem vessziik explicite figyelembe, ezek az allapotok stabilak. A
harmonikus oszcillator kvantummechanikai targyalasa mutatja (3.25 fejezet), hogy a
stacionér allapotok a Hamilton-operator sajatallapotai.

Mindennek alapjan logikus megkovetelni: a K legyen olyan, hogy a Hamilton-
operator sajatallapotai idében ne valtozzanak.

Ez, mint mindjart latni fogjuk, teljesiil, ha K = konstans x H. A konstansnak
J~1 . 571 dimenziéjinak kell lennie, ami éppen a Planck-allandé dimenziéjanak az
inverze (1.1 fejezet). Ezért — mivel fundamentalis egyenletrsl van szo, — logikus
feltenni, hogy a konstans értéke éppen 1/h. Igy

e+ dt) —(0) = — A - dt

azaz, ~
i _ H(t). (64)
dt
Ez a kvantummechanika alapvet§ dinamikai egyenletének a Schrodinger altal felfede-
zett alakja, amelyet iddtdl fiiggd Schrodinger-egyenletnek neveznek.
Megmutatjuk, hogy a stacionér allapotokat ez az egyenlet id6ben valéban nem
valtoztatja. Legyen € a H operator F sajatértékhez tartozo sajatvektora: Hé = Eé.
A (64)-be torténs behelyettesités mutatja, hogy ennek a sajatérték egyenletnek a
i

——Ft
kovetkeztében e h - & kielégiti a (64) dinamikai egyenletet:
d —fEt ; fEt ——Ft . [ ——FEt
ih% e h € zih-< ;E)e h =Fe h .e=H|e h .¢

i
Ez a megoldas azonban minden ¢-ben csupén az e h  fdzisfaktorban kiilonbozik
é-t8l és ezért ugyanazt a fizikai allapotot reprezentalja, mint € (1d. a 47.feladatot).

59.Feladat: Egy témegpont az z-tengely mentén mozog olyan eré hatasa alatt,
amelynek ersfiiggvénye U(x). Irjuk fel az id6fiiggs Schrodinger egyenletet koordinata-
reprezentacidéban.
Megoldas:
op(z,t) h? 0%(w,t)

Megjegyzés: (64)-ben az egyetlen valtozo6 a t id6 volt, ezért nem volt sziikség a par-
cialis derivalas fogalmara. Koordinata reprezentacidoban azonban jel6lni kell, hogy a
t-szerinti derivalasnal x-t, az x-szerintinél ¢-t konstansnak kell tekinteni.de
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A Kklasszikus mechanikdban az &allapot idébeli valtozasat a Hamilton-egyenletek
irjak le (Mechanika jegyzet (110) képlet). A Hamilton-egyenletek és az id6fiiggs
Schrédinger-egyenlet k6z0s vonésa, hogy idében elsé rendi diff. egyenletek és a
Hamilton-fiiggvény ill. a Hamilton-operator szerepel benniik. Azonban a dinamikai
egyenlet Heisenberg altal felfedezett forméja teszi igazan vildgossa a kvantumelmélet
és a klasszikus mechanika dinamikai egyenletei kozott a szoros strukturélis hason-
losagot, amiben a korrespondencia-elv fejez&dik ki. A kvantummechanikéanak ezt a
forméjat azonban id6hiany miatt nem targyaljuk.

3.31. A dinamikai egyenlet altalanos megoldasa

Ha ismertnek tételezziik fel a Hamilton-operator sajatvektorait és sajatértékeit és
megelégsziink azzal, hogy a megoldast végtelen sor alakjaban kapjuk meg, akkor az
idofliggs Schrodinger egyenletet meg tudjuk oldani altalanos formaban.

Tegyiik fel, hogy a Hamilton operator spektruma diszkrét:

Hen = Enena

és keressiik (64)-nek azt a 1(¢) megoldasét, amely ¢ = 0-ban a megadott 1(0) = @vel
egyenld. .
allitsuk els 1(0)-t az €,-k linedrkombinéciojaként:

B(0) = Pnén. (66)

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az egyes energia sajatvektorok idGbeli valtozasat az
energia értékétsl fliggs fazisfaktor fejezi ki:

E,
—1—1
ént)=e N @&,
A dinamikai egyenlet linearis, ezért érvényes ra a szuperpozicio elve: ha )y (t) és
1o (t) megoldasa a dinamikai egyenletnek, akkor az ai;(t) + Sib2(¢) linearkombinécio
is megoldés. Ennek az a kovetkezménye, hogy a (66) dsszeg id6beni valtozasat a tagok
id6beni valtozasa hatarozza meg:
B, .
- —i—
Gt) = one  h é,. (67)
n

Ez az egyenlet a (64) altalanos megoldasa, amelynek helyessége behelyettesitéssel is
igazolhato.
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Amikor H spektruma folytonos, az n-szerinti dsszeget integralés helyettesiti.

Latjuk, hogy az energia-sajatérték egyenlet megoldasa az id&fiiggé Schrodinger
egyenlet megoldasanak a kulcsa, a két probléma kozott a kapcsolat nagyon szoros. Az
energia-sajatérték egyenletet is Schrodinger vezette be a kvantummechanikiba, ezért
Schrodinger-egyenletnek nevezziik, természetesen az ,id6fliggs” jelzé nélkiil.

kokk

Az el6z6 fejezetben, a dinamikai egyenlet konkrét alakjanak a motivalasanal hang-
stulyoztuk, hogy az energia-sajatvektorok egy id6fliggs fazisfaktoron keresztiil fliggenek
az 1do6tdl és ezért végig ugyanazt a fizikai allapotot reprezentaljak: idofiiggésiik csak
latszolagos.

Az idofliggés azonban nagyon is valosdgossa valik, amikor nem pont energia-
sajatvektorrol van szo, hanem ezek linedrkombinaciojarol. A (67) mutatja, hogy a
linearkombinaci6 minden tagja mas és mas fazisfaktorral szorzodik, ezért az dsszeg
idsfiiggése mar nem egy fazisfaktorban jelentkezik, hanem annél sokkal bonyolultabb:
egy altalanos allapotvektor ténylegesen valtoztatja az irdnyat a Hilbert-térben.

60.Feladat: Legyen a linearis harmonikus oszcillator allapotvektora ¢ = 0-ban
. 1
¥(0) = E(é’nzo—i—é'n:l). Mi a w(z, t)dx valdszinisége annak, hogy ha a ¢ pillanatban
megmérjiik a tomegpont helyét, az (x, x + dx) intervallumban talaljuk?

Megoldas:

E E E E, - E
. 1 [ —i=2t —i=1¢ —i=2t 1 _ = Eo),

w(t) =—=1¢€ h é’n:O +e h gn:l =e h — é’n:o +e h €n=1
Az 1/ /2 faktor miatt 1/_)' 1-re normalt, ezért
7 21 2 2
w@,t) = | (@ 30)| = 5 (Jenzo(@I + lenza (@) P+

FE, — E
2enc(@)] - lenr ()] - cos (1ﬁ% . a)),

amelyben az o szoget az

en=0(2)€p—1(7) = len=o(z)| - [en=1(2)| - e
képlet definidlja. A harmonikus oszcillator energiasajafiiggvényei azonban valosak,
ezért o = 0, az 1 — Ey energiakiilonbség pedig hw. Ezért

(en=0(z)* + €n=1(2)* + 2€5—0(x) - €n=1(z) - coswt).

DN =

w(z, t) =
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Mint latjuk, azokban a pontokban, amelyekben sem eg(z) sem ej(z) nem nulla, a
talalati valészintség w frekvencidval oszcillal. Ezt a tipusi oszcillaciot specialis kisér-
letben ki lehet mutatni.de

3.32. A de Broglie hullAmok

A szabad mozgas (3.24 fejezet) Schrodinger-egyenlete a a kinetikus energia operéto-
ranak a sajatértékegyenlete:

1, .
%p €p = Epep.

Az egyenletet az impulzusoperator €, sajatvektorai elégitik ki, az €),-hez tartozé sa-
2

jatérték az £, = ;; kinetikus energia.
m
Keressiik most az id6tsl fliggs Schrodinger-egyenletnek azt az €,(t) megoldasat,
amely ¢t = O-ban egybeesik é,-vel: €,(0) = &,. Az el6z6 fejezet alapjan

&,(t) = e rla,

E
ahol w, = fp'

Irjuk fel ennek az idében valtozo vektornak a hullamfiiggvényét koordinéta repre-
zentécidéban:

., 1 ; _
ep(z,t) = ¢ Mptep(x) (40) Gkpz wpt)’ (68)
2mh

amelyben k, = % Ez a fliggvény természetesen kielégiti a szabad mozgas

S0Pz, t) R 0*Y(a,t)
o = Tam oa? (69)

id6tol fiiggs Schrodinger-egyenletét.

Az ep(z,t) figgvény megegyezik az egydimenzios (az x tengely mentén terjedd)
monokromatikus sikhullam fiiggvényalakjaval (Elektrodinamika-jegyzet (127) képlet),
azonban nem lehet fizikai allapot hullamfiiggvénye, mert az €,(t) allapot nem normal-
hato: (€,(t),€p(t)) = (€p,€p) = 6(0) = co. De a 3.28 fejezetben (és a 38.feladatban)
lattuk, hogy ha ezekbdl a vektorokbol elkészitjiik a

—

d = [ " dp- A) - &,(1)

P2 —1/2
szuperpoziciot, amelyben A(p) tetsz6leges fiiggvény és N = [/ dp - A(p)|2} ,
P1

akkor ez a vektor mar normaélt, akdrmilyen sztik is a (p1,p2) intervallum. Ennek a
vektornak a hullamfiiggvénye a
P2 P2

W) =N [ dp- Ap)ey(a,t) =N [ dp- A(p)e! (o = ot (70)

P1 p1
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hulldmcesomag (Elektrodinamika jegyzet 2.30 fejezet), amelynek z-beli mérete a bi-

zonytalansagi relacié alapjan koriili vagy nagyobb. Ez a hullamcsomag —

amelyet de Broglie hullimnak neveznek, — a

o= (o) _dwy _dE, _d (P _p
g dwy, dk, dp dp \ 2m m

csoportsebességgel terjed (Elektrodinamika jegyzet (146) képlet), ami megegyezik egy
E, kinetikus energiaju tomegpont mechanikai értelemben vett mozgdsi sebességével (a
csoportsebességre vonatkozo képletekben p a sziik (p1, p2) intervallum kozepes impul-
Zusa).

A szabad tomegpont hullamfiiggvénye tehat egy p kdzepes impulzusi hullamcso-
mag, amely p/m sebességgel mozog. A szabad részecskékkel kapcsolatos fizikai prob-
léméak talnyomo tobbsége olyan, hogy a megoldasuk nem érzékeny a hullamcsomag
alakjat meghatarozo A(p) amplitudo-fliggvényre — amelyet altaldban nem is isme-
riink, — és csak a p kozepes impulzus értékétdl fiigg (maga a terjedési sebesség is ilyen
tulajdonsagt). Ezért szokasossa valt a p impulzusa szabad részecske hullamfiiggveé-
nyén az (68) sikhullamot érteni és csak akkor forditani figyelmet a hullamcsomag
jellegre, amikor ez lényeges. Ezt a szokast mi is kovetni fogjuk.

Ennek a megéllapodasnak a szellemében tehat mondhatjuk, hogy a szabad részecs-
ke hullamfiiggvénye sikhullam, amelynek frekvenciajat és a hullamvektorat a részecske

FE -
impulzusa hatérozza meg az?? w = — képlet és a k = b de Broglie formula alapjan.

h

Ez volt az els6 ismert hullamfiiggvény és ez magyarazza magat a hullamfiiggvény”
elnevezést. A részecskék hullamtermészete interferenciakisérletben egyértelmten de-
monstralhato, de ezeket a fundamentalis jelentGségii kisérleteket majd akkor targyal-
juk, amikor mér nem korlatozodunk egyetlen térbeli dimenziora.

61.Feladat: Legyen ¢ (x,t) de Broglie hullam(csomag), amelynek (kdzepes) im-
pulzusa p és A(p) = 1. Véazoljuk fel a talalati valoszintiség eloszlasat a to = 0, a
t1 <0, és a ty > 0 pillanatban.

Megoldas: Héarom tiszta allapott anszamblot képzellink el, amelyekben a ré-
szecskék hullamfiiggvénye o (x,0), ¥(z,t1) és ¥(x,tz). Az egyes anszamblokba tar-
toz6 részecskéken végzett mérésekben a valoszintiségi eloszlas w;(z) = | (x,t;)|?
(i=0,1, 2).

A valosziniiségi eloszlasokat a 9.abran vazoltuk fel. Mindegyik egy széles csucs,
amelyeknek az z-iranyt mérete megegyezik a hullamcsomagok térbeli kiterjedésével.

22 A tovabbiakban a kinetikus energiarol, a korfrekvenciarol és a hullamvektorrél elhagyjuk a p
indexet.
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A wo(r) maximuma az origéban van. A [¢(z,0)|%-t a 38.feladatbél lehet leolvasni:

. TAp 2
Ap in ——
2 _ 2h
2h

A masik két cstics maximuma v, - 1] €s vy - |t2] tavolsdgra van az origotol. Amikor
p > 0, a csomag pozitiv irdnyban mozog, ezért a wq(x) cstcsa a negativ, a wy(z)-¢ a
pozitiv féltengelyen van. p < 0-nal a helyzet forditottee.

p>0
t

JAVEVAVEIVAN

1

VAN VIN VAN ViU VPR ViR
0

V. t V.t

g1 g2

9. abra.

Megjegyzés: Hullamcsomagok mozgasaval a tovabbiakban még talalkozunk, ezért
roviden kiilon is Osszefoglaljuk a legfontosabb tudnivalokat:
altalaban célszerd feltenni, hogy a hullamcsomag hullamfiiggvénye ¢t = 0-ban a

38.feladatban targyalt ¢(z)-el egyenls. A csomag (maximuma) ekkor z = 0-ban van.
E

Tetsz6leges t-ben a ¢(x)-t kifejez integralba még be kell irni az e tényezét,
amelynek kévetkeztében a ¢ pillanatban a csomag (maximuma) az x = v,t pontba
keriil.

*ok >k

Mint lattuk, egy szabadon mozgd témegpont hullamfiiggvénye matematikai szem-
pontbdél ugyanolyan fiiggvény (hullam), mint a szabadon terjedd elektroméagneses me-
z6ben az E vagy a H komponensei. A kétfajta hullam fizikai jelentése azonban teljesen
kiilonbo6z6.

Az elektromégneses hullamban terjedd E-nek ugyanaz a fizikai jelentése, mint —
mondjuk — a ponttoltést koriilvevs elektromos mezGé, és a H-nak ugyanaz, mint pl.
a vezetGt koriilolels magneses téré. Ha a hullam dtjaban probatoltéseket helyeziink el,
a probatoltésre haté Coulomb-ers egyenls lesz az adott pillanatban az egyes proba-
toltések helyén 1évs elektromos mezdének és a probatoltés nagysaganak a szorzataval.

71



Ezzel a modszerrel — elvben — ,letapogathatd” a hullam elektromos komponensé-
nek az alakja egyetlen hullamcsomag esetén is. Az azonos fiiggvényalakd hulldmok
szigorian azonos fizikai hatdst vdltanak ki.

A de Broglie hullam ezzel szemben a tomegpont talalati valoszintiségét hatarozza
meg. Csak a hullimcsomagok tiszta allapota anszamblja segitségével lehet a hullam-
csomag alakjat ,letapogatni”. Az anszambl minden egyes eleme egyetlen értékelhetd
adattal jarul hozza a valoszintiségi eloszlas gorbéjéhez, amelybdl végiil is kirajzolodik
a talalati valoszintiség eloszlasa. Az azonos fligguényalakid hulldmok dltalaban kilon-
0626 fizikai hatdst vdltanak ki: a hullamcsomag kiterjedésén beliil a részecskét mindig
mas és mas pontban észleljiik.

Tovabbi kiilonbség, hogy az elektromégneses hullamoknal a komplex alak csak ma-
tematikai segédeszkoz: csak a valds résznek van fizikai jelentése. Amikor pl. a hullam
elektromos terének a hatésat akarjuk egy ponttoltésre kiszdmitani, az E komponen-
seinek a valos részét kell behelyettesiteni a Coulomb-erd képletébe.

Egy hullamfliggvénynek ezzel szemben lényeges tulajdonsiga az, hogy komplex.
Amikor a talalati valoszintiségeket szamoljuk, a hullamfiiggvényt egészben kell behe-
lyettesiteni a megfelels skalarszorzatba.

3.33. A Schrodinger-egyenlet megoldasara kirott feltételek

Az energiasajatérték probléma megoldasanak legfontosabb eszkéze a Schrodinger-
egyenlet koordinatareprezentéacioban felirt formaja23:
R d(a)
2m  dx?

+ U(@)p(z) = E- (). (71)

Az egyenletben az F sajatérték és a hozza tartozo ¢ (z) sajatfiiggvény az ismeret-
len. A sajatfiiggvényeknek normdlhate — vagy delta-fiiggvényre normdlhato — foly-
tonos fiigguényeknek kell lenniiik. Csak azok az F-k tartoznak az energiaspektrumba,
amelyekhez talalhato az (71)-nek ezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezs megoldasa.

A normélhatosag eldontése egyszeri: a / dz - |¢(z)]? integralnak végesnek kell

lennie. Latni fogjuk, hogy a spektrumnak az aO;észe, amelyhez normalhatoé sajatfiigg-
vények tartoznak, diszkrét?4. A diszkrét spektrumhoz tartozo energidknal a tomeg-
pont kdtve van a potencidlban (a mozgas korldtos), a hullamfiiggvénynek x — +oo-
nél el kell tiinnie (hiszen korlatos mozgasnal a talalati valosziniiségnek a végtelen felé
kozeledve nulldhoz kell tartania). Ez a kovetelmény azonban csak bizonyos E értékek
mellett teljesithetd: a (71) Schrodinger-egyenlet ezen a méddon "éri el" az energia
kvantaltsagat, amelyrél a kvantummechanika a nevét kapta. érdekes, hogy mar a

23 A harmonikus oszcillator energiait és sajatfiiggvényeit a 25-26. fejezetben a Schrodinger egyenlet
nélkiil talaltuk meg, de ezt a Hamilton-operator specialis alakja tette lehet&veé.
24Ezzel az esettel talalkoztunk a harmonikus oszcillatornal.
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klasszikus mechanikai targyalds alapjan is meg lehet allapitani, milyen energiatar-
toméany az, amelyben az energiaspektrum diszkrét (maguk a diszkrét energiaértékek
természetesen csak a Schrodinger-egyenlet alapjan szamithatok ki).

Abban az energiatartomanyban viszont, amelyben a klasszikus mozgés nem kor-
latos (végtelen, legalabb az egyik iranyban), a Schrodinger-egyenlet minden energiat
megenged (folytonos spektrum). A folytonos spektrumhoz tartozo energia sajatfiigg-
vények deltara-normalhatok. A deltara-normaéltsag kritériuma az, hogy az x — £o0

i=x
asszimptotikus tartoményok legalabb egyikében () legyen he h alaka, az-

az egyezzen meg a p-impulzusa szabad tomegpont hullamfiiggvényével (a képletben

a végtelen tavoli mozgas impulzusa szerepel, amely |p| = \/2m(E — U(£00)?°). Ez
utobbi fiiggvényekrsl ugyanis tudjuk, hogy deltara normaltak (3.23 fejezet), és meg-
mutathato, hogy ez elegendd a 1(z)-k deltdra-norméalhatoségahoz is.

Azok az E-k, amikhez tartozd |¢(z)| a végtelenhez tartva novekszik még delté-
ra sem norméalhatok, ezért nem tartoznak az energiaspektrumba. Ilyen energidk a
megfelels klasszikus mozgésban sem fordulnak elg.

A kovetkezd fejezetekben olyan potencidlokkal is fogunk dolgozni, amelyek nem
folytonosak, hanem valamilyen x = a pontban ,ugranak”™ U(a — 0) # U(a + 0).
A sajatfiiggvényeknek ebben az x = a pontban is folytonosnak kell lenniiik, s&t,

belathato, hogy ﬁ derivdltjuk is folytonos ebben a pontban.

Valoban, integraljuk (71)-t tagonként az (a — Aa) < x < (a + Aa) intervallumra.
Ezt kapjuk:

() ()] [T o

Ha a jobboldalon az integrandus az integracios tartomanyban véges (nem kell foly-
tonosnak lennie!), azaz ha U véges, akkor Aa — 0-nal a jobboldal zérushoz tart,

tehét
dy _ (W
de r=a+0 B d.’ﬂ x:afo’

ahogy éllitottuk. Amikor azonban U az x = a-ban végtelen nagyot ugrik, ez a konk-
ltzio érvénytelen és a hullamfliggvény derivaltjanak lehet szakadasa (a hullamfligg-
vénynek lehet ,torése”).

25Gyakran U(#o00) = 0, de ez nem kdtelezd.
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3.34. A potenciallépcsé (E > U)
Potenciallépcsének az

0 <0
U(z) = (72)
U = konstans x>0

potencidlugrast nevezziik, amelyhez a kévetkezd Schrodinger-egyenlet tartozik:

Y+ EY = 0 (2<0)
YKy = 0 (x> 0).

Vesszovel az x-szerinti derivalast jeloljiik, és bevezettiik a
12— 2mE 2m(E —U)
- h2 h?
jeloléseket. Azért hasznalunk négyzeteket, mert a spektrumnak arra a részére korla-

tozdédunk, amikor mind az F, mind az E — U pozitiv. Ebben a fejezetben azonban az
U maga lehet negativ is.

K =

« U(x)

v

10. abra.

Behelyettesitéssel ellenérizhets, hogy a Schrédinger-egyenlet altalanos megoldésa
a kovetkezd: ] )
AetkT | oe—ikT (z <0)
b(a) = | | (73)
Be T pethix (x > 0),
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amelyben A, B, C, D konstansok, és k,k; > 0.

A konstansokat abbdl a feltételbdl kell megvalasztani, hogy 1 és ¢’ az x = 0-ban
legyen folytonos. Ez azonban csak két feltétel, ezért a konstansok koziil csak kettst
hataroz meg.

A megfelels klasszikus feladatban az adott E-hez két eset tartozik: az elsében
a tomegpont balrol jobbra mozog, a masodikban ellenkezé iranyban. Az elsé eset-
ben az x < 0 tartomanyban az impulzusa p = v2mE = hk, az x > 0-ban p; =
V2m(E —U) = hky # p. A masodik esetben az impulzusok nagysaga ugyanennyi,
csak az elGjeliik negativ. A tomegpont mindkét esetben a végtelenbsl érkezik és a
végtelenbe tavozik, ezért a (73) sajatfiiggvények deltara-normalhatok. Fizikai dllapo-

1 1
tot — a mar ismert médon — gy hozunk létre, hogy a (p— §Ap =p1,p+ iAp = po)

tetsz6legesen sziik tartomanyra (p = v2mE) integralva 1-re normalt vektort képziink
belsliik.

A hullamfiiggvények idéfliggését is figyelembe véve a kovetkezd normalhatéd élla-
potot kapjuk:

P . P ;
A/zdp.ez(kx—wt)ch/2dp.ez(—kx—wt) (z < 0)
p1 p1
Y(x,t) =
P2 . P2 .
B/ dp - =k —wt) | D/ dp - Gk — wt) (z > 0),
P1 p1
ahol w = E/A.

A jobboldalon mind a négy integral egy-egy hullamcsomag, amelyeknek a maxi-
muma t = 0-ban az origoban van (32.fejezet). A terjedési irdnyokat figyelembe véve
meghatarozhatjuk az egyes hullamcsomagok helyzetét és mozgasat ¢ — +oo-nél. Ez
az analizis vilagitja meg a (73) sajatfiiggvény fizikai jelentését.

Amikor ¢ nagy negativ szam (¢ — —o0), az A-koeflicienst tartalmazo csomag
kozéppontja nagy negativ x-nél van és az origd felé mozog. Hasonld helyzetd a D-t
tartalmaz6 csomag is, de ez a tag csak a pozitiv x-tengelyen érvényes, ahol egy olyan
hullamcsomag, amelynek a maximuma nagy negativ x-nél van, mar elhanyagolhatéan
kicsi (nulla). A fennmarad6 két tag maximuma nagy pozitiv z-nél van, ezért koziilitk
csak a B-t tartalmaz6 tag nem zérus és ugyancsak az origo felé mozgd csomagot ir le.
Ezért ha az els6 esetet akarjuk targyalni (amikor a bejovs részecske balrol érkezik), a
B-t nullanak kell valasztani, amikor pedig a masodikat, akkor A az, ami nulla.

Targyaljuk elGszor az elsG esetet (B = 0). Ekkor tehat nagy negativ ¢t-nél nem
latunk mast, mint egy balr6l bejové csomagot, amely az A-val ardnyos. Az A alkal-
mas vélasztasaval elérhetjiik, hogy 1-re legyen normélva. Amikor a csomag az origbd
kozelébe ér, a hullamkép bonyolultta valik, de t — oo-nél ujra kitisztul. Ekkor az
A-val aranyos csomag maximuma nagy pozitiv z-nél volna, ahol mar nem érvényes,
ezért a negativ z-tengelyen elhanyagolhato (nulla). Ugyancsak nagy pozitiv a-nél
van a D-vel ardnyos csomag maximuma is, ami viszont érvényes és pozitiv iranyban
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mozog: ez az dtengedett (transzmittdlt) hullém. A C-vel aranyos csomag maximuma
t — oo esetén nagy negativ x-nél taladlhato, ahol szintén érvényes és negativ irdnyt
mozgast végez: ez a csomag a visszavert (reflektdlt) hulldm. A tomegpont reflexioja
tipikus kvantum-effektus, £ > U-nél klasszikusan a potenciéllépcsé minden részecskét
atenged.

Legyen tehat (73)-ben B = 0 és vezessiik be az 1, reflexids és a t, transzmisszids
koefficienst a

C=nr,-A D=t,-A

Osszefiiggésekkel. A b index arra utal, hogy a részecske a potencialba befelé mozog.
Akkor

etk + rbe_ikx (x <0)
)= A (74)

tpeth1 (x > 0).

Annak feltétele, hogy ez a megoldas és derivaltja x = 0-ban folytonos legyen a kovet-
kezé:

1+r, = t
ik — ik?‘b = ikltb,
ahonnan
S k— Kk
O k1
(75)
P 2k
(R ki

Az ry és a ty, fizikai jelentésének a tisztazéasa érdekében térjiink vissza a hullamcso-
magokhoz. Mint mondottuk, az A-t valaszthatjuk gy, hogy a bejovs csomag legyen
1-re normalt. Milyen W,. és W; valoszintiséggel talaljuk ¢ — oco-nél a beesd részecskét
a visszavert ill. az atengedett csomagban?

Ez a két valosziniiség az f_ooo da - [(x,t)|* és az [° dx - (2, t)|* integralokkal
lesz egyenls, amikor ¢ —> 4o00. A két integral azonban kifejezhetd a reflexios és a
transzmisszios koefficiensen keresztiil a kovetkezd gondolatmenet alapjén:

Az ry és a t, azt mutatja meg, hogyan aranylik a visszavert és az atengedett hul-
lam amplitiddja a beess hullim amplittidojahoz, ezért Wy-nek |ry|?-el, Wi-nek pedig
|ty)?-el kell ardnyosnak lennie. A reflektalt csomagnal az ardnyossag egyenlGséggé
valik, mert a reflektélt csomag sebessége egyenld a beesGével és ezért a két csomag
hullamfiiggvénye — az r;, faktortol eltekintve —, megegyezik egymassal.

A transzmittalt csomag csoportsebessége azonban ki /k-szor akkora, mint a be-
esGé, ezért ennek a hullamnak a térbeli kiterjedése (,hossza”) nem ugyanaz, mint a
reflektalté és a beesGé. Valoban, legyen a beesé hullam z-irdnya mérete L. Ekkor a
hullam T = L/v, ideig fedi az origot. A reflektalt és a transzmittalt hullam ezalatt
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k k
az id§ alatt jon létre, ezért méretiik L, = v,T = L-el és Ly = —1ng SRy egyen-
16. A valoszintiségeket kifejezs integralok ezekkel a méretekkel is ardnyosak. Ennek
alapjan
2 ky 2
W, = |r| Wt=?|tb| .
Ha valaki nem tartja elég meggy&zének a Wi-nek ezt a szamitasat, meghatarozhatja
a W, +W; =1 egyenl6ségbdl is, mint azt a kdvetkezs feladat mutatja:
62.Feladat: Igazoljuk, hogy a két valészintiség Ssszege 1.d
63.Feladat: Targyaljuk le a masodik esetet, amikor a részecske jobbrol érkezik
p1 impulzussal.

Megoldas: A (73)-ben ekkor A = 0 valasztando, és C =t - B, D =r;-B. Ak
index arra utal, hogy részecske a potencidlbdl kifelé mozog.

te kT (z < 0)
Y(z)=B-
¢tk + rkeiklm (z > 0).
1+r, = tg
—iky +ikiry = —ikty,
ki —k
L .
(76)
b o= 2k
k+k

k
A reflexié valoszintisége |ry|?, a transzmisszioé —\tk\g Mint 1atjuk, ezek a képletek

az el6z6 eset képleteibdl a k «— kq cserével kaphatok Vegyiik észre, hogy rogzitett
FE mellett W,. és W; ugyanaz akar jobbrol, akar balrol jon a részecske.de

3.35. A potenciallépcss (0 < E < U)
2m(E —
Az el6z6 eset ki-e helyett most ki-t vezetjik be a w = ,,{% relacioval
(k1 > 0). A Schrodinger-egyenlet a kovetkezo:
'+ kW = 0 (x<0)
V' =k = 0 (z>0).
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Az altalanos megoldas:

Aetkr | gtk (x <0)
P(z) =
Be F1% 4 Def1? (x> 0),

A D-vel aranyos tag x — oo-nél végtelenhez tart, ezért ha D # 0, a ¥(z) nem
normélhat6. Ennek koévetkeztében feltétlentil D = 0-t kell valasztanunk. Legyen
tovabba C =r- A, B=10-A. Ekkor

etk + L (x <0)
) =4
be~ F1T (x >0),
ahonnan
1+r = b
ik —ikr = —bk;.
— k — il‘il
- ]C =+ ilil
(77)
2k
b = .
k+ ik

Vegyiik észre, hogy a képleteink szoros kapcsolatban vannak az E > U els6 esetével
(amikor a részecske balrol érkezik). Ha az ottani képletekben végrehajtjuk a ky —
+ik1 helyettesitést, a jelen fejezet képleteit kapjuk, specidlisan ri-bol r-t. Ennek
ellenére, 1y, és r lényegesen kiilonbozik egymaéastol: Az ri negativ valds, mig r egységnyi
abszolut értékid komplex szam (fazisfaktor).

A 9(2)-bsl képezhetd hullamcsomagok mozgésa az x < 0 tartomanyban ugyantugy
analizalhato, mint az el6z6 fejezetben: ¢ — —oo-nél csak bejovs hullam van jelen (A
amplitudoval), ¢ — oo-nél pedig csak visszavert hullam (rA amplitadéoval). Mivel
azonban |r| = 1, ezért |rA| = | A|, aminek kovetkeztében W, = 1,és W, = 1-W, = 0.
Ha A-t ugy valasztjuk, hogy a bees csomag legyen 1-re normélt, akkor a reflektalt
csomag is 1-re normalt.

Az x > 0 tartomany klasszikusan tiltott. ¢ — +oo-nél a hullamfiiggvény és a
talalati valoszintiség itt zérus. A 1(x) b-vel ardnyos része azonban mutatja, hogy
véges id6knél (¢ &~ 0-ban) a részecske bizonyos valosziniiséggel behatol az x > 0 tar-
tomanyba, de csak az x = 0 ponthoz kozel talalhato észrevehets valoszintiséggel. Az
x> 1/k; tartomanyban ugyanis az e~ “17 fiiggvény nagyon kicsi. A behatoldsi mély-
séget az 1/k; hosszdimenzioji mennyiség jellemzi. Hangsulyozzuk, hogy a részecske
csak rovid ideig tartézkodhat a klasszikusan tiltott tartomanyban, mivel ¢ — co-nél
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megint W, = 1 valészintiséggel lesz talalhaté a negativ x-tengely tavoli tartoméanya-
ban.

Amikor U — oo (végtelen potencidlfal), k1 — oo és x > 0-nal a hullamfiiggvény
nulldhoz tart, a reflexios koefficiens pedig » = —1: a reflexi6 ,ellentett fazisban”
kovetkezik be. A derivaltnak nem kell folytonosnak lennie (1d. a 33.fejezet végét).

64.Feladat: Mutassuk meg, hogy potenciallépcsénél E < 0 nincs a spektrumban.

2mFE
Megoldas: Negativ E-nél k2 helyett a mn

hi —k%-t (k > 0) vezetjiik be. A

Schrodinger egyenlet altalanos megoldésa

Ae T 4 CeM (x <0)
P(z) =
Be™ M7 4 Def? (x> 0).

Ahhoz, hogy r — +o00-nél 1 ne noévekedjen, B-t és C-t nullanak kell valasztani. A
1) folytonossaga x = 0-ban A = D, a v’ folytonossaga pedig —kA = k1D teljesiilését
koveteli meg. Ez a két egyenlség azonban csak A = D = 0 mellett teljesiilhet,
ami azt jelenti, hogy negativ F-hez nem tartozik normalhaté hullamfiiggvény, negativ
energiak nincsenek a spektrumban. Negativ energia a megfelels klasszikus mozgasban
sem lehetséges a 33.fejezetben mondottakkal 6sszhangban.de

osszefoglalva tehat megallapithatjuk, hogy a (72) potencialis energiat tartalmazo
Hamilton-operator spektruma U > 0-nél folytonos és a 0 < E < oo félegyenest foglalja
el.

3.36. athaladas potencialgaton (E > U)
Potencidlgatnak az

0 <0 és x>a
Ulz) = (78)
U = konstans O<zr<a

erSfliggvényt nevezziik.

Amikor £ > U, a klasszikus mechanika szerint a gat minden raesd részecskét
atenged. A kvantumelméleti targyalas a potenciallépcs6héz hasonlo: a Schrodinger-
egyenlet altaldnos megoldasa azonnal felirhaté az x < 0, 0 < z < a, x > a tartoma-
nyokban és Osszesen hat konstansot tartalmaz:

Actkz 4 =ik (x <0)
P(z) = BeT 4 pe~ikiz 0<z<a)
EethT | pe—ikx (a <)
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11. abra.

Ezek koziil az egyik nulla annak kdvetkeztében, hogy a tomegpont hatarozottan az
egyik oldalrdl érkezik (balrdl bejovs részecske esetében pl. F = 0 valasztando), né-
gyet a folytonossagi feltételek rogzitenek az erdfiiggvény szakadasi pontjaiban, végiil
az utolsot a deltara torténd normaéalasi feltétel hatarozza meg. Ez az ut jarhato és
biztonsagos, de hosszadalmas: sokkal szorakoztatobb, ha a stacionér hullamterjedés-
r6l kialakitott intuitiv fizikai elképzelésiinkre és az el6z6 fejezetek egyszerd képleteire
tamaszkodunk.

Ehhez a gondolatmenethez elegendd az x < 0 és az x > a tartoményban felirni a
Schrédinger-egyenlet altalanos megoldéasat. Az erdfiiggvény két oldala szimmetrikus,
ezért az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a témegpont balrol érke-
zik. A bejovs hullam A amplitudojat kiemeljiik és ilymodon a (74)-el teljesen analog
szerkezetl hullamfliggvényre jutunk:

o A etk | pe—ikx (x <0) -
b(x) = A- 79
Tethe (x > a),

ahol természetesen k = p/h, p = V2mE. Az R és a T a gat reflexios és transzmisszios
koefficiense. Ezeket kell kifejezni a géatat hatarold két potenciallépcsd reflexios és
transzmisszios koefficiensén keresztiil.

Ez az energia-sajatfiiggvény az e~ Wt fazisfaktoron keresztiil fligg az id6tsl. Ezt a
faktort a jobboldal minden tagjaba be kell irni, aminek kévetkeztében a minden tag
monokromatikus sikhullamma valik:

ik —wt) | poi(—kr — wt) (z < 0)
U t) = A 0
Tei(kx —wt) (z > a).
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Fizikailag realizdlhat6 (normélhato) allapotot — mint tudjuk, — p-szerinti szuperpozicio-
képzéssel (integralassal) kapunk. A végtelen sikhullamokbol hullamcesomagok jonnek
létre, amelyek mozgésat éppen tugy végigkévethetjiik, mint a potenciallépcsénél. Az
eredmény is hasonlo: reflektalt hullam jon létre (amplitadéja A - R), a transzmittalt
hullam amplitidoja pedig A-T. A reflexié és a transzmisszio valosziniisége | R|?-el és
|T|?-el egyenls (|R|? + |T|*> = 1).

Az R és a T kiszamitasat a végtelen monokromatikus sikhullamokra alapozzuk,
amelyek (80)-ban szerepelnek. Probaljuk meg kiszamitani a hullamkeép alapjan ¢ (a, t)-
t egy adott ¢ pillanatban. A hullam nagysaga az x = a-ban (és a rogzitett id6pontban)
végtelen sok ,parcialis hullam” 6sszegébdl (interferenciajabol) all els:

P(a,t) = ola,t) + P1(a,t) + Pa(a,t) + .... (81)
Ebben a képletben az els tag

Vola,t) = ty - Ae—iw(t = A1) _ci(kia —wAt) _ . g ik —iwt

Y

(t = At) faktor a bejovs

2m(E —-U)

ahol At = a/vy, a hullam athaladasi ideje a gaton, az Ae~ W
Atk = wt) sichullam az = = 0 pontban a t — At pillanatban, k; =

pedig a részecske hullamvektora a potencidlgaton belil. Az ei(kla —wAt) faktor
veszi figyelembe a hullam terjedését az x = 0 és az x* = a pont kozott?S. A képlet
szerkezete mutatja, hogy ez a 1g(a,t) az a jarulék i (a,t)-hez, amelyik kozvetleniil a
beesd hullambol szarmazik.

A bees6 hullam azonban végtelen kiterjedésti sikhullam és ezért az adott pillanat-
ban lesz 1(a, t)-hez olyan 11 (a, t) jarulék is, amelyik a ¢t —2At pillanatban érkezett be
el6szor az x = a pontba, de onnan visszaver6dott és az x = 0-beli potenciallépcsérol
szintén visszaverddve jutott tjra az x = a pontba. Ez a jarulék a

bola,t — 2At) -y, - Jkia — wAt) - Jikia —wAt) _ bola,t) -7 - ki g - Jkia

-val egyenld. Azért hasznaljuk az ry, reflexios koefficienst, mert a reflexio mindkét eset-
ben a potencialbol kifelé torténs mozgésnal kovetkezik be. Megint felhasznalhattuk,
hogy a (81) tagjai az e~ fazisfaktoron keresztiil fliggnek az id6t6l. Latjuk, hogy a
At idskéséssel igazabol nem kell torddniink: ha a 1g-ba t-t irunk, ezzel automatikusan
figyelembe vessziik a terjedési id6t a gaton beliili reflexionéal.

26Ennek a kifejezésnek az exponensében a sikhullam kezdeti és végponti fazisanak kiilonbsége
szerepel:
[k1(z + a) —w(t + At)] — [k1z — wt] = k1a — wAL.

Mivel k1 és a pozitiv, ez a kifejezés balrol jobbra terjeds hullamra vonatkozik. Alabb forditott iranyt
terjedésrdl is sz6 lesz. Ekkor a képletben mind kj, mind a negativ, ezért a faziskiilonbség, amely
csak a szorzatukat tartalmazza, valtozatlan marad.
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Az elv most méar vilagos: az egyes ,parcialis hullamok” abban kiilonboznek egy-
mastol, hogy hanyszor szenvedtek reflexiot a gaton beliil. Ezek a hullamok kiilénboz6
id6pontokban érkeznek be, de ez — mint lattuk —, nem bonyolitja el a targyalast.

. 2
Nyilvan ¢,41(a,t) = ¥, (a,t) - (rkelkl(I) , a ,parcialis hullimok” szerinti Osszeg

, 2
tehat geometriai sor (rkeZkla) koefficienssel. A geometriai sor dsszegképlete alapjan

t t ikla )
1/}((1,75) = wO(a,. ) 2 = b - cAemt,
1-— (rkemla) 1 - reliha

Ez az a hullam, amelyik balrol esik ra az © = a-beli potenciallépcsére. Az atengedett

i(ka — wt)

rész tiw(a,t) és ez azonos A.Te -vel, ahonnan

7 — ik —k)a bk (82)
1— T,%e%kla )

Célszerii ezt a képletet atalakitani:

b ARkt k)?—(k-k)?
blk — (k+l€1)2 - (k+k1)2 - ko

Ilymo6don

T = k1 —k)a o l-rm (83)
1— r}%eQikla'

Az x = a-rd] visszavert hullam ry(a,t). Ez, mire az « = 0 ponthoz érkezik,

rkeiklaw(a, t)-vel egyenls. Ha ezt a hullamot tx-val megszorozzuk, megkapjuk a po-
tencidlgatrol visszavert hullimnak azt a részét, amely ,megjarta” a gat belss tarto-
ményat?’. Ehhez természetesen még hozza kell adnunk A.rpe” @t igy kapjuk meg
a gat altal visszavert Re~ ™! hullamot az origbban. Ennek a meggondolésnak az
alapjan _

Tktktb62Zk1a
1 — resthia

A titp-t Gjra atalakitjuk és felhasznaljuk, hogy riy = —rp:

(84)

aen ll - Tg)emkla] | _ 2ikia
1

- =rp————.
2 2ikqa 2 2ikia
1—rjes™™ —rye”l

Ezek a képletek pozitiv és negativ U-nél egyarant érvényesek.

2"Ha +(a, t)-t a (81) 6sszeg alakjaban képzeljiik el, a reflektalt hullam is felbomlik olyan ,parcialis
hullamok” Gsszegére, amelyek meghatérozott szamu reflexiot szenvedtek a gaton beliil.
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12. abra.

Analizaljuk a transzmisszi6 valdszintiségét:

|T|2 _ (1 — TI%)Q )
1+ 7¢ —2r?2 cos2kia

A cos 2kia = 1 — 2sin? kya képlet alapjan

|T‘2 — (1 — TI%)Q — 1
(1 —73)2 + dr?sin® kya

14 47",% sin kya
(1—1r3)?
Azoknal a specialis E,, energidknal, amelyekhez kia = nr tartozik sin? kya nullaval
egyenld, a transzmisszid valoszintisége tehat 1, a reflexio valoszintisége pedig 0. Ha
FE-t rogzitjiik és a transzmisszi6 valoszintiségét a potencidlgat szélességének a fiiggveé-
nyében vizsgaljuk, akkor ez az ,anomalis reflexi6hiany” azoknél az a,, gadtméreteknél
T
kovetkezik be, amelyek nk——el egyenldk (1d. a 12.4brat).

A realis kisérletekben zlxz sanomalis reflexiohiany” abban jelentkezik, hogy bizo-
nyos specialis energiaknal az elektronok szérodéasa a nemes gézok atomjain jelent&sen
lecsokken (Ramsauer-effektus). Megjegyezziik, hogy ebben a lényegesen harom di-
menzios esetben az effektus csak vonzoé potencialnal (U < 0) lép fel.

3.37. athaladas potencialgaton (0 < E < U)

2m(E -U)
2
k1 = *iky. A 35.fejezetben lattuk, hogy a fels6 elgjel valasztasa a helyes: ki = iky.

Ebben az esetben < 0 és ezért —r3-el kell egyenliteni. Vilagos, hogy
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Ha ezt a helyettesitést elvégezziik az el6z6 fejezet megfelels képleteiben?®, megkapjuk
a potencidlgat reflexiojanak és transzmisszidjanak a valdszintiségét abban az eset-
ben, amikor a potenciélis energia nagyobb a bejovd részecske kinetikus energiajanéal.
Klasszikusan ekkor minden részecske visszaverddik, a kvantumelmélet szerint azonban
transzmissziot is kapunk (alagut-effektus), ami azzal fiigg Ossze, hogy a kvantumme-
chanika megengedi a tomegpont behatolasat a klasszikusan tiltott tartoméanyba:

1—12

T = ¢~ 10 . e—ika .
1 — 2 2K10°

—2K1a

1— 1

R=r —°%
1_742672/11(1

A |T|* most nem periédikus, hanem az a ndvekedésével monoton csékken. Széles
potencialgatnal (kia > 1) az alaguteffektus (a transzmisszio) valoszintisége a gdt
szélességével exponencidlisan csokken:

T ~ [1 - 7?[2e2M10, (85)

7“2: k—il’ﬂ 2
k+il€1
s [ Aksr \®_ 16E(U - E)
1 —r°* = =
k2 + k3 U?

amelyben

Mivel k1 ~ /m, az alaguteffektus valoszintisége a tomeg névekedésével is rohamosan

csOkken. A makroszkopikus fizikiban tehat — a mindennapos tapasztalattal Gssz-
hangban, — az alaguteffektus valoszintisége elképzelhetetleniil kicsi.
KKk

A potencidlgat mutatja talan a legvilagosabban a kiilonbséget a klasszikus fizika
hulldmainak és a kvantumelmélet hullamfiiggvényének a fizikai jelentése kozott. Az
elektromagneses hullamoknal pl. a potencialgatnak dielektrikum-réteg (iiveglap) felel
meg. A klasszikus fényhullam részben athalad ezen a rétegen , részben visszaverédik
rola, és a kettévalt hullamcsomag mindkét része hat az utjaba es6 toltésekre. Mint
lattuk, minden egyes tomegpont hullamfiiggvénye is hasonlé6 mdédon kettévalik, de
fizikai hatast csak az egyik rész valt ki: vagy az atengedett, vagy a reflektalt részecskék
atjaban elhelyezett detektor szdlal meg. Hogy melyik, azt a véletlen donti el: a
bejoves részecskék mind tokéletesen egyformak, semmi jel sem utal rajtuk arra, hogy
athaladnak-e majd a potenciédllépcsén vagy visszaverGdnek rola.

28 Amikor k1 — i1, akkor 1y, — 7 és 1)y — —7.
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A potencialgaton torténd athaladasnak ez a kvantummechanikai sajatossaga meg-
engedné, hogy ugy képzeljiik, a gat elérése utdn de még az esetleges megfigyelés elstt
eldélt, melyik részecske haladt at a gaton és melyik ver6dott vissza rola. Késgbb, az
interferencia targyalasdnal megmutatjuk, hogy ez az elképzelés nem tarthato: a W,
és a W, kizardlag az észlelési valdszintiséget adja meg, nem értelmezhets tugy, hogy
a (még) nem észlelt részecske milyen valoszintiséggel talalhato a gattol jobbra vagy
balra.

3.38. A derékszogi potencialvolgy

Potencialvilgy ugy alakul ki, hogy a —g <z < +g tartomanyt az r = :&:g pontokban

egy-egy U magassigu potencidllépcsé hatarolja:

U = konstans >0  ha lz| > -
U(x) =
0 ha |z] < -.

Az E > U eset a fizikai jelenségek szempontjabol ugyanaz, mint a potencidlgat
U < 0-nal (36.fejezet).

Most is belathatd, hogy negativ energidk nincsenek a spektrumban.

Az 4j a 0 < E < U tartoméany, ahol a klasszikus mozgas korlatos (a tomegpont a
két potencialfal kozott pattog), ezért a kvantumelméletben diszkrét spektrum varhato.
Ezen a példan az is jol lathato, hogy miért.

Az ok az, hogy a Schréodinger-egyenlet

Actkr | go—ikz (—a/2 <z <a/2)
p@) = | Corit 4 pomis (@< /2
Gel1T | pe—F1® (a/2 < x)

altaldnos megoldasaban szerepld hat konstans koziil most elGszor kell kettdt nullanak
valasztani mindjart a targyalas kezdetén (C' = G =0). Az xz > a/2 ésaz © < —a/2
tartomanyokban ugyanis az altalanos megoldas nem periédikus, hanem egy névekvd
és egy csokkend exponenciélis fiiggvény linearkombinécidja. Mivel a megoldés x —
+o00-nél nem novekedhet, ezért a két névekvé megoldas koefficiensét nullanak kell
valasztani. A fennmaradd négy konstanssal altalaban nem lehet kielégiteni a négy
folytonossagi feltételt. Ezek a feltételek ugyan négy linearis egyenletet jelentenek
a négy konstansra nézve, de mivel homogének, csak akkor van zérustol kiilonbo6zé
megoldasuk, ha az egyenlet determinénsa zérus. A determinans azonban a k-n és a
k1-n keresztiil tartalmazza E-t és csak azok a diszkrét energidk lesznek sajatértékek,
amelyek a determindnst nullava teszik.
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A korabbi feladatokban a folytonossagot kifejez6 egyenletekben — amelyek szin-
tén homogén linearis egyenletek voltak, — mindig eggyel tobb ismeretlen koefficiens
szerepelt, mint amennyi egyenlet volt. Ezért az egyenleteket akadaly nélkiil ki lehetett
elégiteni és még maradt is egy szabad konstans, amit normaéalasra lehetett felhasznélni.
De ez csak végtelen mozgasnal van igy, korlatos mozgasnal — mint most latjuk, — a
megoldasra kirott feltételek E lehetséges értékeit is korlatozzak.

A potenciallépess r reflexios koefliciensének az ismerete E < U-nal ((77) képlet)
lehetGvé teszi, hogy a megoldas menetét egyszertsitsiik. Elegends lesz a —a/2 < z <
a/2 belsd tartomdnyra korlatozddni, ahol az dltalanos megoldas

P(x) = Aetkz Be_ikx,

2mE

amelyben k = . A két kiils6 tartomény hatasat a falak reflexios koefficienseivel

vehetjiik figyelembe, mivel mindkét falnal a visszavert hullam a falra raes6é hullam r-
szerese. Ha hullamcsomagot képeznénk (amire nincs igazan sziikség), a ¢(x) A-val
aranyos tagja jobbra, B-vel ardnyos tagja pedig balra halad6 csomagot irna le. Ha a
baloldali falat tekintjiik (x = —a/2-nél), akkor a B-vel ardnyos hullam a beess, az A-
val aranyos hullam pedig a visszavert hullam. A jobboldali falnal a helyzet forditott.
Fenn kell tehat allnia a kovetkezs két Gsszefiiggésnek:

A-e 2=r-B-e 2 areflexio feltétele az x = —a/2 falnal

a
i ik—
B-e 2=r-A-e 2 areflexit feltétele az x = a/2 falnal.

Ez két homogén linearis egyenlet az A, B ismeretlenekre, amelyek altalaban el-
lentmondanak egymasnak, ezért A = B = 0 a megoldasuk. Kivételt csak azok az
esetek képeznek, amikor az egyenletek nem fliggetlenek (az egyenletrendszer deter-
minansa zérus), vagyis az A-t szorzo koefliciensek aranya megegyezik a B-t szorzo
koefficiensek aranyaval:

o—tika/2 . ika/2 _  ika/2 671'14711/27

ahonnan ok
r2et - 2ka _ 0,
azaz

rethd = 11, (86)

Ha ezt visszahelyettesitjiik az A, B-re vonatkozé egyenletrendszerbe, azt talaljuk,
hogy a felss elGjelnél A = B = N/2, és a sajatfliggvény

Y(x) = N - coskx fels6 elGjelnél,
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3nre * 2n  kal2

1
1
1
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1
1
1
1
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1
1
1
1
1
1 |
1
1.
O
T

A,C: gyokhelyek felsd eldjelnél
B,D: gytkhelyek also eléjelnél

13. abra.

az alsonal A = —B = N/2i, a sajatfiggvény pedig
Y(x) = N -sinkx also el6jelnél.
A (86) egyenlet csak numerikusan oldhato meg E-re. Ennek érdekében irjuk fel a

k + iky komplex szdmot a y/k? + k2 - elp alakban, ahol ¢ = arctg % Akkor

r

k—1 :
= %Hl = 6_2.2(‘07
k+ ik

és (86) az

alakot o6lti, ahonnan

0427 -n fels6 elGjelnél
ka —2¢p =
T+ 27 -n  also6 elGjelnél

(n tetszoleges egész). Ezt ¢-re megoldva és figyelembe véve, hogy a tangens fliggvény
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periodusa 7, azt talaljuk, hogy

1
tg ikza felsG elGjelnél

tg p = )
tg 3 (ka +7) also elgjelnél.

A ¢ definicioja alapjan azonban

Kia
K1
2

ka
A szamlalot is célszert kifejezni a ) torton keresztiil:

ki@ a 2m(U — E) 5 <ka)2 <a2 B mUa2>

2 2 n VT2 2h2

Ezt felhasznalva latjuk, hogy

. [(ka\® 1 et

=5 tg ika fels6 elGjelnél
Ta = . (87)

o tg 3 (ka+7) also elGjelnél.

A (87) egyenletek ismeretlene a ka/2 mennyiség, ez tartalmazza a keresett E
energiat. A gyokoket csak grafikus uton lehet megtalalni, mint a baloldalt dbrazold
és a jobboldalt abrazolo fliggvény metszéspontjainak az abszcisszait (13.4bra).

A metszéspont abszcisszaja — mint mondottuk, — a ka/2 értékét adja meg,

hk
amelybdl az energia az E = Sy képlet alapjan szamithato ki. A baloldali gor-
m
be a-ban metszi az abszcisszat, ahonnan kévetkezik, hogy az energiasajatértékek nem
lehetnek nagyobbak U-nal. Az E < U tartomanyban annal tobb kotott allapotot
kapunk, minél nagyobb az «, azaz minél nagyobbak az mUa? szorzat tényezéi.
65.Feladat: Vazoljuk fel a két legalacsonyabb energiaju szinuszos és koszinuszos
sajatfiggvényt.
Megoldas: Vegyiik észre, hogy névekvé energiaval a hullamfiiggvény nullhelyeinek
(csomdpont) a szama is névekszik.do

3.39. A végtelen potencialg6dor

Ha megelégsziink azoknak a kotott allapotoknak a vizsgalatéval, amelyeknek az ener-
gidja sokkal kisebb, mint a potencialfalak magassidga (F < U), akkor célszeri az
U — oo hataresetet tekinteni (végtelen potencidglgodor).
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14. abra.

Ebben a hataresetben x; — oo, aminek két kévetkezménye van. Egyrészt a
hullamfiiggvény a gédron kiviil elttinik, masrészt az r reflexios koefficiens a —1 érté-
ket veszi fel (a reflexio ellentétes fazisban torténik). A végtelen falra raess és a rola
visszaver8dd hullam ennek kovetkeztében a falnal pontosan kioltja egymaést, ezért a
hullamfiiggvény a fal helyén is zérus. Ezt koveteli egyébként a sajatfliiggvény folyto-
nossaga is. A godor szélein azonban a derivalt nem folytonos, a hullamfiiggvénynek
itt torése van (U = oco-nél ez megengedett, 1d. a 33.fejezetet). A (86) egyenlet ekkor

etha — 11, (88)
amely azoknél a k = k,, értékeknél teljesiil, amelyekre k,, = ner (n egész). A hul-
a
2 2
lamhosszra nézve ez a feltétel A, = k—ﬁ = Wa alakid, ami azt fejezi ki, hogy a fél

hullémhossznak maradék nélkiil kel elférnie a gbdorben. A sajatenergiak a kovetke-

z6k:
B pfl B hzki B w2 K2 9

E, n (n=1,2,3,...),

" 2m 2m  2ma?
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a sajatfliggvények pedig

N, - cos (mrf) n=1,3,57.. fels6 elGjelnél
a

en(z) = (89)
N, - sin (mrg) n=2,4,6,8... also elGjelnél
Az n = 0-t azért kellett kizarni, mert nem tartozik hozza sajatfiiggvény, a negativ
n-khez pedig nem tartozik 5 sajatfiiggvény?°.

Ezt a feladatot a Bohr-Sommerfeld modellben is targyaltuk (9.fejezet). Ugyanazt
az energiaspektrumot kaptuk, mint most (1d. (7)-t), azzal a kiilonbséggel, hogy az n =
0 is lehetséges volt és nulla energia tartozott hozza. A bizonytalansagi relacié azonban
ezt nem engedi meg, hiszen ha a tomegpont koordinatajat AZ = a pontossiggal
adott, akkor az impulzusa — és vele egyiitt az energidja — nem lehet hatarozott
(nulla): Ap értéke ugyanis fi/a korili vagy nagyobb. A kvantummechanika szerint a

2

legalacsonyabb energia Fy = ez a dobozba zart tomegpont zéruspont energija.

2ma?’
66.Feladat: Hatarozzuk meg az

+00 z <0
U(z) = D
5932 ZE>0

er6fiiggvény terében mozgd tomegpont sajatenergidit és sajatfliggvényeit.

Megoldas: Klasszikusan a mozgas korlatos ezért a spektrum diszkrét. A sajatfiigg-
vények a negativ z-tengelyen és az origdban zérussal egyenlSk, a pozitiv z-tengelyen
pedig aranyosnak kell lenniiik a harmonikus oszcillator valamelyik e, (z) sajatfiiggveé-
nyével. Ezeket a 26.fejezetben diszkutaltuk. Az ott megtalalt sajatfliggvények koziil
a folytonossagi kovetelmény miatt csak azokat tarthatjuk meg, amelyek az origo-
ban eltiinnek, vagyis amelyekben H,(0) = 0. Konnyen belathatjuk, hogy a péaratlan
indexd Hermite-polinomok rendelkeznek ezzel a tulajdonsaggal. Ezért az energiasa-
jatértékek a kovetkezdsk:

1
Enhw<n+2) n=1,3,5,..

A hozzajuk tartozé sajatfiiggvények x > 0-nal v/2 - e, (x)-el, < 0-nél pedig zérussal
egyenltk.de

kokk

29 Az energiasajatfiiggvényeket a linearis harmonikus oszcillator sajatfiiggvényeihez hasonléan most
is e (z)-el jeldltiik, mert ez a jelolés kifejezi, hogy diszkrét bézis elemeirdl van sz6, és nem fenyeget
a veszély, hogy a két kiilonbozé fliggvényrendszert Osszekeverjiik egymassal.
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Ez az a pont, ahol talan megvilagithatjuk de Broglie gondolatmenetét. De Broglie
a diszkrét spektrum mibenlétét szerette volna megérteni a Bohr-Sommerfeld modellnél
hagyomanyosabb alapon. Abbol indult ki, hogy ha egyszer az atom altal kibocséatott
fény spektruma csak bizonyos frekvencidkat tartalmaz, akkor az atom — akarmilyen
legyen is a konkrét szerkezete, — csak diszkrét frekvencidji rezgésekre képes. Marpe-
dig olyan rendszereket, amelyek csak meghatarozott sajdtfrekvencidkon képesek sza-
badon rezegni, a klasszikus fizika is ismer: gondoljunk példaul a gitar hurjara, amely
— ha megpenditjiik, — meghatarozott hangot ad ki, mert csak egy meghatérozott
alapfrekvencian és felharmoénikusain képes rezegnis'.

A hurnal a rezgs (hullamzo) mennyiség a keresztiranyu kitérés, amelyet u-val
fogunk jelolni. A nyugvé hur helyzete lesz az z-tengely, a kitérésrdl feltessziik, hogy
kicsi és — mondjuk — z-irdnyt. Feltessziik tovabbé, hogy a hirban a fesziiltség egy
allando f érték, és mindeniitt parhuzamos a har iranyaval.

A kitérés az z-koordindta és a ¢ id6 figgvénye: uw = wu(x,t). Szamitsuk ki a
har (x — Az /2,2 + Ax/2) szakaszéra hato erének a kitéréssel parhuzamos (azaz z)
komponensét!

Legyen a_ és a4 a hir érintGjének iranyszoge a kijelolt szakasz kezdd- és vég-
pontjaban. A hurnak az a része, amely a kiszemelt szakasztol jobbra esik, f - sinay
er6vel, a balra es6 szakasz pedig — f - sin a_ erdvel igyekszik elmozditani a szakaszt z
iranyba. A szogek azonban kicsik, ezért a szinusz helyettesithets tangessel. Igy

F(z,t)=f (tgay —tga_) =

B ou(z,t) du(x,t) . Qu(a,t)
a f [( Oz >z+Am/2 - ( Oz )m—Am/2‘| - f - O A

L . O%u(z,t) . y
Az adott szakasz z-iranyu gyorsulasa T—el egyenld, ezért a mozgasat a
0u(x,t) 0?u(x,t)
Ag . Z5Y YY) A
priT e = e AT

Newton-egyenlet hatérozza meg, amelyben p kg/m a har strtsége, pAx pedig a ki-
szemelt szakasz tomege.

1
A Ax-el torténd egyszertsités és az — = ? jelolés bevezetése utan ez az egyenlet

2
vy
a
1o
Oz v? otz

30 Az esetleges félreértések elkeriilése érdekében megjegyezziik, hogy a kvantumelmélet csak rész-
ben igazolta de Broglie varakozasat, amely a kisugarzott fény frekvencidjat tekintve a spektralis
hasonlésag elvén alapult. A kisugéarzott fény frekvencidja ugyanis nem az Ey /h sajatfrekvenciakkal,
hanem a sajatfrekvencidk az (Ey, — E,,/)/h kiilonbségével egyenld.
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hullamegyenletté valtozik, amelyet jol ismeriink. altalanos monokromatikus megolda-
sa a kovetkezd:

u(z,t) = A- Jlkr —wt) |, p . i(—kz —wt)

A k és az w nem fiiggetlen egyméstol: a hullamegyenletbe torténd visszahelyette-
sités a

=
vy
kapcsolatot allapitja meg kozottiik.
Ebben a stadiumban még minden w érték megengedett. Diszkrét sajatfrekvenci-
akhoz akkor jutunk, ha megkdveteljiik, hogy a végpontokban a hur legyen rogzitett.
Ha a huar az a-tengely (—a/2, a/2) szakaszat foglalja el, akkor ezt a kovetelményt az

u(—a/2,t) =u(a/2,t) =0
hatdrfeltételek fejezik ki. _
Helyettesitsiik az altalanos megoldéast a hatéarfeltételekbe. Az e~ W yel torte-
né egyszerisités utan pontosan ugyanazt a linearis egyenletrendszer kapjuk A-ra és
B-re, mint a végtelen potencialgédérben mozgé6 témegpontnal, amelynek a megold-
hatosagi feltétele a (88) egyenlet. Ez nem csoda, hiszen a megoldas mindkét esetben
sikhullamokbol all és a hatarfeltételek is azonosak (az egyenletek maguk azonban kii-
lonboznek). A (88) azt fejezi ki, hogy csak olyan hullamok léteznek, amelyeknek a
fél-hullamhossza egész-szdmszor helyezhetd el a huron:

1 ™ am a
2 kn, nm n’
. .. . vy L . e
a sajatfrekvencidk pedig az w; = —— alapfrekvencia egész szamu tSbbszorosei:
a

wn:vf~knzm~n.
a

Az eddigiekben azt illusztraltuk, hogyan jon létre a klasszikus fizikdban diszkrét
frekvenciaspektrum. Ahhoz, hogy ezt a gondolatmenetet az atomszerkezetnél is kama-
toztathassa, az atomi elektronokat de Broglienak valamilyen médon hullamma kellett
valtoztatnia. Minden akkor ismert kisérlet azonban egybehangzéan azt tanusitotta,
hogy az elektron — az elektromosség ,atomja” — negativan toltétt részecske.

Batyjaval, Maurice-szal egyiitt — aki jonevid kisérleti fizikus volt, — Louis de
Broglie éveken keresztiil toprengett Einstein fénykvantum-hipotézisén és a fény rej-
télyes kettss (korpuszkularis és hullam) természetén. Fokozatosan az az elképzelés
alakult ki benniik, hogy ennek a kett&sségnek univerzélisnak kell lennie, vonatkoznia
kell minden elemi objektumra: fénykvantumra, elektronra egyarant. De arrél, hogy
milyen természeti lehet a kapcsolat a részecskeszert és a hullamszert aspektusok
kozott, sokaig fogalmuk sem volt.

92



Pedig visszatekintve a dolog egyszeriinek latszik. Mint tudjuk, a relativitaselmélet

megengedi, hogy egy W energiaji, p'impulzust részecskének w = m korfrekvenciaju,

% = £ hullamvektori sikhullamot feleltessiink meg (Elektrodinamika jegyzet 548). A

,megengedi” kifejezés azt jelenti, hogy ha ezt a megfeleltetést valamilyen X inercia-
rendszerben végezziik el, akkor minden inerciarendszerben teljesiil, noha az F, p, w, k
mennyiségek kiilon-kiilon megvaltoznak, amikor az egyik inerciarendszerrdl egy ma-
sikra tériink 4t. A Lorentz-transzformacionak ez a kévetkezménye azonban a kvan-
tumelmélet kialakuldsanak az idején még nem volt kozismert3!. De Broglie egészen
sajatos kertilaton jutott el ezekhez a képletekhez, amelyet nincs médunkban ismer-

h
tetni. A méasodikat A = — alakban fogalmazta meg és egy interferencia-kisérletet
v

is javasolt az ellen()’rzésérg,n amit sikerrel el is végeztek (a kisérlet modern valtozatat
nemsokara diszkutalni fogjuk).

Ennek a megfeleltetésnek az alapjan de Broglie fel tudta irni a szabad részecs-
kéhez rendelt sikhullam matematikai képletét anélkiil, hogy ismerte volna a kvan-
tummechanikaban érvényes hullamegyenletet. Maganak az egyenletnek a felfedezése
Schrédingerre vart. De Broglie azonban a Schrédinger egyenlet ismerete nélkiil is ké-
pes volt megmutatni, hogy a Bohr-Sommerfeld kvantumfeltételek hullammechanikai
nézépontbol is interpretalhatok: a benniik szerepld egész szam azzal fiigg Ossze, hogy
a hullamhossznak egész szamszor kell elférnie a részecske — 6nmagaba zarédo6 — pa-
lyadja mentén. A tétel igazolasara egy mar szaz éve létezs, de alig ismert matematikai
elméletet hasznalt fel, a Hamilton &ltal kidolgozott u.n. optikai-mechanikai paralleliz-
must, amely a geometriai optika és a mechanika mély szerkezeti hasonlésagara mutat
ra. Az elméletben a részecskék palyajanak a fénysugarak felelnek meg, amelyeket a
lencsék és tiikrok szamitasanal szoktunk felrajzolni. A tételt jol illusztralja a dobozba
zart tomegpont, amelyet a Bohr-Sommerfeld modellben is, a Schrédinger-egyenlet se-
gitségével is targyaltunk. Ez utébbi targyalas — mint lattuk —, ugyanolyan alléhulla-
mokra vezetett, mint amilyenek két, egymastol a tavolsagban elhelyezett parhuzamos
tiikor kozott alakulnak ki.

De Broglie munkéssiga jelentette az attorést a kvantummechanika felé azon az
uton, amely két évvel kés6bb Schréodinger munkéiban teljesedett ki. Schréodinger mu-
tatta meg azt is, hogy Heisenberg elmélete, az u.n. matrixmechanika, ami idékézben
sziiletett meg, a de Broglie - Schrédinger féle hullimmechanika egy masik, matema-
tikailag ekvivalens forméja.

Mindezideig nem érintettiik azt a kérdést, hogy hogyan képzelte el de Broglie
a részecskék és a részecskékhez rendelt hullamok kapcsolatat. Ma mar aligha keé-
telkedhetiink benne, hogy a de Broglie hullim (a hullamfiiggvény) absz. négyzete
annak a valoszintiségi strtisége, hogy a részecskét, amelyet mindig egészben, pontsze-

311905-ben, a fotoeffektusra adott magyarazataban Einstein csak a fénykvantumok energiajarol
beszélt, az impulzusukrol nem. Csak 1917-ben jutott arra a gondolatra, hogy a fénykvantumoknak
impulzusa is van, de ezt nem a transzformacios torvénybdl kiindulva kovetkeztette ki.
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ri korpuszkulaként észleliink, a tér mely pontjanak a kérnyezetében talaljuk meg. De
Broglie ezt méasképp gondolta. Az volt az elképzelése, hogy a hullam is, a részecske
is 6nallo létezéssel bird objektum, és a kapcsolatuk abban all, hogy a hulldimtér mint-
egy ,vezetl” a részecskét a mozgasaban (hulldmlovas elmélet). Ennek a felfogasnak a
szellemében a hullamtér minden pontjén egy-egy trajektoria halad at, amelyeken a
részecskék mozognak. A trajektoridkat a hullam alakjanak kell meghataroznia, de a
trajektoridk kiszamitasara sem &, sem mas nem dolgozott ki meghatarozott eljarast.
A valoszintiségi értelmezés sikeressége alapjan a varakozas az volt, hogy atlagban a
részecskéket akkor is a Born-hipotézisnek megfelels valoszintiségekkel észlelnénk a tér
kiilénb6z8 pontjaiban, ha egyébként a  hullamlovas elmélet” szerint mozognéanak.

De Broglie elképzelésének mindig voltak (és ma is vannak) hivei, de a fizikusok tul-
nyomo tobbsége a Born-hipotézisen alapuld valoszintségi értelmezést fogadja el. Min-
den jel szerint ez a legegyszertibb olyan felfogisa a kvantummechanikidnak, amelyik
az Osszes eddigi tapasztalattal Osszefér. Ez az értelmezés lényegileg indeterminista:
nem azért nem tudjuk pontosan megjosolni az elektron mozgasat, mert nem ismerjiik
elég pontosan a kezdeti feltételeket, hanem azért, mert a mikrofizikdAban nem érvényes
a mozgas klasszikus felfogasa. Mint lattuk, Heisenberg éppen ebbdl a felismerésbdl
kiindulva jutott el a kvantummechanikdhoz. A  hullamlovas elképzelés” ezzel szem-
ben determinisztikus, ezért f6leg olyanok részesitik elényben, akik a determinisztikus
fizikai vilagképet tartjak egyediil elfogadhatonak.

ko

Attériink a haromdimenzios térben torténd (f = 3 szabadsagi foku) mozgas kvan-
tummechanikai targyalasara.

3.40. altalanositas haromdimenziés mozgasra

A 22. és a 23.fejezet tartalma természetes modon altaldnozithaté a haromdimenzids
mozgas esetére.

Fizikai mennyiségen az x, y, 2z koordinatak és a p,, py, p. impulzusok fliggvényeit
értjiik. Egy fizikai mennyiség operatorat gy kapjuk meg, hogy a mennyiség klasszikus
mechanikai képletében a koordinatékat és az impulzusokat az operatoraikkal helyet-
tesitjiik.

A héarom koordinata- és a harom impulzusoperatorbdl ésszesen 15 nemtrivialis®?
kommutator képezhets, amelyek harom kivételével mind nullak. Harom dimenziéban
ezeket a kommutatorokat nevezziik kanonikus felcserélési relacioknak. A nemnulla
kommutatorok a koévetkezsk:

32Minden operator 6nmagaval vett kommutatora trividlisan zérus.
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A 23.fejezet gondolatmenetét kiilon-kiilon alkalmazva a harom koordinata-impulzus
parra konnyen meggy6z6dhetiink réla, hogy a &, ¢, 2 valaszthato az z-el, y-al, z-vel
valé szorzas operatoranak, a pg, py, D. pedig a megfelel6 valtozd szerinti parciélis
derivalas hi/i-szeresének.

Az Z, 9, 2 koordindtaoperatorok kommutéalnak egymas kozott, ezért van kozos
sajatvektorrendszeriik, amelynek az elemeit €y, ,-vel jel6ljiik:

TExyz = Tlxyz Y€xyz = Y€xyz ZCyryz = ZCxyz-

A 23.fejezetben lattuk, hogy & spektruma folytonos a (—oo,00) intervallumban. Az
7 és a Z spektruma ugyanilyen tulajdonsagua, vagyis x, y, z egymastol fiiggetleniil
béarmilyen valos értéket folvehet.

Az egydimenzios esethez képest azonban lényeges kiilonbség, hogy mindharom
koordinata operator mindegyik sajatértéke oo?-szer elfajult. Az & operatornak pl.
mindegyik €,,. az * = a-hoz tartoz6 sajitvektora. Az y-t is és a z-t is a-tol és
egyméstol fiiggetleniil adhatjuk meg, ezért — képletesen szbélva — az x = a sajatértéki
sajatvektorok szama annyi, ahdny pont van a sikon.

Az €y .-k folytonos, delta-fiiggvényre normalt bazist feszitenek ki a Hilbert-térben,
amelyet most H,.-vel jeloliink:

(ary27 6HTI:/y/Z') = 5(‘T - I/) ! §(y - y/) : 5(2 - Zl) (700 < I,I,,y,y/, 2 Z, < OO)

A harom impulzusoperétor is kommutél egymaéssal, ezért a koordinataoperatorok-
hoz hasonl tulajdonsagokkal rendelkezik. Kozos sajatvektoraikat €, p.-vel jeloljiik.

A tovabbiakban kizardlag koordinata reprezentacioban fogunk dolgozni. A Hyy.
minden vektorat kifejthetjiik az €, béazis szerint:

1[;: /dQ : w(xayv Z)gmyzv

ahol dQ) = dx - dy - dz a térfogatelem. A ¢(x,y,z) haromvaltozos fliggvény a z/_;
hullamfiiggvénye koordinéata reprezentacioban. A skalarszorzatot koordinata repre-
zentacioban a

(7, 6) = / 4 - (2., 2)d( v, 2) (90)

integrallal szamithatjuk ki.

Az €y, p,p. vektor hullimfiiggvénye koordinata reprezentacioban a kdvetkezd (v.6.(40)-
el):

[

i .
1 ﬁ(pwx+pyy +p.z) 1 T

€pzpypz (Z‘, Y, Z) = (gmyZa épwpypz) = (27Th)3/2 € = (27Th)3/2 eh
(91)
Ezek a p = (Py, Py, D-) impulzus operator deltara normalt sajatfiiggvényei.
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67.Feladat: Igazoljuk ezt az allitést.

Igazolas: A p, operator sajatértékegyenlete koordinataképben

h o0

7 O Pepups (@, 9, 2) = Pz - €pop,p. (T, Y, 2)-

A (91) ennek eleget tesz. A deltara norméaltsag (44) segitségével lathato be.de
Az U(z,y, z) eréfiiggvény erSterében mozgd tomegpont Hamilton-operéatora

2 1o o PPN
H:%(pm+py+pz)+U(w7y,Z)~

Az ido6tol fiiggs Schrodinger-egyenlet (61) vektorialis alakja most is érvényes. Koor-
dinata reprezentacioban azonban ez mar nem (65) alakt, hanem

9 w2 (0% 9y | O
gf:_m<w+¢+w)+v(aﬂ,y,z>w,

ih ox?2  Oy? 022

amelyben ¢ = ¥(x,y, z,t). A V operétor felhasznalasaval ez az egyenlet a tomorebb

R
ihr = —5 V> + Uy (92)

alakba frhato at.
A Schrédinger-egyenlet koordinata reprezentaciobeli alakja (71) helyett

h2
— o VA, 2) + Ub(a,y,2) = B 9(a,y, 2). (93)
Specialisan szabad mozgasnal (U = 0) a (91) sajatfliggvények a Schrodinger-
2
egyenletet is kielégitik F = %—el. Ha az idofiiggésiiket is figyelembe vessziik, az
m

1 i(k -7 — wt
€papyp- (,Y,2,1) = (@rh)p© ( )

- 1 1
de Broglie hullamot kapjuk, amelyben k = ﬁﬁ ésw = ﬁE Ezekbdl a sikhullamokbol

hullamcsomag képzéssel kaphatunk fizikailag realizalhaté (normalt) allapotokat, de —
mint a 32.fejezetben mondottuk — amikor a hullamcsomag képzésen nincs kifejezett
hangstly, a sikhullamot tekintjiik a szabad tomegpont hullamfiiggvényének.

Annak valoszintisége, hogy a témegpontot az x, y, z koordinataju pont d2 kérnye-
zetében talaljuk meg, w(x,y, z)dQ2-val egyenls. A Born-hipotézis szerint

w(z,y,z) = |[P(z,y,2).

68.Feladat: Adjuk meg a 2.feladat kvantummechanikai megoldésat.
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Megoldas: Ez a feladat a 39.fejezetben targyalt egydimenzios végtelen potencialgo-
dor haromdimenzios altalanositasa. A Schrodinger-egyenletben a rugalmasan vissza-
ver$ falnak végtelen potencidlugras felel meg, és a hullamfiiggvény az U = oo tarto-
manyban és annak hataran (a falnal) zérus, a hullamfiiggvény derivdltjinak azonban
nem kell folytonosnak lennie a hataron.

A feladat tehat az, hogy a

h2
——V? =F
oV V(@Y 2) = BY(z,y,2)
szabad Schrodinger-egyenlet olyan megoldasat keressiik meg a —a/2 < = < a/2,
—b/2 <y <b/2, —c/2 < z < ¢/2 tartomanyban, amely a tartoméany hatarain eltiinik.
A feladat a valtozok szeparalasaval oldhatd meg. Keressiik ¢-t a

Y(2,y,2) = a(x) - By) - v(z)

szorzat alakjaban. Helyettesitsiik ezt az egyenletbe, és osszuk végig az egyenletet az
a- -7y szorzattal. A V? ismert kifejezését figyelembe véve az alabbi egyenletre jutunk:

_f’i 1 9%a(z) 1 8%B(y) 1 9*y(2)\
s (e B o 5 o) =

A jobboldal z,y, z-t6l fliggetlen konstans, a baloldal egyes tagjai rendre x, y, z fiigg-
vényei, ezért az egyenlet csak tugy teljesiilhet, ha ezek a tagok maguk valamilyen
A, B, C konstansokkal egyenldk:

h? d*a(r) n? d?B(y) h? d?y(z)
A+B+C=E.

Behelyettesitéssel konnyen meggy6zddhetiink rola, hogy a korrekt a(£a/2) = 0 ha-
tarfeltételt kielégits a(z) fliggvények és a hozzajuk tartozo sajatenergidk azonosak
az egydimenzids végtelen potencialgodor 39. fejezetben talalt sajatfiiggvényeivel és
sajatenergiaival azzal a kiilonbséggel, hogy az ottani E-nek A felel meg. Célszerii
tovabba a 398-beli n kvantumszamot ng-re atjelolni. Ekkor a(z) az e, (z) flige-

vények valamelyikével lehet egyenld, és adott n, kvantumszam mellett az A értéke
A = w2h?

A feladat szimmetriajabol nyilvanvalo, hogy a S(y), v(z) megoldasok ugyanilyen
tipustak, egy n, ill. n, kvantumszam fogja jellemezni Sket, amelyek egyméstol és
ng-t6l fliggetleniil valaszthatok. Ezenkiviill A-t B-vel, ill. C-vel kell helyettesiteni.
Igy végiilis a haromdimenzios dobozba zart tomegpont energiasajatfiiggvényei a ko-
vetkezdk:

Cnynyn, (z,y,2) = en, - €n, " €n,,
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ahol a jobboldal egyes tényezéit (89) adja meg, az ng, n,, n, barmilyen nullanal
nagyobb egész szam és az adott kvantumszam-harmassal jellemzett sajatallapotban
az energia értéke

m2h2 [ /ng\ 2 Ny \ 2 n,\ 2
Enenyne = Ane & B, +Cn. =50, Ka) (%) +(c)}'

Ezek a sajatértékek azonosak a 2.feladatban a Bohr-Sommerfeld modell alapjan
kapott sajatértékekkel annak ellenére, hogy a két megoldasi eljaras gyokeresen kii-
16nb6z6: a Bohr-Sommerfeld modell a témegpontok mechanikajan, a kvantumme-
chanikai megoldés a Schrodinger-egyenleten alapul, amely egy hullamegyenlet. A két
modszerrel kapott megoldas kozott az egyediili kiilonbség az, hogy a korrekt kvantum-
mechanikai megoldés szerint egyik kvantumszam sem lehet zérus. A legalacsonyabb
sajatérték tehat Fq11, ez a dobozba zart tomegpont zéruspont energiaja.de

69.Feladat: Adjuk meg a 4.feladat kvantummechanikai megoldasat

Gondolatmenet: Az izotrop harmonikus oszcillator

- h? 1
H=—-—V?+_-Dr?*=

B2 [ 02 H? 02
om” T3 %X

1
——tost os | + D@y +F
0x2  0y? 822> 2 ( Y )
Hamilton-operatora harom tag Gsszege, amelyek mindegyike csak az egyik koordinata-
tol fligg, és az egyes tagok az egydimenzios linearis harmonikus oszcillator Hamilton-
operatorai. Ennek kovetkeztében a valtozok szeparalasaval a megoldas felirhatd az
egydimenzids oszcillator sajatfliggvényein és sajatértékein keresztiil.do

3.41. Az id&tiikrozott mozgas

A klasszikus mechanikédban a tomegpont iddtikrozott mozgdsdn azt a mozgést értjik,
amelynek soran a test forditott iranyban halad végig az eredeti mozgas palyajan
agy, hogy a palya minden pontjdban a sebessége ugyanolyan nagysagi és ellentétes
irdnyd, mint amilyen az eredeti mozgasban volt. Ha az eredeti mozgast lefilmezziik
és a filmet a végénél kezdve vetitjik le, az id6tiikrozott mozgast latjuk: a szabadesés
id6tiikrozottje példaul a fluggsleges hajitas (emelkeds szakasza). Az id6tiikrozott
mozgésra, torténd attérés miveletét iddtikrozésnek nevezzik33.
Legyen az eredeti mozgas trajektoridja

az 1d6tiikrozott mozgasé pedig

z=frt) y=grt) z=hr().

33 Az elnevezés félrevezets, mert nem az id6t, hanem a mozgast tiikrozziik.
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Az id6tiikrozés fogalmabol kovetkezik, hogy
frt) = f(=t)  gr(t) =g(=t)  ho(t) = h(-1).

A Newton-egyenletek alapjan konnyen belathato, hogy ha az er6 nem fiigg explicite
az id6t6l és az eredeti mozgés trajektoridja eleget tett ezeknek az egyenleteknek, akkor
az 1d6tiikrozott mozgas trajektoriaja is kielégiti Gket: a newtoni-mechanika invaridns
az iddtikrozéssel szemben. Az invariancia lényegében azon mulik, hogy a Newton-
egyenletekben a trajektoridk mdsodik id6beli derivaltja — a gyorsulas — szerepel,
és a gyorsulas az eredeti és az id6tiikrozott mozgéas azonos koordinataju pontjaiban
megegyezik egyméassal (gondoljunk a szabadesés és a fiiggsleges hajitas példajara).

A bizonyitas egyszertsitése érdekében tegyiik fel, hogy a mozgés a z-tengely men-
tén torténik az mZ = F(z) Newton-egyenlet szerint. Legyen z = h(t) az egyenlet egy
megoldasa: )

mh(t) = FIA(t)], (94)
és mutassuk meg, hogy ennek kovetkeztében hr(t) = h(—t) is eleget tesz ugyanennek
az egyenletnek: mhp(t) = Flhp(t)).

A fejezethez flzott fiiggelekben megmutatjuk, hogy barmely h(t) fliggvényre

hr(t) = —h(-t), he(t) = +h(t), (95)

tehat a bizonyitando egyenlet mh(—t) = F[h(—t)] alakban is irhat6. De ez az egyenlet
valoban teljesiil, hiszen nem méas, mint (94) a —t pillanatban.

A kvantummechanikaban a mozgast a ¢(x, y, z, t) hullamfiiggvény idébeli valtoza-
sa hatarozza meg. Jeldljik az id6tiikr6zott mozgas hullamfiiggvényét ¥r(x, y, 2, t)-vel.
Azt gondolnank, hogy ¥r(x,y,z,t) = ¥(z,y,z,—t), de ez nem igaz: ha ¢(z,y, z,t)
eleget tesz az id6fliggs Schrodinger-egyenletnek, az igy definidlt r(x,y, z,t) nem
elégiti ki azt, ezért nem ir le lehetséges mozgast>4.

Ez azért van igy, mert a (92) id6fiiggé Schrodinger-egyenletben a ¢ (t) elsd id6de-
rivaltja fordul els. Induljunk ki abbol, hogy ¥ (t) eleget tesz ennek az egyenletnek és
nézziik meg, mi jon ki ebbdl a ¢r(t) idéderivaltjara nézve.

Legyen tehat

i) (t) = —%Vzw(t) + Uh(t). (96)

Mivel feltevés szerint ez az egyenlet minden idépillanatban teljesiil, érvényes lesz a —t
pillanatban is:

. B2
ihp(—t) = —%V%(—t) + U (—1). (97)
Ha o1 (t) = 1(—t), ahogy feltettiik, akkor (95) els6 egyenlete szerint az utolso egyenlet

il (1) = — V(1) + Ui (). (98)

34 A tovabbiakban a hullamfiiggvények argumentumaban nem irjuk ki a koordinatakat, mert ebben
a fejezetben nem jatszanak szerepet.
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alakban irhato, és ez a baloldali minusz miatt nem azonos a (96) dinamikai egyenlettel.

Vegyiik azonban figyelembe, hogy a Born-hipotézis szerint nem maga 1 (t) az,
ami meghatarozza a megfigyelések eredményét, hanem a [1)(t)|> mennyiség, amelyben
szimmetrikusan szerepel ¢ és komplex konjugaltja. Ennek az abszolit érték négyzetnek
kell az id6tiikrozott mozgasban forditott idGsorrendben valtoznia. Az idétiikrozott
mozgas fogalmaval ezért Osszefér, hogy az id6tiikrozott mozgas hullamfiiggvényén a
P(—t) komplex konjugdltjdt értsiik:

T,ZJT(l’,y,Z,t) :7/1(9073/,27 *t)*' (99)
Ezen definicio mellett (97)-t az (98) helyett a

. K2
— i (t) = —%V%}(t) + Uyp(t)

alakban frhatjuk. Komplex konjugélas utan az

. 2
() = (1) + Ui (1)

egyenletre jutunk, ami a ¢y (t)-re vonatkozo id6tsl fliggd Schrodinger egyenlet.

Ez az egyenlet bizonyitja, hogy a kvantummechanika — a klasszikus mechanika-
hoz (és elektrodinamikdhoz) hasonléan — szintén invaridns az id6tiikrozéssel szem-
ben. A kvantummechanika id6tiikrozési invariancidjat ki fogjuk hasznélni annak az
interferencia-kisérletnek az analizisénél, amely a de Broglie hullamok létezését de-
monstréalja.

70.Feladat: Hatarozzuk meg a p impulzusi de Broglie hullam idétiikrézottjét.
Megoldas: A p'= hk impulzusi deBroglie hullam hullamfiiggvénye a kévetkezd:

1 i(k-7— wt
eplr_'pypz (%y,z,t) = W@ ( )

Komplex konjugalva és ezt kévetSen a t elGjelét megvaltoztatva kapjuk az id6tiikrézott
hullamfiiggvényt:

1 i(—k -7 —
€popyp.T(T,Y; 2, 1) = Wel( ko Wt),

ami egy —p impulzussal mozgd szabad részecske hullamfiiggvénye3®. Ez az eredmény
Osszhangban van az idétiikrozés fogalméaval.de

35Komplex konjugélas nélkiil az exponens wt-t tartalmazo tagja is el§jelet valt, aminek kdvetkez-
tében a hullamfiiggvény mar nem elégiti ki az idéfiiggd Schrédinger-egyenletet.
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Fiiggelék.

Az idéderivalt a

h(t + At) — h(t)
. At
h(t) = (At > 0)
h(t) — h(t — At)
At

egyenletek barmelyike a At — 0 limeszben. A fels§ egyenlet szerint

G AAti —hr(t)

De hp(t) = h(—t), ezért

oty = M= AAti —h(=t) _ h(-t)— Z(t—t SA i,

az (95) els egyenletével 6sszhangban.
A masodik derivalt a

h(t) = h(t + At) — (227(;)52 + h(t — At)

(At > 0)

limesze, ahonnan

h(t+ At — 2hp(t) + hy(t — At)  h(—t — At) — 2h(—t) + h(—t + At)

ho(t) = (A1)? = (A1)
_ h(—t+ At) = 2h(—t)+ h(—t — At)
= (AD? = h(-t).

Ez (95) méasodik egyenlete.

ok >k

Attériink a de Broglie hullamok létezését bizonyito kisérlet ismertetésére. Elgké-
szitésként a fény és a Rontgen-sugarak interferenciajat tekintjiik at.

3.42. Az optikai interferencia

A XVIll.szazad folyaméan nem sikeriilt dénteni a fény korpuszkularis és hullam felfo-
gasa kozott. A hullamfelfogas gyGzelmét az interferencia felfedezése hozta meg.
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Az alapjelenség a Young-kisérlet (Young 1801, 15. bra). Amikor a rések keskenyek,
a 3.ernyén a képik (Q1R; és Q2Rs) szétteriil és a Q1Q2 tartomanyban atfedédik
egyméssal. Az atfedési tartoményban interferenciakép alakul ki, megvilagitott és
sotét csikok (interferenciacsikok) valtakoznak egymassal.

Az interferencia-tridd:

1. Amikor mindkét rés (S; és So) nyitva van, a Q1@ szakaszon taladlhato olyan P
pont, amelyik nincs megvilagitva.

2. Ha So-t lefedjiik (S7 nyitva marad), a megvilagitottsag a Q1 R; tartoméanyban
folytonos és P megvilagitotta valik.

3. Ha az S;-t fedjiik le (nyitott Sy mellett), a megvilagitottsag a Q2 Ry tartomany-
ban folytonos és P tjra megvilagitott.

Osszefoglalva: Van olyan pont az erny6n, amelynek a megvilagitottsaga nd attol,
hogy az egyik rést lefedjiik (vagy csokken attol, hogy mindkettst kinyitjuk).

Probaljuk megérteni ezt a jelenséget a fény részecske-felfogasa alapjan. Egy ré-
szecske — a fogalmabol kovetkezen — minden pillanatban lokalizalva van a sajat
térfogatara, ezért azoknak a részecskéknek a pélyaja, amelyek — mondjuk — az S;
résen haladnak at, nem fligghet attol, hogy S le van-e zarva vagy sem. Az Si-n
athalado6 részecskék egy része P-be jut és megvildgitotta teszi azt. Hogyan sziinhetne
meg ez a megvilagitottsag attol, hogy az So-t is kinyitjuk?

Ha az Sy lefedésére hasznalt anyag valahogy hatna az Si-n athalado részecskék-
re, ez talan magyarazhatné a jelenséget. De ez a ,magyarazat” ellentmond annak a
ténynek, hogy egy anyagdarab semmilyen észrevehet6 hatast sem gyakorol arra a fény-
sugarra, amely bizonyos tavolsdgban halad el mellette. Komolyabb az a probalkozas,
amely a fényrészecskék egyméasra hatésa alapjan kisérelné meg az interferencia-triad
megértését: amikor mindkét rés nyitva van, a két nyalab részecskéi hatnak egymaésra
és ez a hatéas ,szoritja ki” a fényt a P pontbdél. Ha ez a magyarazat igaz volna, az
interferenciacsikoknak fokozatosan ki kellene egyenlitédniiik, ahogy egyre gyengébb
és gyengébb nyalabot hasznalnank fel (de természetesen egyre hosszabb és hosszabb
megvilagitasi idovel®6). A tapasztalat szerint ez a gyengiilés egyaltalan nem kovetke-
zik be: az interferenciakép jellege fiiggetlen a nyaldb intenzitdsdtol, akkor is létrejon,
ha a nyaldb olyan gyenge, hogy a kisérleti berendezésben sohasem tartézkodik egynél
tobb ,részecske”.

A részecske-képpel szemben a hullamfelfogas szamara az interferencia nem jelent
problémat: amikor mindkét rés nyitva van, az Si-b6l és az Sa-bdl kiindulé résznya-
labok az erny6n felvaltva erdsitik és gyengitik egymést az optikai utkiilonbségiiktsl
(faziskiilonbségiiktsl) fiiggGen. Az analizisiinket ezért a hullamfelfogas alapjan foly-
tatjuk.

36 Az interferenciakép lefényképezésénél alkalmazott expozicids id6rél van szo.
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15. abra.

Az interferencia létrejottének feltételei a Young-kisérletben a kovetkezs négy pont-
ban foglalhatok 6ssze: 1.diffrakcio, 2.szuperpozicié elv, 3.monokromatikussag és 4.ko-
herencia.

A diffrakci6 (fényelhajlas) abban nyilvanul meg, hogy — a geometriai optika ko-
vetelményével ellentétben — a targyak arnyéka és a rések képe elmosddott, a megvi-
lagitottsag a széliikon fokozatosan csokken a maximalisrél nullara. A diffrakcié maga
is a hullamtermészet kovetkezménye. Az interferencia-kisérletben a diffrakcié azért
lényeges, mert nélkiile a résznyalabok nem feddnének &t.

A szuperpozici6 elv azt mondja ki, hogy (forrdsmentes térrészben) a szabadon
terjedd hullamok szuperpozicidja is lehetséges mozgéas. Ennek az elvnek a kovetkez-
ménye az, hogy az ernyd pontjaiban a résznyaldbok — elGjeliiket is figyelembe véve
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— Osszeadodnak.

A harmadik és a negyedik kivetelmény azért sziikséges, hogy az ernyd egyes pont-
jaiban a faziskiilonbség értéke a kisérlet folyaman allandd legyen. Ha ez a feltétel
nem teljesiil, egy adott kisérleten beliil minden pontban kioltas és erdsités valtakozik
egymassal, és ez az interferenciakép elmosodasat okozza.

Nyilvanvaléan ez torténik, ha a fény nem monokromatikus, vagyis a hullamhossza
valtozo érték. De ugyanez az elmos6dés monokromatikus nyalabnal is bekovetkezik,
ha az Sy és az Sy résbdl kiindulo résznyalabok kezdeti faziskiilonbsége nem allando
érték. Ha pl. a réseket két fliggetlen izzoval helyettesitenénk, interferenciakép még
akkor sem jonne létre, ha az izzok fényébdl szinsziirével kivalasztanank egy hatarozott
frekvenciaji (monokromatikus) komponenst. Az izzok fénye ugyanis az egyes atom-
jaik altal kibocsatott hullamvonulatokbol all 6ssze. Mivel az izzok — s6t, az egyes
atomok benniik — fiiggetlenek, az ernyén szuperponal6dé résznyaldbok relativ fazisa
pillanatroél pillanatra valtozik és ez tokéletesen Gsszemossa az interferenciaképet.

A résznyalabokat akkor nevezziik koherensnek, ha a faziskiilonbségiik allando. Ezt
agy lehet biztositani, ha mindkett6t ugyanannak az atomnak a hullamvonulatdbol
allitjuk els. A Young-kisérletben a koz0s fényforrdas az S rés, amely a balrdl réesd
fényt a diffrakcioé kovetkeztében szétteriti. Ha a berendezés mechanikailag kell6en
stabil (az optikai tthosszak allandok), akkor ezzel a triikkel biztositani lehet az Sy és
az So résnek, mint fényforrasoknak a koherenciajat.

Nyilvanval6, hogy a koherencia hidnya és a teljes koherencia kozott fokozatok lehet-
nek, és van értelme beszélni a koherencia mértékérsl. Ennek mennyiségi mérdszama
az interferenciakép élességet kifejezd

Imaz - Imzn
K = —mex — —min
Imaw + Imzn

kontrasztossdg. Az Ia. €8 Ly, a maximélis és a minimalis megvilagitottsag. Opti-
malis esetben K = 1, a sotét részek megvilagitottsaga ekkor zérus, a koherencia teljes.
A koherencia csokkenésének K — 0 felel meg.

A kontrasztosségot azzal lehet fokozni, hogy két rés helyett szabélyos résrendszert
alkalmazunk (optikai racs). Az optikai kép teljes intenzitasa természetesen aranyos a
rések N szaméval, de ami fontosabb, ez az N-szeres intenzitas nyereség nem egyenle-
tesen oszlik el: az intenzitas a maximumokban N2-el aranyosan né meg, a minimu-
mokban — ennek megfeleléen — az N-szeresnél kevesebbet né. A kovetkezmény a
kontrasztossag novekedése, ami az interferometrikus alkalmazasoknal nagy elény.

Elvi szempontbol azonban az eljarasnak hatranya az, hogy raccsal nem lehet el-
végezni az interferencia-triad mindharom kisérletét. Marpedig ha az interferenciét
arra akarjuk felhasznélni, hogy a mikroobjektumok részecskeszertiségét vegyiik vizs-
galat ala, akkor mindharom kisérletre sziikség van, nem helyettesithetjiik 6ket annak
a feltételezésével, hogy mi lenne, ha az egyik vagy a masik rést letakarnank. A ne-
utronokkal elvégzett modern interferenciakisérletek — mint latni fogjuk — valéban
kiterjednek a tridd mindharom elemére.
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16. abra.

De térjiink vissza a Young-kisérlethez. Szimmetrikus elrendezésben az ernyd ko-
zépvonalaban maximum van. A kévetkezd maximum helye attol fiigg, hogyan aranylik
a A hullamhossz a rések kozotti a tavolsaghoz. Ha a > A, az interferenciacsikok olyan
stirtin kovetik egymast, hogy a fotolemez nem képes felbontani 6ket. Ha — éppen
ellenkezéleg — a < A, akkor a kévetkezé maximum olyan tavol lehet kozépvonaltol,
hogy kikeriil a berendezés latoterébsl. Nyilvanvalo, hogy az interferencia megfigye-
lése szempontjabol az optimaélis eset az, amikor a rések kozotti tavolsdg ugyanolyan
nagysagrendd, mint a hullamhossz. Ez a konkluzi6 a raccsal végzett megfigyelésekre
is érvényes (a a racsallando).

A lathato fény hullamhossza 0.5 — 1 um, ilyen alland6ju racsot fototechnikai elja-
rassal lehet késziteni. A rontgen-sugéarzas hullamhossza (0.001 — 1nm) ennél sokkal
kisebb, mesterségesen nem is lehet olyan optikai racsot késziteni, amelynek az allando6-
ja ebbe a tartomanyba esik. Szerencsére a természet gondoskodik megfelels racsrol: a
szabélyos kristalyok betolthetik az optikai racs funkcidjat és a racstavolsaguk 0.1 nm
koriili (Laue 1912).

A diffrakci6 matematikai elméletében megmutatjak, hogy egy szabalyos kristaly-
racs azonos helyzetd rdessikjai (1d. a 16.4brat) siktiikor-rendszernek tekinthetok,
amelyek mindegyike a beesési szoggel azonos szogben veri vissza a sugarzast. Ez a
racssik-rendszer az optikai racs analogonja: az egyes sikok felelnek meg az egyes rések-
nek. A szomszédos sikok altal visszavert hullamok akkor erdsitik egymast, ha teljesiil
a
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2a-sind=n\ n=123, ..

Bragg-feltétel, ami azt fejezi ki, hogy az egyes tiikrokrsl visszavert sugar optikai utkii-
16nbsége (az ACB szakasz hossza a 17.4bran) A egész szamu tobbszorose. A képletben
a a "tikrok" kozotti tavolsag, ¢ a beesési szog, amely egyenld a visszaverGdés szogével.

A kristalysik«—siktiikor megfeleltetés annal jobb, minél stirtibben helyezkednek
el az atomok a kivalasztott kristalysikban. Nyilvan vannak olyan ,nagyon ferde” hely-
zet sikok, amelyekben csak elszortan taldlhatok atomok — az ilyen sikok a sugarzés
visszatiikrozése szempontjabol nem effektivek. Ezért praktikusan csak arra a néhany
sikseregre kell gondolnunk, amelyekben az atomok siirtisége a legnagyobb.

17. abra.

Egyetlen tiikornél 9 tetszsleges lehet, interferencia-maximum azonban csak a Bragg-
feltételt kielégits szogeknél 1ép fel. Ha egy adott helyzetl egykristalyra véletlensze-
riien vélasztott iranybol ejtiink monokromatikus rontgensugarzast, a beesési irany
altalaban nem fog a Bragg-feltétel altal meghatarozott szoget bezarni egyik effektiv
kristalysikrendszerrel sem és interferenciakép nem jon létre. Ebben a kisérletben tehat
célszeri eltekinteni a monokromatikussagtol. Ha olyan nyaldbot hasznalunk, amely
mindenféle hullimhosszat tartalmaz valamilyen intervallumon beliil, akkor minden
effektiv kristalysikra és beesési irdnyra lesz a nyalabban olyan hullamhosz, amely tel-
jesiti a Bragg-feltételt. Az interferencia maximumok jellegzetes képet adnak a fotole-
mezen (1d. a 18.4brat), amelynek az alapjan meg lehet hatérozni a kristalyszerkezetet.
A nagy folt kozépen a szérodas nélkiil athaladt bees§ sugérzas nyoma. Az interferen-
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cia létrejotte volt az elsé bizonyiték arra, hogy a rontgensugéarzas hullamtermészet.

18. abra.

3.43. A de Broglie hullAmok interferenciija kristalyracson

A 3.32 fejezetben lattuk, hogy a szabadon mozgd részecskék hullamfiiggvénye k = d

h

hullamvektora, vagyis A = i hullamhosszia sikhullam. Az elektron hullamtermésze-
muv

h
tének és a A = — képletnek az ellendrzésére de Broglie azt javasolta, hogy elektro-
mv

nokkal is végezzenek el olyan interferenciakisérletet, mint a rontgensugarakkal. Ehhez
az sziikséges, hogy az elektron de Broglie hullamhossza nagységrendileg egyezzen meg
a kristaly racsallandojaval (kb. 0.1 nm).

71.Feladat: Irjuk fel azt a képletet, amelynek segitségével kiszamithatjuk az
elektron és a neutron de Broglie hullamhosszat nanométerben, ha ismerjiik a mozgasi
energiajukat elektronvoltban.

Megoldas:

N h  2rh  2rmh
mv p 2mK

A szamlalot és a nevezdt célszertd c-vel szorozni, mert az mc? nyugalmi energia az,
amit elektronvoltban (ami a munka egysége) adhatunk meg:

2mhe 1

2mc? . VK’

)\:

A képletben

mec® =~ 0.5MeV =0.5x 10%eV
mpc? &~ 1000 MeV = 10%V,
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valamint Ac ~ 200 eV- nm. Ezek alapjan

2r-200 1 0.47m

Vi VK VK
27200 _ 0.028

An & ~ .
Vv20.108 VK

Ezekben a képletekben [A] = nm, [K] = €eV.&

Ae = 0.1 nm-nek kb. K = 160 eV felel meg, vagyis ha 160 V fesziiltséggel gyorsi-
tunk fel nyugvo elektronokat, a hullamhosszuk nagysagrendileg a racsallandoval lesz
egyenls. Ezeket az elektronokat kristalyrécson szératva — de Broglie hipotézise sze-
rint — interferencia-csticsokat kell kapnunk, amelyek ugyanolyan jellegzetes képet
adnak, mint amit Laue kapott a rontgensugarak segitségével (18.4bra).

De Broglie dolgozatanak az ismertté valasa utan (1923) deriilt ki, hogy egy korab-
bi kisérletben (Davisson és Kunsman 1921), amelyben elektronok szérodasat vizsgal-
tak nikkelen, mar tapasztaltak ilyen csticsokat, de megmagyarazni nem tudtak Gket.
Kés6bb G.P.Thomson speciélis diffrakcios kisérletekben demonstralta az elektron hul-
lamtermészetét, és ezért 1937-ben Davissonnal egyiitt Nobel-dijjal jutalmaztak. Apja,
J.J. Thomson 1906-ban viszont azért részesiilt Nobel-dijban, mert megmutatta, hogy
az elektromossig atomjai azok a részecskék, amelyeket elektronoknak neveziink®’.

Ae

3.44. A neutronok

A kristalyraccsal végzett kisérletekben nem lehetséges az interferencia-triad mindhé-
rom kisérletét elvégezni, mert a résznyalabok szama nagyon nagy (az atomok felelnek
meg a réseknek, mert 6k teritik szét” a hullamot diffrakcié révén) és nem is lehet
bizonyosakat letakarni koziiliik. Ennek az a kdvetkezménye, hogy az ilyen kisérletek
a Young-kisérletnél kozvetettebb bizonyitékat nyujtjak annak, hogy a bees6 nyalab
nem allhat részecskékbdl. Fel kell tenni, hogy ez a nyalab bizonyos hullamhosszakat
tartalmazo hullam, a diffrakcio-elmélet segitségével ki kell szdmitani, hogy az adott
szerkezetd kristalyracs mellett milyen irdnyban varhatok interferencia-maximumok,
és ha a kisérlet ezt igazolja, akkor mondhatjuk, hogy a nyalab hullamtermészet,
mert nagyon valészintitlen, hogy részecskékbdl allonak feltételezve hasonlo szoraskeé-
pet lehetne kapni. Az interferencia-tridd ehhez képest szinte ,feltevések nélkiil” képes
demonstrélni, hogy egy nyaldb nem allhat részecskékbgl. A részecskeszertiség fogal-
mat kell felhasznalni (azt, hogy egy részecske nem lehet egyidejiileg a tér egyméastol
tavoli pontjaiban) és tudni kell fokozatosan ,,gyengiteni” a nyalabot. A kisérlet interp-
retdcidjdhoz nincs sziikség a diffrakcioelmélethez hasonlé bonyolultsagi matematikai
tedriara.

érhets ezért, hogy a kisérleti fizikusok keresték a modjat, hogy részecskékkel is
tudjanak Young-tipusu kisérletet végezni és ez a torekvésiik sikerrel jart. A hatvanas
évek kozepére kifejlesztettek egy nagyszert eszkozt, az u.n. hdromfild interferométert

37 A harmadik hires fizikus Thomsont Lord Kelvin néven ismerjiik.
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(Bonse és Hart 1965), amelynek a segitségével 1974 6ta tanulméanyozzak a neutron-
nyalabok interferenciajat. Ez a modszer is kristalyracsot hasznal, de olymddon, hogy
két jol elkiiloniils koherens résznyalab jon létre. Az aldbbiakban ezekrdl a kisérletekrsl
lesz sz6.

A kisérleteket — mint mondottuk — neutronokkal végzik. A neutron az elekt-
ronnal kb. 2000-szer nehezebb, elektromosan semleges részecske. A vele kb. azonos
silyt protonnal az atommagok épitékove. A kiilonbozd elemek atommagjai a pro-
tonok szaméban kiilonbdznek, a rendszdm az atommagban 1é6vé protonok szaméval
egyenld.

Egy adott elem izotdpjainak az atommagjai a neutronok szamaban kiilénbéznek
egymastol. A hidrogén atom magja (H!) egyetlen protonbol all (a rendszama 1). A
hidrogén izotépjai a deuteron (H? vagy D?) és a tricium (H?® vagy T°), amelyeknek
az atommagjaban az egyetlen protonon kiviil még egy, illetve két neutron is talalhato.

A neutron részecske-volta abbol lathato, hogy az atommagokban a neutronok
mindig egészben fordulnak el§. Magreakcidkban az atommagok atalakulnak egymasba,
és mindig egész neutronok vesznek részt benniik. A neutronok észlelése is magreakcio
segitségével torténik. Ha pl. a hélium atom He? izotopjat (amelynek a magjaban két
proton és egy neutron van) neutronokkal sugarozzuk be, tricium-magok jonnek létre
és keletkezik egy proton is:

n+ He* — H3 +p.

A végtermékek nyugalmi tomege kisebb, mint a kiindulo részecskéké, ennek kovetkez-
tében a proton kinetikus energidja nagy és fékezédése soran ionizalja az utjaba es6
atomokat (a neutronok semlegesek, ezért maguk nem ionizalnak). Ez a jellegzetes
mértékid ionizacio jelzi egy neutron beérkezését.

Megallapithatjuk tehat, hogy amikor a neutronokat észlelyiik, mindig részecskéket
taldlunk.

Az interferenciakisérletekben a neutronok két okbol elényosek az elektronokhoz ké-
pest. Mivel toltetlenek, nem hatnak rajuk Coulomb-erével az anyag toltott részecskéi,
és nagyobb tomegiik miatt kisebb kinetikus energiéval lehet elérni a racstavolsdgnak
megfelel6 hullamhosszt (71.feladat). Mindkét tényezs csokkenti a résznyalabok kohe-
rencidjat veszélyeztets perturbaciokat.

A neutronokra — észreveheté mértékben — egyediil az atommagok protonjai és
neutronjai hatnak a magerdk révén. Ez nagyon révid hatotavolsagu erd, csak akkor hat
a neutronra, ha érintkezésbe keriil az atommaggal. Ezek az erék okozzak a neutronok
visszatiikrozédését a kristalysikokrol.

Most attériink a haromfild interferométer leirasara.

3.45. A kristalyracs hatasa a neutronok terjedésére

A miszer alapeleme (a ,fil”) egy szilicium egykristaly lemez (1d. a 19.4brat). Azok
a kristalysikok, amelyek — parhuzamos siktiikrokként — az ,aktiv sikok” lesznek, a
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lemez oldallapjara merdlegesek (az abran vizszintes szaggatott vonalak jelzik a pozi-
ciojukat). A sikok kézotti a tavolsag 0.1 nm nagysagrendd.

A neutronok hullamhosszénak ebbe a nagysagrendbe kell esnie. A neutronok leg-
intenzivebb forrasai az atomreaktorok. Olyan neutronnyaldb vezethetd ki beldliik,
amelyben a neutronok energidja nagysagrendileg szobahémeérséklet koriili. Ez kb.
0.025 eV-nak felel meg, és a 71.feladat képlete alapjan kb. 0.1 — 0.2 nm hullamhossz
tartozik hozza. Ez a becslés mutatja, hogy a reaktorokbol nyerhetd neutronok alkal-
masak a kristalyokkal végzett interferencia-kisérletekre.

19. abra.

A neutronok a b-iranybol (beesési irany) ¥ = 20 — 30° sz0gben esnek ra a szilicium
lemez oldallapjara (ld. a 19.abrat). Az aktiv kristalysikok tiikorként hatnak az olyan
Ay hullamhosszt neutronokra, amelyek az a racstavolsagnal a vélasztott ¥ mellett
kielégitik a Bragg feltételt. Az ilyen hullaimhosszt neutronok egy része 1 szégben, az
s-irdnyban (szort nyalab irdnya) visszaverddik.

Ha a lemezvastagsaggal nullahoz tartunk (D — 0), ez a rész egyre kisebb. Ebbél
azonban nem kovetkezik, hogy ha — megforditva — a vastagsagot mind nagyobbra
valasztjuk, akkor egyre tobb és tobb lesz az s-irdnyba visszavert neutron, mig végiil
a d-iranyban (direkt irdnya nyalab) egyetlen ), hullimhosszt neutron sem lép ki.
Az s-irdnyba visszavert neutronok ugyanis szintén kielégitik a Bragqg feltételt és ezért
mindaddig, amig a lemezen beliil vannak, jabb reflexiot szenvedhetnek. A t6bbszoros
reflexio kovetkeztében a szort és a direkt iranyban a W és a W talalati valoszintiség a
D vastagsag fliggvényében periddikusan vdltozik a nulla és az egy kozott (a jelenséget
szaknyelven Pendellosungnak nevezik, 1d. a 20.a4brat). Az ingadozas periodicitasa
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0.01-0.1mm

20. abra.

0.01 — 0.1 mm, ami jol mérhets, makroszkopikus hossz. A kisérletek szempontjabol
optimalis lemezvastagsag olyan, amelynél a szoért és a direkt nyalabban a taldlati
valészintiség nagyjabol egyforma. A tovabbiakban az analizis egyszertisitése kedvéért
feltessziik, hogy Wy = Wy.

Mint latjuk, a fil” nyaldbosztoként funkcional, mert két koherens résznyalabra
bontja a bees6 neutronnyaldbot. A kvantumelmélet id6tiikrézési invariancidjabol
azonban kovetkezik, hogy az idGtiikrozott mozgast végzd résznyalabokat egyesiteni
fogja.

Vizsgéljuk meg részletesebben a fiil” hatasat az egyes nyalabok jullamfiiggvényére!

A lemezen athaladd neutron hullamfiiggvénye egy hullamcsomag, amely a b irdny-
bol érkezik. A lemez mogott két hullamcsomag szuperpozicidjara hasad, amelyek
egyike a szort irdnyban, masika a direkt irdnyban mozog. Feltevés szerint a lemez
felezi az intenzitast, ezért a kilépd résznyaldbok amplitidoja a bees6 nyalab ampliti-
dojanak az 1/ \/2-szerese.

A potenciallépcss targyalasanal (34.fejezet) azonban lattuk, hogy a hullamcsomag-
képet csak addig kell szem el6tt tartanunk, ameddig tisztazzuk, hogy a Schrédinger
egyenlet altalanos megoldasaban felléps konstansok koziil melyiket kell nullanak va-
lasztani. Ezutan mar lehetséges (és célszert) a hullamcsomagok helyett sikhullamok-
kal dolgozni. Ennek a felfogasnak megfelelGen a lemezen kiviil a hullamfiiggvény a

111



-
21. abra.
kovetkezs: R
A ctk-T a b-nyalabban
A ik T+ ) ;
W(z) = ﬁ e s/ az s-nyaldbban
A k.7
5 (K -T+0a) o gnyalabban.

A kozos e tényezst elhagytuk. A Kk vektor a beess és a direkt nyaldb, &' pedig
a szort nyalab iranyaba mutat (k = k’). A J, és a 64 azok a fazisok3®, amelyek a
lemezben torténd terjedés kévetkeztében jonnek létre.

A bemend nyaldb hullamfiiggvénye alapjan tehéat a kovetkezd szabaly szerint ir-
hatjuk fel a kimend nyalabok hullamfiiggvényét:

A szort nyalab hullamfliggvényének a felirasanal a hullamvektort helyettesitjiik

1 .
az 0j irany hullamvektoraval és szorzunk az — - ¢t0s tényezével. A direkt nyaldb

V2

1 .
hullamfiiggvényében a hullamvektor valtozatlan marad és az — - e“sd—vel szorzunk.

V2

38Pontosabb lenne fazisallandoknak nevezni Sket.
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Megmutatjuk, hogy az id6tiikrozési invariancia kovetkezményeként a két fazis kii-
lonbsége /2.

_—
22. abra.
Az id6tiikr6zott mozgas hullamfiliggvénye 1 (x)*-al egyenls (a kozos etiw(=t) —
e Tt elhagyasa utan). Ekkor két nyalab esik ra a lemezre jobbrol (a —s és a —d

iranybol), amelyeknek a hullamfiiggvénye a (x) s és d irdny menti részeinek a komp-
lex konjugaltja. A lemezen torténg athaladas utani hullamfiiggvényeket ezekbdl az
105

elébbi szabaly alapjan képezziik: szorzunk az —26 , vagy az —26i5d faktorral és

iranyvaltoztatas esetén a hullamvektorukat helyettesitjiik az j irdny hullamvektora-
val.

Ennek az el6irasnak a kdvetkeztében az idGtiikrozott mozgasban az eredeti mozgas
beesési egyenese mentén ( —b iranyban) az

A ik T 55)} L ioe [Ae—i(E-F+ da)] L ida
V2 V2 V2 V2

hullamfiiggvényd nyalab lép ki (feltessziik, hogy A valos). Az Osszeg A - e th T
egyenld, ami a beesd hullam komplex konjugéltja. Az idétiikrozési invariancia kovet-
keztében ennek igy is kell lennie. A lemez baloldalan 1év6 méasik irany mentén (a —s

irany meghosszabbitasaban, az abran a szaggatott vonal) viszont a hullamfiiggvény-
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nek el kell tiinnie:

—

A —Z(E/F+5d):| 1 70 |: A —Z'(k)/~7”+(5 ) 1 10,
— c—=e s 4 | —=e s/ . —e"%d = 0.
\/§6 \ﬁ \@e
Egyszertsités utan ez az egyenlet a

67;((55 - (Sd) + e'l‘(dd - (55) _ 0

egyenlGségre redukalodik, amelyben a két tag egymas komplex konjugéltja, ezért
Osszegiik csak akkor zérus, ha tiszta képzetesek. Mivel raadéasul fazisfaktorok, 6ssze-
glik eltiinésének feltétele

et(0s —da) — 4 vagy — i,

azaz 05 — 0q = +m /2, ahogy allitottuk. A tovabbiak szempontjabol k6z6mbos, melyik
elgjel érvényes. A Schrédinger-egyenlet alapjan végzett részletes szamitas az alsot
adja, ezért valasszuk ezt:

7
55 = (5d - 5

Ennek az egyenletnek a tartalmat gy is kifejezhetjiik, hogy az eredeti mozgasban

a szort nyaldb hullamfiggvénye e_m/2 = —i faktorban kilonbozik a direkt nyaldbétol.

Az id6tiikrozott mozgasra nézve pedig az kovetkezik belSle, hogy a két beesd nyaldb
kozil az vdltoztat irdnyt, amelyik +i szorzéban kilonbézik a mdsikhoz képest. Az
elGjelvaltas az idétiikrozéssel kapcesolatos komplex konjugalas kovetkezménye.

3.46. A haromfuld interferométer

Az interferométer lényege egy 8-10 cm hosszi, 2-3 cm atmérdjd szilicium egykristdly
henger, amelybdl a 23.4bran lathatd haromfiild alakzatot vagtak ki. A 24.4bra a
feliilnézetet mutatja. Ezen feltiintettiik a résznyalabok hullamfiiggvényeit is.

A baloldali fiil, amelyre a reaktorbol érkez6 nyalab raesik, az oszt6, amely két —
feltevésiink szerint egyenld intenzitast — hullamra bontja a beesé hullamot. A kézép-
s6 fill a tikor, ami ugyancsak két-két részre osztja a raesé nyalabokat, de a berendezés
csak a szort nyalabokat hasznositja. A tiikkor funkcidja a széttarté résznyalabok Gssze-
tartova valtoztatéasa annak érdekében, hogy az interferencidjukat analizdlhassuk. Ezt
a harmadik fil végzi, amely analizator funkciot 1lat el, mert a két kiilonb6z8 iranybol
érkez6 résznyalab interferencidjat analizalhatjuk a segitségével.

Konnyen meggy6z6dhetiink rola, hogy az analizatorhoz képest a neutron olyan
mozgast végez, amelyik az osztohoz viszonyitott mozgas id6tiikrozottje. Ehhez csu-
pan azt kell észrevenni, hogy az analizatorra es6 két résznyalab relativ fazisa m/2-vel
egyenld.

Valoban, az analizatorig megtett uton a fels§ résznyalab (nevezziik ezt 1.-nek)
eggyel tobb irdnyvaltoztatast szenved, mint az also, ezért a hullamfiiggvénye a 2.
(als6) nyalab hullamfiiggvényének a —i-szerese.
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Analizator

neutronok

23. abra.

Az analizatoron torténd athaladéasra tehat alkalmazhatjuk az id6tiikrozott mozgés-
ra vonatkozo korabbi szabéalyunkat. Eszerint az interferométer kimenetén lehetséges
két (s és d) irdany koziil csak az egyik mentén fog a hullamfiiggvény zérustol kiilon-
bozni. Mivel a 2.nyalab az, amelynek a hullamfiiggvénye a méasik +i-szerese, ezért ez
fog iranyt valtoztatni, és csak a direkt irdnyban fognak neutronok kilépni (W, = 1,
W, =0).

Azt talaltuk tehat, hogy az interferométer kimenetén csak a direkt irdnyban je-
lennek meg neutronok (a beesSknek a fele jut el ide, a méasik fele a tiikornél kilép
a berendezésbol). Ugyanezt az eredményt természetesen a rajzon részletesebben fel-
tiintetett hullamfliggvények segitségével, az idGtiikrozésre torténd hivatkozas nélkil
is megkaphatjuk.

De mi lesz akkor, ha valamelyik bels§ utat letakarjuk kadmium lemezzel, ami
nagyon erdsen abszorbeélja a neutronokat? Az analizator ekkor osztova valik, és
ezért mindkét kimend irdnyban egyenlé valoszintiséggel talalunk neutronokat.

Elsttiink all az interferencia triad tiszta forméjaban: attol, hogy az egyik utat
letakarjuk, a neutronok megjelennek abban az irdnyban is, amelyben korabban nem
jelentkeztek. A letakaras nem jelent technikai problémét, mert a résznyaldbok cen-
timéternyire kiiloniilnek el egymastol. A jelenlegi reaktorok mellett automatikusan
teljesiil az is, hogy a bees6 neutronok nagyon ritkan kévetik egymaést, tehét interfe-
rencidjukat nem okozhatja kdlcsonds egymasra hatasuk.

Ez a kisérleti eredmény mutatja, hogy amikor nem észleljiik dket, a neutronok nem
viselkednek részecskeként. A 44.fejezetben viszont lattuk, hogy amikor észleljiik Gket,
mindig jol meghatarozott pontban lokalizalt részecskeként jelentkeznek. Ez a "két-
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szintiség" minden mikrorészecskére jellemzs, és a kettds természet, vagy a részecske-
hulldm dualizmus nevet viseli. tjra aldhtzzuk, hogy ennek a kovetkeztetésnek a le-
vonasa az interferencia-triad demonstralasaval torténik és nem igényel ,elméletet”.
Az eszkoz kigondoldsa és megtervezése az, amihez kvantumelméletre — a kristalyban
mozgd neutronok Schrodinger egyenletének a megoldésara — van sziikség.

Ezen az alapkisérleten kiviil az interferométer segitségével mas kvantumelméleti
paradoxonok is demonstralhatok, és az eszkozt fel lehet hasznalni kiilonféle, elsGsorban
magfizikai paraméterek nagypontossagi mérésére is.

A d (Tgr +28,)
2

A i(_k)'r+6s+6d)

2

24. abra.

Valaszolnunk kell még arra a kérdésre, hogy miért kell az interferométert egy-
kristdlybol késziteni. Ahhoz, hogy az analizdtorhoz viszonyitott mozgas az osztohoz
képesti mozgas id6tiikrozottje legyen, valdojaban nem elegendd az, hogy a két anali-
zatorra es6 résznyalab relativ fazisa m/2-vel legyen egyenls. Az is sziikséges hozz4,
hogy az analizator kristalyracsa a két résznyalabhoz viszonyitva ugyanolyan helyzetet
foglaljon el, mint az oszt6é a két beldle kiléps nyalabhoz képest. Nem csupéan arrol
van sz0, hogy az irdnyoknak meg kell egyezniiik: a racspontoknak illeszkedniiik kell
a hulldmprofilhoz, szinkronizaltan kell maximumba és minimumba keriilnitik. Ha fi-
gyelembe vessziik, hogy hullaimnak az oszt6 és az analizdtor kozti szakaszan mintegy
10% hullamhossz fér el (vagyis a fazis nagysaga az analizdtoron ~ 27 - 10%-el egyen-
16), megérthetjiik, hogy a sziikséges geometriai pontossiagot csak egykristallyal lehet
megvalositani. A kristalynovesztésen kiviil a kisérlet nehéz pontja a fiilek kivigasa
(itt pm nagysagrendii pontossag sziikséges), valamint a hémérsékleti deforméciok és
a kristaly sajat silyabol ered6 deforméaciok kikiiszobolése illetve kompenzalasa.

72.Feladat: Tegyiik fel, hogy az 1.résznyalab fazisat megndveljiik egy dnkényesen
valasztott 0 értékkel. Hatarozzuk meg a 0 fiiggvényében annak Wy, W, valoszintiségét,
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hogy azok a neutronok, amelyek a tiikornél az interferométerben maradnak, a direkt
ill. a szort irdnyban észlelhetsk.

Megoldas: Az analizatorig az l.nyaldb kétszer, a 2.-s egyszer valtoztat iranyt,
ezért az onkényes fazist is figyelembe véve az 1.nyalab fazisa (—m/2 + §)-val nagyobb
a 2.-énél.

Az analizatoron athaladva létrejohet még egy —m/2 faziskiilonbség kozottiik.

A direkt kimend irdanyban a 2.nyalab kapja ezt az extra fazist, ezért ebben az
irdnyban a hullamfiiggvény az

Osszeggel, a W talalati valészintiség pedig az

2
’1—&—@15 =2(1+ cosd)

kifejezéssel aranyos. Mivel § = 0-nal Wy = 1, ezért

W, = 1+ coséd
2
ahonnan
1—cosd
Wy= —-—
2

Kovetkeztetés: mialatt a § fazis 27-t valtozik, a talalati valészintiség fokozatosan
attevddik az egyik kimeneti iranyrol a masikra és vissza.de

Megjegyzés: A feladatban feltételezett fazisvaltoztatast egy vékony aluminiumlap
segitségével lehet a gyakorlatban megvalositani. A diffrakcidelméletben megmutatjak,
hogy amorf kézegben az atommagok hatésa a nagy hullamhosszii neutronokra kiatla-
golodik és egy konstans U u.n. optikai potencidllal irhat6 le. Az aluminiumlap ezért
potencialgatnak tekinthets (36.fejezet), és a hatasat a potencialgat T transzmisszios
koefficiensével ((83) képlet) torténd szorzassal vehetjiik figyelembe.

A diffrakcidelméletbsl az is kideriil, hogy |ri| < 1, ezért a (83) alapjan T =
625, ahol § = (k1 — k)a (a jeloléseket lasd a 36.fejezetben). Ha az aluminiumlapot
a nyalabon kiviili tengely koriil forgatjuk, a nyalab menti vastagsiga (az a értéke)
valtozik. Ilymodon tetszélegesen véltoztathatjuk barmely résznyalab fazisat. Ezt a
lehet&séget a legtobb kisérletben hasznositjék is.

3.47. A Born hipotézis pontos értelme

A Born hipotézis szolgéltatja a kvantummechamika matematikai apparatusanak fizi-

a rendszer hullamfiiggvénye ¢ (x,y, z,t), akkor a t pillanatban végzett helymérésnél
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a részecskéket | (z,y, z,t)|?
koriili dS2 térfogatban.

Kérdezziik meg példaul, milyen W7, Wy valoszintiséggel észleljiik az interferomé-
teren keresztiil atrepiils (egyetlen) neutront az 1. vagy a 2. belss résznyalabban.

Ha a t olyan, hogy a neutron mozgasat leir6 hullamcsomag az interferométeren
beliil nulla, akkor természetesen nulla valészintiséggel. De vegyiink olyan ¢-t, amikor
a hullamcsomag teljes egészében az interferométeren beliil helyezkedik el. Mivel a
flilek — feltevés szerint — pontosan felezik a nyalabokat, nyilvan

- dS2 valoszintiséggel talaljuk az x,y, z koordinataju pont

Wl = /dQW(%yyzﬂf)P
1

N = N =

W, — / 4 - [(x, y, 2 )
2

(az integralasok az 1. illetve a 2. résznyalab térfogatara terjednek ki).

Hogyan ellenérizhetjiik ezt az eredményt? tugy, hogy egy-egy neutrondetektort
helyeziink el a résznyalabok utjaba. Minden egyes neutron csak az egyik detektort
szolaltatja meg (mert mint egész részecske csak az egyikben tudja létrehozni az ér-
kezését jelz6 magreakciot), de sok neutron észlelésénél a detektorok egyenls szamu
neutront fognak jelezni. Pontosabban, ha N; és No a megfelel nyalabokban észlelt
neutronok szama, akkor N = N; + Ny — oo-nél %, % — ;

Amikor az interferométer a rendeltetésének megfelelGen tizemel, a belsd résznya-
labok ttjaban természetesen nincsenek detektorok; a neutronokat a kimeneti s és d
iranyban regisztraljuk. Feltehetiink azonban egy kérdést, amely ennek a fejezetnek
az alapproblémajat fogalmazza meg: Mondhatjuk-e, hogy azokban a pillanatokban,
amikor a hullamcsomagok az interferométeren beliil vannak, a neutronok most is 1/2
valdszinidséggel tartozkodnak az egyik vagy a mdsik résznyaldbban?

Amikor az interferométeren beliil detektaltuk Sket, valoban ez volt a helyzet. De
torténhetett-e valtozas csupéan attol, hogy a detektorokat athelyeztiik az interferomé-
teren kiviilre?

Az ember hajlamos erre a kérdésre hatarozott nemmel valaszolni és ezzel arra sza-
vazni, hogy a neutronok tovabbra is 1/2 valdszintiséggel tartozkodnak vagy az 1., vagy
a 2. résznyaldbban. A neutronokat ugyanis mindig egész részecskének tapasztaljuk és
annak, hogy melyik résznyalabba keriilnek, az osztobol vald kilépésnél el kell dGlnie.
Az osztobol torténd kilépés modja pedig nem valtozhat meg attol, hogy vannak-e
detektorok valahol (elvben tetsz6legesen téavol) a tiikor és az analizator kozott.

Ezt az érvelést azonban a leghatarozottabban cafolja a résznyalabok interferenci-
aja. Mint lattuk, az interferencia triad a legbiztosabb jele annak, hogy az a valami,
ami az interferométeren atjon (és a kimeneten részecskeként észleljiik), az interfero-
méteren beliill nem viselkedhet részecskeként. Ha ugyanis vagy az egyik tuton, vagy a
maésikon érkezne az analizatorra, nem tapasztalhatnank interferenciat.
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Az osztorol valo kilépéskor tehat csak abban az esetben dél el, hogy melyik résznya-
labba keriil a neutron, amikor errél kozvetleniil, a belsé nyalabok ttjaban elhelyezett
detektorok segitségével meg is tudunk gy6z6dni. Az eredeti kérdésiinkre a korrekt
valasz tehat az, hogy amikor nem figyeljiik meg kozvetleniil, akkor nem igaz az, hogy
a neutron 1/2 valoszintiséggel van az egyik vagy a méasik résznyalabban. Nem azért
nem igaz, mert a valoszintiség értéke mas, hanem azért, mert a kérdés alapjaul szolga-
16 kép hibas: a berendezésen athaladé neutron, amikor nem észleljiik, nem valaszt a
nyalabok kozott: az, hogy az egyikben van, ugy latszik nem zarja ki, hogy ugyanakkor
a masikban is lehessen.

Ezt a kovetkeztetést tgy is kifejezhetjiik, hogy a klasszikus fizika szerint egymdst
kizdrd lehetdségek a mikrofizikdban nem zdrjdk ki feltétlenil egymdst (hanem ,interfe-
ralnak”). Valoszinileg ez az allitas foglalja Gssze a legtémorebben a klasszikus és a
kvantumfizika koézotti alapvets kiilonbséget.

Vegyiik észre, hogy az ellentmondés, amit ez a paradoxon tiikkroz, nem tényszert
(logikai) ellentmondas, hanem (csak?) annak a szemléleti keretnek az elégtelenségére
vilagit ra, amelybe a jelenségeket (adott esetben a testek helyvaltoztatasat) belefog-
laljuk. Fogalmazzuk meg djra a két latszolag egymésnak ellentmondé allitast:

1)Amikor a detektorok a résznyalabokban vannak, minden neutron vagy az egyik,
vagy a masik résznyaldbban regisztraljak.

2) Amikor a detektorok az interferométeren kiviil vannak, a kisérleti eredményekkel
nem fér 6ssze, hogy ugy képzeljiik, hogy a neutronok most is mindig vagy az egyik
vagy a masik résznyalabban haladnak &t az interferométeren.

Figyeljiik meg, hogy nem ugyanarrél mondjuk azt, hogy igen is meg nem is, hiszen
a két esetben a fizikai szituacio kiilonbozik egymastol. Azért érezziik mégis, hogy a
két allitas egylitt paradoxalis, mert a tapasztalataink (vagy veliink sziiletett felfogas-
modunk) alapjan tgy képzeljik, hogy a nyalabvalasztasnak méar az osztobol torténd
kilépésnél el kellett délnie, és nem fligghet attol, hogy a tovabbi ttja soran mi var
még a neutronra.

Ez azonban csak varakozés, 0sztonos hipotézis, és semmiképpen sem tekinthets
ténynek. Hiszen nyilvanval6an nem értelmes az a kérdés, hogy milyen valdszintiséggel
észlelik a neutronokat a belsé nyalabokban elhelyezett detektorok, amikor nincsenek
a belsé nyaldbokban. Ez a kérdés értelmesen csak feltételes modban fogalmazhato
meg (milyen valoszintiséggel észlelnék...). A mindennapi életben — és a nemkvantum
fizikdban is — szamtalanszor adunk teljesen johiszemi valaszt az ilyen kérdésekre,
nem gondolva ré, hogy a valasz elvileg bizonyithatatlan hipotézisen alapul: azon, hogy
a feltétel megvaltozasa a valasz érvényessége szempontjabol lényegtelen. Miért is lenne
lényeges az osztobdl vald kilépés szempontjabol, hogy a tévoli detektor az analizétor
el6tt vagy mogott van? — gondoljuk magunkban 6sztontsen. Ha makroszkopikus
golyokroél lenne sz6, nem is volna lényeges: ezt onnan tudhatjuk, hogy a hétkoéznapi
dontéseink és a makroszkopikus vildggal foglalkozo tudoményos gyakorlat is sikeres,
pedig ezen a feltevésen alapul. De amikor neutronokat vizsgalunk, a valtozas lényeges
— ezt bizonyitja az interferencia.
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Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a Born hipotézis csak a tényleges megfigye-
lések eredményének a valoszintiségét adja meg. Nem alkalmazhatjuk olyankor, amikor
a mérést csak elgondoljuk. Nem azt mondja meg, hogy a részecske milyen valoszi-
niiséggel van itt vagy ott, hanem azt, hogy ha alkalmas mérdeszkozzel megfigyeljiik,
milyen valészintiséggel taldljuk meg itt vagy ott.

*okxk

Attériink az impulzusmomentum kvantummechanikai targyalasara. A kvantum-
mechanikidban az impulzusmomentum ugyanazért fontos, mint a klasszikusban: a
centralszimmetrikus probléméakban mozgasallando.

3.48. Az impulzusmomentum operatora

Az impulzusmomentum operatora az

—

L= (L Ly L) = (7 x5)

vektoroperator, amelynek komponensei a kévetkezsk:

Lo=gp.—2py  Ly=2po —2p. L. =0p, — .
A tényezGk sorrendje a szorzatokban tetszéleges, mert csak kommutélo operatorok
fordulnak el benniik.

73.Feladat: Igazoljuk, hogy

i..1,| = inl.
L,.0.] = ihi, (100)
i..L.| = ini,

Igazolas:
[Los Ly) = [P — 2By, 2 — #D2] = [96=, 2Ds] — (2D 202 — (9, 8D2] + [0y, 2],
A tagok szamitasanal a kanonikus felcserélési relaciokat hasznaljuk.
[0Dz=, 2Dx] = §D22Px — 2D2§b> = §(2P2 — ih)Ps — 2Pa Pz = —ihGPo-
Hasonl6an lathato be, hogy
2Dy, 2D2] = [9P=, D] =0,
(2Dy, 2p:] = +ihdpy.
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[ﬁz, ﬁy} = ih(@p, — §ps) = ihL..
74.Feladat: Igazoljuk, hogy
[ix,ﬁ] - [LyLﬂ - [LLQ} —0. (101)
Igazolas:
(002 = [0 22] o[£ £2] + [£022]

A kommutétorok kiszamitéséra az u.n. ,derivalasi szabalyt” hasznaljuk, amely hdrom
tetszleges A, B, C operétorra érvényes és a kommutatorok kiirasaval igazolhato:

[A, BC) = [A, BIC + B[A, C).

Eszerint
{Em,ﬁi} -0
[£0,22] = [RaiDy] By + Ly [Be By) =i (E.2y + L, L)
(B0 £2] = [LuoBe] Bt L [La B.] = —in (ByLe + L)

ahonnan kovetkezik az allitas.d
75.Feladat: Igazoljuk, hogy

[ﬁw, y] —ihz sth.

[ﬁz, ;ay] — ihp. stb.d

76.Feladat: Igazoljuk, hogy ha #* = 22 4+ §? 4 2%, valamint p* = p2 + p2 + p?,
akkor R R
[Le, 7% =0 stb. [Ly,p?] =0 stb.d
Kovetkezmény: ha f az origotol meért tavolsagtol és/vagy az impulzus abszolat érté-
kétdl fiigg és az origd koriil hatvanysorba fejthetd fiiggvény, akkor

(Lo, f(7)] = [La, f(B)] = 0 stb.

77.Feladat: Legyen H centralis er6térben mozgo tomegpont Hamilton-operatora.
Mutassuk meg, hogy

{fiz,zﬂ - [ﬁy,zﬂ - [ﬁz,g} [ﬁ%ﬁ] —0.8 (102)
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3.49. Az L? operator sajatértékei és sajatfiiggvényei

A Klasszikus mechanikaban az L = (7 x ) impulzusmomentum nem fiigg a j radi-

alis iranya komponensétél. A kvantummechanikdban ennek az felel meg, hogy az L
operator nem tartalmaz r-szerinti derivalast. A bizonyitas érdekében vegyiink egy
tetszGleges 1-t, amiben — ha sziikséges —, a Descartes-koordinatakat kifejezhetjiik
gémbi koordinatakon keresztiil. Hassunk erre az impulzusmomentum operatoraval,
amelyben 7 a koordinatéval valo szorzas operatora, ﬁ pedig a gradiens h/i-szerese:

(F x B = S (e x V).

Ebben a képletben €, a gdmbi koordinatarendszer lokalis bazisanak radialis egységvek-
tora. Célszerd a gradiens gémbi koordinatéakban felirt alakjat hasznalni (Mechanika
jegyzet 6.fejezet). Akkor

- o, 10y 1 0y,

Vo= T + r a0 + rsinﬁ%ew'
Ha ezt a vektoridlis szorzatba behelyettesitjik, az (€. x &,.) = 0 kovetkeztében a 1
r-szerinti derivalasa valoban kiesik a képletbdl.

Eredményiinkb6l az is kovetkezik, hogy az L? operator is csak 9 és ¢ szerinti
derivalast tartalmaz. Az operator konkrét alakjat a legegyszertibben igy talalhatjuk
meg:

A kinetikus energia a

L2
2mr?
alakban is felirhat6. Ez a képlet a klasszikus- és a kvantummechanikiban egyarant
érvényes. Az Elektrodinamika jegyzet 5.fejezetében a V2-re felirt képlet felhasznala-
séval

K:Kr+

h? R [o* 2 9 1 02 1 92 1 cosd O

= laet o ot a2 a2 T2 ot 2o A0l
2m 2m | Or r Or  r2sin®9 Oy r2 oY r2sind 09
Nyilvanvalo, hogy az elsé két tag felel meg K,-nek (a radialis kinetikus energiaban
csak 7-szerinti derivélt szerepelhet, az L2-ben nem szerepelhet r-szerinti derivalt),
ezért

ﬁ2:—h2[ 1 02 9% cosd 8}

5 taset 053
sin? 9 0p2 092  sind OV
Hasznos lesz ezt az operatort V2-n keresztiil is kifejezni:

R N 0? 0

2 _ 25 __p2.202 | 2|2 _

L* = 2mr*(K - K,) h°r“V*+h |:T 52 +27“8r]
(103)

0 5 07
or or?

= —n? [T2V2 —2r— —r*—
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Az L? sajatfiiggvényei szoros kapcsolatban vannak az z,y,z valtozok (—d fokd
homogén polinémjaival®®, amelyeket most Z;-vel fogunk jellni. Példaul

ZOZCL
Z1=ax+by+cz

(104)
Zy = ax® 4+ by? + c2? + day + exz + fyz

Zg = ax® + by® + 23 +dx’y + ... + jayz

(a képletekben a, b, ¢, ..., j tetszbleges numerikus koefficiensek).
Ha attériink polarkoordinatakra, akkor az r kiemelhets ! formajaban:

Zl(xvya Z) = rl : Yi(ﬁ» SO)

Ennek alapjan
07 l 02z, 1(1-1)
— =7 = 7.
or P or? r2 !

Igy, a (103) alapjan )
1?7 = -R [r*V?Z, - 11+ 1)Z)] .

Innen mar kénnyt észrevenni, hogy azok a Z;-k lesznek L2 sajatfiggvényei, ame-
lyek kielégitik a
V?Z, =0 (105)

Laplace-egyenletet (Elektrodinamika jegyzet 6.fejezet), ugyanis az ilyen Z;—kre
L’Z, =r*-1(1+1)Z.

A Laplace-egyenletet kielégits Z;-ket [-d fokiu harmonikus polindmoknak nevezzik.
Az L2 operator sajatfliggvényei ezek a polinomok, a hozzajuk tartozo sajatérték pedig
h% - 1(1 + 1)-el egyenld.

Az impulzusmomentum nagysaga tehat a hy/l(l + 1) értékeket veheti fel (I =
0,1,2,...). Emlékeztetiink ra, hogy a Bohr-Sommerfeld modellben (10.fejezet) ugyan-
erre a mennyiségre a hl értékeket kaptuk, amelyek csak | > 1-nél egyeznek a kvan-
tummechanika eredményével. altalaban is igaz, hogy nagy kvantumszamoknal a Bohr-
Sommerfeld modell a kvantummechanika egyre jobb kozelitése (de szadmos eredménye
a kvantumszamok kis értékeinél is érvényes).

Kérdés: hanyszorosan elfajult a A2 - (I + 1) sajatérték? Nyilvan annyiszor, ahany
olyan fiiggetlen Z; van, amely kielégiti a Laplace-egyenletet.

Adott [-nél annyi fiiggetlen Z; van, ahany tagu Z; altalanos kifejezése®®. Jeloljiik
ezt a szamot Fj-el. A (104) mutatja, hogy Fy = 1, Fy = 3, F» = 6, F53 = 10.

391d. az Elektrodinamika jegyzet 43.fejezetét.
40A fiiggetlen Z;—k pl az x, az y, valamint a z egytagt els6fokti homogén "polinémok".
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altalaban F; az a szam, ahanyféleképpen [ egyforma golyot el lehet osztani harom
urnaban (amelyeket a-el, y-al, z-vel jelolhetiink). Masképpen: ahanyféleképpen két
egyforma ,falat” el lehet helyezni [ + 2 helyen (a maradék ! helyen vannak a golyok).

Az eredmény:
(l+2> (I+2)(1+1)
E = = -
2 2

Amikor Z; altalanos kifejezését behelyettesitjiik a Laplace-egyenletbe, a baloldalon
olyan Z;_, polinémot kapunk, amelynek F;_o darab koefficiense a kiindulasul vett
Z; koeflicienseinek meghatéarozott fiiggvénye. Ahhoz, hogy Z; kielégitse a Laplace-
egyenletet, ennek az F;_o koefficiensnek nullaval kell egyenlének lennie, ami F;_o
darab feltétel a Z; polinom F; koefficiensére. Ebbél kovetkezik, hogy a linearisan
fliggetlen [-d foku harmonikus polinémok széma

v=F—F_5=21+1.

Ennyiszer elfajult az [ kvantumszamu sajatérték. A Bohr-Sommerfeld modellben
ugyanezt az elfajulast talaltuk.

3.50. Az L[? és az L, kdzds sajatfiiggvényei

A (101) mutatja, hogy L? kommutal az impulzusmomentum operator mindegyik kom-
ponensével, ezért barmelyikkel van kozos sajatfliggvényrendszere. A komponensek
azonban egymassal nem kommutélnak (1d. (100)-t) és nincs kozos sajatfiiggvényrend-
szeriik. Ezért meg kell elégedniink azzal, hogy az L2 elfajult sajatfiiggvényeit gy
linearkombinaljuk, hogy valamelyik impulzusmomentum komponensnek is a sajét-
fliggvényei legyenek. A kialakult tradicionak megfelelGen a z-komponenst valasztjuk:
ez a valasztas simul a legtermészetesebben a polarkoordinatak definiciojahoz.

A feladat tehat a kovetkezs: keressiik meg az [-d foka harmoénikus polinémoknak
azokat a linearkombinécioit, amelyek az L. sajatfiiggvényei. A feladat polarkoordi-
natakban oldhaté meg a legkdnnyebben, amelyben az L, az egyszeri

Ez = iji
i O0p
alaku.
78.Feladat: Mutassuk meg, hogy ez az operator azonos &p, — Gip,-el.

Igazolas: Amikor egy z,y, z fliggvényt ¢ szerint derivalunk, a

9 oo o 020
do  Opdx  Opdy Op 0z
képletet hasznaljuk. Mivel

z=rsind-cosp y=rsind-sinp  z=rcosd, (106)
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ezért

— = —rsind -sinp = —y
— =rsind-cosp =z
— =0.

Igy
h 0 h 0 h 0
=g —y
i Op i Oy Y5 oz

ami az &Py — PP, operator koordinatareprezentacioban felirva.do

Jeloljiik az L, sajatértékeit him-el, ahol m egyenl6re ismeretlen dimenziétlan szam

(az impulzusmomentum és a Planck-allando dimenzidja ugyanaz), a fim-hez tartozo
sajatfiggvényt pedig x,(p)-vel. A sajatértékegyenlet:

EaXJ = hm
i dp = Xms
amelynek megoldésa
Xm = konstans - el (0 < < 2m). (107)

A konstans itt Ggy értendd, hogy nem fiigeg o-t6l, a tébbi valtozot azonban természe-
tesen tartalmazhatja.

A xm(p) sajatfiggvény ¢-beli folytonossdga megkoveteli, hogy x.,(0) legyen
egyenld x,, (27)-vel, azaz legyen

pbm - 2m _
Ez azonban csak akkor teljesiil, ha az m kvantumszam egész.

Az impulzusmomentum z-vetiilete tehat a i egész szamu t6bbszorése (a Bohr-
Sommerfeld modellben ugyanez volt a helyzet). Mivel a z-tengely tetszéleges helyzeti,
az impulzusmomentum bdrmely irdnyra vetett vetiilete a Planck-dllando egész szamai
tobbszorose.

Az L, sajatfliiggvényeinek az ismeretében a fejezet elején megfogalmazott felada-
tot pontosithatjuk: keressiik meg az [-d fok harménikus polinémoknak azokat a Zj,
linedrkombinacioit, amelyek a ¢ azimutszoget '’ szorzofaktor formajaban tartal-
mazzak.

A megoldast az [ = 1 polinémokon mutatjuk be. A fliggetlen Z;-ket tigy kaphat-
juk, hogy (104) masodik soraban eldszor csak az a-t, majd csak a b-t végiil csak a
c-t tekintjik nullatol kiilonbozdének és a hatarozottsag kedvéért 1-nek valasztjuk Sket.
Igy kapunk F} = 3 fiiggetlen els6 foka polinomot, amelyek a kovetkezdk:
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Jalz,y,2) =2, filz,y,2) =y,  felz,y,2) = 2.

Ezek egyben harmonikus polinémok is (a masodik derivaltjaik nullak). A ¢ fiig-
gésiiket (106) mutatja. Latjuk, hogy csak f. = z az, amelyik az azimutszoget e"""%
alakban tartalmazza (m = 0-val). A maésik kett6t még alkalmas modon linearkombi-

nalni kell:

fa(:my,z)—ifb(ac,y,z):x—iy:rsinﬁf_i(p (m:_l)
fal@,y,2) + ify(2,y,2) = ¢ +iy = rsind - P (m=+1),

Az [? sajatértékét meghatarozo [ = 1 mellékkvantumszamhoz tehat az L, sajatértékét

meghatéroz6é méagneses kvantumszam —1, 0, +1 értéke tartozik (v.6. a 11.fejezettel).

A kozos sajatfliggvényeket is megtalaltuk, csak még normaélni kell 6ket.
Polarkoordinatakban a

@, 8) = / 492 - 4% (r, 0, ) b(r, 0, )

skalarszorzatban dQ) = r2 sin-dr-dd-dy, és az integralas a0 <r < 00,0 <9 <7, 0 <
© < 2w tartoméanyra terjed ki. Amikor azonban az impulzusmomentumrol targyalunk,
a hullamfiiggvényeknek csak a 9, ¢ fiiggését vizsgaljuk, a radialis irdnyt mozgéast
figyelmen kiviil hagyjuk. Célszerd ezért az impulzusmomentum sajatfiiggvényeket az
egységgombre (r = 1) korlatozott Z,,,-knek tekinteni:

Zlm(x7ya Z) = rl . Yim(’ﬂy SO)
le’l”ﬂ@% SD) = Zlm(xa y,Z)|zz+yz+Z2:1 .

Az egységgdmbon értelmezett Yy, fliggvényeket, amelyek L? és L. kozds sajatflige-
vényei, gombfigguényeknek nevezziik. Amikor gombfiiggvények skalarszorzatait sza-
moljuk, az r-t 1-nek kell tekinteni és az r-szerinti integréalast el kell hagyni, vagyis az
integralast az egységgbémb feliiletére kell korlatozni.

Fejezziik most be az [ = 1 eset targyalasat az 1-re normalt Yy, gombfliggvények
megkeresésével. Nyilvan

Y1 -1(9,¢) = N_1 -sind - e ip

Y10(9, ) = Np - cos 9
Y11 (¥, ) = Ny -sind - .
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79.Feladat: Hatarozzuk meg a (valos) normalasi tényezéket ezekben a képletek-
ben.

Megoldas:

/Yl*_lyl_lsmﬁ.dﬂ-dgazvil.27r/ sin® 9 - do =
0

0 1
8
= N31-27r/ (1 — cos®¥)dcosV) = N31-27r/ (1 —u?)du= N2, - g
g —1

Ahhoz, hogy ez 1-el legyen egyenls, a normalasi tényezsét

1
N =+ /3
2V 2w

valamelyikének kell valasztani. Az alkalmazasok szempontjabol célszert elGjelkonven-
ci6t nem részletezziik, csak annyit jegyziink meg, hogy mindig teljesiil az

Yi—m(0,0) = (=1)"Y,

relacid. A normaélési tényez6k (a standard el6jelekkel) a kovetkezok:

1 3

Nii = Foy/—

+1 :F2 o
1 /3
No==1/2.

0 2\/;"'

Térjiink most at az dltalanos eset attekintésére. Az I-d foka polinomokbol csak
olyan e""?_vel aranyos kombinaciok képezheték, amelyekben

1 <m<l.
Az m legnagyobb lehetséges értékéhez tartozo polindom ugyanis az
(z +iy)! = rlsin’ 9 - il

kombinacio, amelyben egyaltalan nincs z-valtozo (a z fliggetlen ¢-t6l). Ez a kombi-
néci6 harmonikus, mert tetszéleges [-nél eleget tesz a Laplace-egyenletnek:
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8—(3: +ay)t =1(1 — 1)(x + iy)' 2

0x?
2
a—yz(x + iy)l =2 (1 —1)(x + iy)l*2
0?2 )
@(aj + zy)l =0,

Vi(x +iy) = 0.

A legkisebb, m = —I-hez tartozé kombinécio pedig az (z — iy)', ami szintén harmo-
nikus. Igy altalaban

Y2 +1 = Nil sinl 9 - eiil(p.
80.Feladat: Igazoljuk, hogy 2(z +iy)' ™' ~ Yij_1).

Két olyan gombfiiggvénynek, amelyek a magneses kvantumszamban kiilonboznek,
ortogonélisnak kell lennie egymasra, mert az L, operator kiillonboz6 sajatértékéhez
tartozo sajatfiiggvények (20.fejezet 3.tulajdonsag).

81.Feladat: Igazoljuk ezt az allitast direkt szamitassal.

. .

Igazolas: A két gombfiiggvény az azimutszoget az e illetve az €'""* ¥ szorzo-
faktorban tartalmazza, ezért skalarszorzatukban a @p-integral a kovetkezs:

=0 ha m # m/

27 . i(m—m')
0 27
/ do = 2w ham=m'. &
0

Hasonloan, két olyan gombfiiggvénynek, amelyek az | mellékkvantumszéamban kii-
16nboznek, ortogonalisnak kell lennie egymasra, mert az L? operéator kiilonbozé sa-
jatértékéhez tartozo sajatfiiggvények.

82.Feladat: Mutassuk meg, hogy Y141y és Yy ortogonélis egymasra (noha még-
neses kvantumszamaik azonosak).

Igazolas: A 80.feladat mintéjara Y(; 1) ~ z(z + iy). Léttuk tovdbba, hogy
Yy ~ (z +iy)'. Tgy

. . . ! 1
Yiipy - Yu ~ 2(z — iy)(z +iy) =2z (2 + y?) =z (1-27).
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Ez a fiiggvény csak elGjelben kiilonbozik az egységgdémb z > 0 és z < 0 féltekéjén,
ezért az egységgombre vett integréilja zérts.db.

kkk
Foglaljuk 0ssze a megallapitasainkat.

Az L2 és a L, operatorok kozds sajatfiiggvényei az Yim (9, ¢) gombfiiggvények.
A sajatértékegyenletek a kovetkezok:

LY = R+ 1)Y  (1=0,1,2,..)
LY = mYim (-1 <m <)

A sajatértékek leolvashatok ezekbdl az egyenletekbdl.

Azok a gombfiiggvények, amelyek legalabb az egyik indeksziikben kiilonboéznek,
ortogonalisak egymasra (mert legalabb az egyik operator kiilonbozs sajatértékeihez
tartoznak), az azonos indeksziiek pedig normaltak:

/}/lj‘m')/lm Sin'ﬂ . d’ﬂ . ng = 5l’l . 6m/7n,

Az [ =0,1,2 indekszii gombfiiggvények a kivetkezdk:

Yoo = —#=

1 /3 ]
Y] +1 = —5 % sin ¢ - eZSO

Yio =



Yo 40 = i % sin? 9 - 2%

Yoy = —% %cosﬁ-sinﬁfw
Yoo = i 2(36082’19— 1)

Yoo = ;\/fcosﬁ-sim? P4

Yo o = i 3275 sin2 ) - e~ 209,

Mint latjuk, ezek mind (107) alakuaak.

83.Feladat: Az R sugari gémbon szabadon mozog egy tomegpont. Hatérozzuk
meg az energiaspektrumat és az energiasajatfiiggvényeket.

Megoldas: Ezt a feladatot a Bohr-Sommerfeld modellben is targyaltuk (3.10 feje-
zet). A kinetikus energia klasszikus kifejezése alapjan a Hamilton operator konstans
faktortol eltekintve azonos az impulzusmomentum négyzetének az operatoraval:

1

59
2mR2L )

E[ = K =
A sajatfiiggvényei ezért a gombfiiggvények, a sajatértékei pedig

_ RA(1+1)

E), = =0,1,2,...).
l 2mR2 (ﬂ Oa ) )

Az E) sajatenergia v; = (21 + 1)-szer elfajult a magneses kvantumszdm szerint

(=1 <m <.
272

h
A Bohr-Sommerfeld modellben E; = 5 -t kaptunk, ami csak [ >> 1-nél korrekt.

A harmonikus oszcillator és a dobozba zart tomegpont energiaspektruma alapjan
kissé meglepd, hogy nem kaptunk zéruspont energiat (Ep = 0). Ez azonban nem
mond ellent a bizonytalansagi relacionak, mert az csak Descartes-koordinatakra és a
hozzajuk tartoz6 impulzusokra érvényes.

Annak valoszintisége, hogy adott [,m kvantumszamu allapotban a téomegpon-
tot a gombfelilet ¥p, pp koordinataju P pontjanak dA kornyezetében talaljuk,
[YWp,op)* - dA-val egyenls (dA = sind - dddy a feliiletelem). Alapéllapotban
(I = m = 0) példaul a talalati valoszintiség a gédmb minden pontjaban ugyanaz

1
Yoo = —
(Yoo i
nél az .egyenlitén” nagy (a ,sarkokon” nulla), m = 0-nal pedig a ,sarkokon” nagy (az
segyenlitén” nulla).de

). Az els6 gerjesztett allapotban (I = 1) a talalati valoszintiség m = +1-
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3.51. A gombfiiggvények transzformaciéja

Induljunk ki az egységgémbon mozgo témegpont példajabol. A valasztott K koordi-
nata rendszerben legyen a tomegpont az Y, (1, ¢) hullimfiiggvényti kvantumallapot-
ban. Ez azt jelenti, hogy ha megmeérjiik az impulzusmomentum 0z tengelyre vetett
vetiiletét, 1 valoszintiséggel a iim értéket kapjuk eredményiil.

Térjiink 4t most egy masik K’ rendszerre, amely a K elforgatottja a kozos origd
koriil. Az impulzusmomentum vetiilete az O_Z/—re is a h egész szamu t6bbszorose,
amelyet Aim’-vel jeloliink. Az impulzusmomentum hosszat az elforgatds nem valtoz-
tatja, ezért I’ = 4.

Kérdés: Ha az Y7,,(9,¢) allapota részecske O_Zl tengelyre vetett impulzusmo-
mentum vetiiletét mérjiik, milyen valoszintiséggel kapjuk eredményiil a kiilénb6z6
lehetséges him’ értékeket?

Vegylink elGszor egy konkrét példat. Legyen a K-beli hullamfiiggvény Yio(9, ), a

K’ pedig legyen a K elforgatottja a kozos oy = O_Y/ tengely koril 8 szoggel. Ekkor

r=cosB -z +sinB-z
y=1y
2= —sinf3-2' +cosf- 7.

Ha az O_Z/ vetiiletet megmértiik és Aim’-t talaltuk, akkor a projekcios posztulatum
szerint kozvetleniil a mérés utan az allapotfiiggvény Y7,/ (¢, ¢’)-vel egyenls. Ha az
Y10(9, @)-t az 6sszes killonb6z6 m’-jt Yy (¢, ¢')-k linedrkombinaciojaként irjuk fel, a
hm' értek W) , talalati valoszintisége az Y1, (¥, ¢’) koefliciensének az abszolut érték
négyzetével egyenld.

A feladat tehat az, hogy Yio(¥,p)-t felirjuk Y7 (¢, ¢’), Yio(?,¢'), valamint
Y1 11(Y, ¢') linearkombinéciojaként.

I B eosw=12 =L 3 g Y
Ylo(ﬁ’@)_Q\/;COSﬁ_Q\/;Z_Q\/;( sin 8-z’ +cosf-2').

A kapcsolatot a vesszGs Descartes- és polarkordinatéak kozott is (106) adja meg
(természetesen esetlinkben 1’ = r = 1), ezért

2 =cos? = 2\/§Y10(19’7ap’)

2TV (0, ) — (Vi (9, 9)).

2’ =sin cos ¢’ = 5

41Ennek matematikai okara késébb ramutatunk.

131



A keresett linearkombinéaci6é tehat a kovetkezd:

1 . 1
Yio(¥,¢) = VA sin 8- Y1 _1(9',¢") +cos B Yio(0', ') + 7 sinf- Y1 11(9',¢'),

ahonnan

1
Wy =cos’B W] = W'1—§sm B.

Ennek az — elvben egyszerti — elj érésnak az altalanos forméj at részletesen kidol-

142 adjuk meg.

Induljunk ki abbél, hogy K’ fedl a K-t. Vegezzuk el a K rendszer kovetkez6 harom
pozitiv iranya forgatasat:

1) a-szogi forgatas a kozos OZ = 07 koriil (0 < a < 27); 2) B szogl forgatas
az O 0j helyzete koriil (0 < 8 < 7); 3) v szogi forgatas az 07 1j helyzete koriil
(0 <~v < 2m).

Mint latjuk, az « és a f nem mas, mint a O?/ irdny azimut- és polarszoge.

A K-beli gdmbfiiggvények eldallitasa a K'-beli gdmbfiiggvények linearkombinacio-
jaként (és viszont) a Wigner-fiigguények segitségével torténik. Mindenekel6tt vilagos,
hogy egy homogén polindém fokszama nem valtozhat meg attoél, hogy forgatassal qj
Descartes-koordinatakat vezetiink be. Ez a matematikai oka annak, hogy az impul-
zusmomentum hossza (az [ kvantumszam) nem valtozik meg a koordinatarendszer
elforgatasakor. A gdombfiiggvények maguk azonban megvéltoznak, mindegyikiik az
adott [-hez tartozo Gsszes gbmbfiiggvény linearkombinaciojava valik:

lml 19 §0 Z Ylm 19 (,0 m’m (Oé B 7) (108)

m=—1

Abbdl, hogy a vesszétlen és a vesszGs argumentumu gémbfiiggvények egyarant orton-
ormaltak belathato, hogy a transzformaécio inverze

Yim (9, ) Z Dy (0, B,7) - Vi (9, ). (109)
m/=—1
A D! (a, B,7) fiiggvényeket nevezziik Wigner-fiigguényeknek. altalanos alakjuk:

mm’ (Ol Ba ) - e_imadinm/(ﬂ)e_im/’y; (dlmm’ ’UaléS). (110)

Az 1= 1,2 indekszi d., , fiiggvényeket tablazatban adjuk meg. A D! fiiggvények
— mint példankbol lathato, — a vektorok transzformécidjat hatarozzak meg, ha az

42Mechanika jegyzet 33.fejezet.
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A dl ., fiiggvények.

m =1 m =0 m = -1
m=0 gi\%ﬂ cos 3 _\S}gﬁ
A &, fiiggvények.

m =2 m =1 m' =0 m = —1 m = -2
m=9 (1+chﬁ)2 7sinﬁ(12+cosﬁ) é %sinz 3 7sinﬁ(1;cosﬁ) (kczsgy
m=1 sin,@(lg—cos B) 2 cos? B—&Q—cos B—1 _ \/gsin Bcos 3 _ 2cos? ﬁgcos -1 _sin /3(12—cos 8)
m=20 é gsinzﬁ \/gsinﬁcosﬁ %2[#1 —\/gsinﬁcosﬁ %\/gsinzﬁ

m— —1 sinﬁ(l;cosﬁ) _ 2cos® B;cos,@’—l \/gsinﬁcosﬂ 2 cos? ﬁ—gcosﬁ—l 7sinﬁ(1;rcosﬁ)
m——9 (1—ch6>2 sinﬁ(lgcosﬁ) 1 \/g sin? 8 sinﬁ(l;eosﬁ) (1+czs/3)2
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x és az y komponensek helyett ezek x £ iy tipustt komplex kombinacioit (az Y7 41
fiiggvényeket) hasznaljuk. Ez az egyetlen Wigner-fiiggvény, ami a szemlélet alapjan
felirhato, ezért hasznaltuk példaként éppen ezt.

84.Feladat: Oldjuk meg a fejezetben vizsgalt példat Wigner-fiiggvényekkel is.
Megoldas: a (109) alapjan a = v = 0-nal

Yio(d, ) = dy _1(B)Y1 —1(,¢") + djo(B)Y10(, ") + diyy (B) Y11 (', ).
A tablazat szerint itt

—sin g

sin 3
5 —5 b

V2

1 1 _ 1
dy 1 = dyy = cos 8 dy; =

85.Feladat: A gémbfeliileten Av/6 impulzusmomentumi részecske impulzusmo-
mentum vetiiletét megmeérjilkk valamilyen 7 irdnyra. Ezutéan azokban az esetekben,
amikor +A-t kapunk eredményiil, a vetiiletmérést megismételjiik egy maésik 7/ iranyra,
amely az 7i-el B szoget zar be. Az eljarast sok azonos allapotu részecskével megismé-
teljik. Mi lesz a v iranyu vetiilet atlagértéke?

Megoldas: A koordinatarendszert valasszuk gy, hogy a z-tengely mutasson 7
iranyba, a v irdny fekiidjon az xz-sikban és v, legyen pozitiv.

A 7v/6 mutatja, hogy a részecske | = 2 mellékkvantumszamu allapotban van. Az 7
iranyua vetiiletméréssel olyan részecskéket valasztunk ki, amelyeknek a hullamfiiggveé-
nye Y1 (9, ¢). A U irdny vetiiletet jeloljiik im/-vel. Az m’ érték talalati valoszintsége
W/, =|d3,.(B)|? atalalt m’-k atlaga pedig

A tablazat alapjan
1
Wy —W', = 1 sin? 5[(1 +cos B)? — (1 — cos B)Q] = sin? Bcos 3
! i 1 2 2 2 2 2
W, —-W., = Z[(Qcos B+ cosfB—1)°—(2cos*f —cos B — 1) = (2cos” B — 1) cos S.
Ennek alapjan egyszeri trigonometriai atalakitasok utan kapjuk a
(hm') = h - cos B

végeredményt. Mint latjuk, az impulzusmomentum z-tengelyre vetett vetiiletének
atlagértéke altalaban nem egyenls h egész szami t6bbszordsével*s.de

ok >k

431.d. a 21.fejezetet.

134



Emlékeztetiink ra, hogy a ,régi kvantumelmélet” szamara megoldhatatlan problé-
mét jelentett az impulzusmomentum z-komponensének a kvantéltsdga. A kvantaltsag
ugyanis azt fejezte ki, hogy a Bohr-palyak sikja csak meghatarozott szogeket zarhatott
be a z-tengellyel. A koordinatarendszer azonban csak a fejiinkben létezik, barmelyik
térbeli iranyt tekinthetjiik z-tengelynek, és nyilvanvaléan lehetetlen, hogy egy adott
Bohr-palya minden térbeli irannyal megengedett szoget zarjon be.

A kvantummechanikiban is érvényes, hogy ha az impulzusmomentum vetiiletét
barmely térbeli irdnyra megmérjiik, a h egész szamu tobbszoérosét kapjuk eredmé-
nyiil. Ezt azonban nem kell tgy érteni, hogy az impulzusmomentumnak kvantalt
értékd vetiilete van egyszerre minden térbeli iranyra. Csak annyi bizonyos, hogy ha
valamelyik vetiiletet megmérjik, a mérés eredménye h egész szamu t6bbszorose lesz.

Figyeljiik meg, hogy mig a Bohr-Sommerfeld modellben az impulzusmomentum-
vetiilet kvantaltsaga logikai ellentmonddst fejez ki (a koordinatarendszer egyrészt 6n-
kényes, masrészt csak bizonyos meghatarozott helyzeteket vehet fel a palydkhoz ké-
pest, tehat mégsem 6nkényes), a kvantumelméletben a vetiilet kvantaltsaga csak para-
doxalis, de nem illogikus. Azért érezziik paradoxalisnak, mert az elektront — akarva-
akaratlan — kis mozg6 tomegpontnak képzeljik el, amelynek minden pillanatban van
valamekkora impulzusmomentum vetiilete minden irdnyra. A Bohr-Sommerfeld mo-
dellben valoban ez volt a helyzet, az elektron kis keringé témegpont volt, hiszen a
Bohr-Sommerfeld kvantumfeltétel éppen ezen a képen alapult. A kvantumelmélet-
ben azonban ez a kép egyaltalan nem érvényes: a kvantummechanikai mozgasban
a klasszikusan egymast kizaro lehetGségek (az adott esetben az impulzusmomentum
vetiiletének kiilonféle értékei) nem zarjak ki egymaést.

3.52. A spin

Eddig a témegpont pdlyaimpulzusmomentumdrdl volt szd, amely a helyzetvaltoztatas
(transzlaciés mozgas) kovetkezménye*. A klasszikus mechanikiaban azonban lehet
impulzusmomentuma egy olyan testnek is, amely egy helyben marad (rogzitett pont
koriil forog). Az altalanos eset az, amikor mindkét impulzusmomentum egyszerre van
jelen (gondoljunk a Fold keringésébdl és tengely koriili forgasabol szarmazo impulzus-
nyomatékara).

Egy olyan témegpontnak, amelynek az x, y, z koordinatakon kiviil nincs mas
szabadségi foka, csak palyaimpulzusmomentuma lehet. Tengely koriili forgas ugyanis
csak akkor lehetséges, ha a testnek vannak olyan tovabbi szabadsagi fokai is (az Euler-
szOgek), amelyek a térbeli orientaciot hatarozzak meg. Forgason” éppen ezek idébeli
valtozasat értjik.

A kvantummechanikidban is van lehet8ség arra, hogy egy tomegpontnak legyen
olyan impulzusmomentuma, amely nem a helyvaltoztatds kovetkezménye, de — a
klasszikus mechanikéatol eltéréen — ehhez méar egyetlen 0j szabadsagi fok is elegendd.

44Matematikailag ez abban fejezddik ki, hogy az L — a klasszikus- és a kvantummechanikdban
egyarant — az impulzus fliggvénye.
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Ezt az impulzusmomentumnak azok a kiilonleges kvantumfizikai tulajdonsagai teszik
lehet6vé, amelyeket az el6z6 fejezetekben a palyaimpulzusmomentummal kapcsolat-
ban ismertiink meg. Az olyan részecskéket, amelyek ezzel a legegyszertibb fajta ,belsg”
impulzusmomentummal rendelkeznek, tovabbra is tomegpontoknak fogjuk nevezni.

Az egyetlen 1j szabadségi fok segitségével bevezetett impulzusmomentumot spin-
nek nevezziik. Tegyiik fel, hogy a pélyaimpulzusmomentum el6z8 fejezetben meg-
allapitott alapvetd kvantumfizikai tulajdonsagai érvényesek az impulzusmomentum
minden fajtajara, igy a spinre is*>. A kévetkezs tulajdonsagokrol van szo:

1)Az impulzusmomentum nagysiaga kvantalt, és egyszerre csak egyetlen térbeli
iranyra vetett vetiilete adhatoé meg, amely ugyancsak kvantalt értékd.

2)Amikor 1j koordinatarendszerre tériink at, a kiilonbozs spinvetiiletd kompo-
nensek transzforméciés szabédlya megegyezik a kiilénb6z6 palyamomentum vetiilett
komponensek (108), (109) transzforméacios szabalyaval (részletesebben 1d. a kivetke-
z8 fejezetben).

Tegyiik fel tehat, hogy egy tomegpont (egy adott tipusi elemi részecske) spinjének
a nagysaga fiy/s(s + 1)-el egyenld, ahol s a spinkvantumszdm, a korabbi [ kvantum-
szam megfelelGje. Ezt roviden ugy fejezziik ki, hogy a részecske s spinti. Egy adott
tipustu elemi részecske s spinkvantumszama a tomeghez és a toltéshez hasonloéan a
részecskére jellemz6 rogzitett paraméter (szemben [-el, amely tetszéleges nemnegativ
egész érteket folvehet). A spin z-tengelyre vetett vetiilete iimg-el egyenls, ahol az my
kvantumszam 2s + 1 kiilonbozé értéket vehet fel a —s < mg < s intervallumbol.

A spinnek — mint impulzusmomentum vektornak — a helyzetét a kvantumme-
chanika szerint nem lehetséges részletesebben meghatarozni, mint a z-tengelyre vetett
vetiiletének a megadasaval. Ezért ha magat ezt a vetiiletet — pontosabban a vetiiletet
meghatarozo kvantumszamot —, tekintjiik j koordinatanak, akkor ennek a koordi-
natanak a megadasaval a spinallapotot a lehetd legkimeritébben jellemeztiik.

Legyen tehat az 0j spinkoordindta az mg szam, ami 2s + 1 diszkrét értéket vehet
fel a (—s, s) intervallumbol. Az s-spind részecske hullamfiiggvénye eszerint

Y(x,y, z,my)

alakt. Ennek a hullamfiiggvénynek a fizikai jelentését a Born-hipotézis megfeleld ki-
terjesztésével adhatjuk meg: Annak valoszintisége, hogy a témegpontot a tér z, y, z
koordinataja pontjanak dS) kérnyezetében észleljiik, és a z-tengelyre vetett spinvetii-
letét fimg-nek talaljuk, w(zx,y, z,ms) - dQ2-val egyenls, ahol
w(l', Y, z, ms) = |’(/J({E, Y, z, ms)|2~
Ez a formula feltételezi, hogy a skalarszorzat és a normalasi feltétel az mg szerinti
Osszegzést is tartalmazza:

45Fy a feltevés utdlag igazolodik azaltal, hogy az impulzusmomentum olyan altalanos elméleté-
be foglalhat6, amely a forgatasok geometriai tulajdonsigain alapul és az érvényességét hatalmas
tapasztalati anyag bizonyitja.
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—a—a

(¥, ¢) = Z /dQ (x,y,z,ms) P(x,y, 2z, mg).

ms=—s

Egy diszkrét fiiggvényargumentumot mindig tekinthetiink — argumentum helyett
— indeksznek és ez a megszokottabb felfogasmod. (Egy folytonos indekszet viszont
természetesebb fliggvényargumentumként kezelni — a 17.fejezetben ezzel az érvvel
értelmeztiik 4t a folytonos indekszii vektorkomponenseket hullamfiiggvénnyé.) Ter-
mészetesen az, hogy az mg diszkrét valtozo indeksz vagy fiiggvényargumentum, a
lényeget egyéltalan nem érinti, de a matematikai beidegz6déseink miatt célszertbb,
ha a tovabbiakban inkabb indeksznek tekintjiik:

w(i’%y’ zva) — wms (397y7 Z)7

a valoszintiségi strtiség és a skalarszorzat pedig

w(‘rvyv Z; mS) = |wms (x’ ya Z)|27

—»—»

GdH= 3 [ 49 b 2,5, 6. (01,2).

ms=—s

Egy s-spinti tomegpont hullamfiiggvénye tehat egy 2s 4+ 1 komponenstd oszlop.
Az 1.komponens absz. érték négyzete annak valoszintiségét adja meg, hogy a spin z-
vetiiletét fis-nek, a 2.komponensé azt, hogy fi(s—1)-nek, si.t. a (2s+1)-ik komponensé
pedig azt, hogy ezt a vetiiletet —hs-nek talaljuk.

Arra az elég megleps kovetkeztetésre jutottunk, hogy a klasszikus mechanika for-
gasi impulzusmomentumanak megfelels tulajdonsag a kvantumelméletben egyszertien
abban fejez6dik ki, hogy a hulldmfiigguény tébbkomponensd. Ha pl. a hullamfiiggvény
vektormezd, akkor a részecskének, amit leir, 1-s spinje van. Ekkor lesz a kompo-
nensek szama éppen harom, és egy vektor transzformécids torvénye azonos az Y7,
gombfiiggvények transzformacios térvényével. Ez abbol kovetkezik, hogy — mint az
50.fejezetben lattuk, — az Yi,,,-k az 7 helyzetvektor x, y, z komponenseinek a line-
arkombin&cioi.

Az s a palyamomentum [ kvantumszaménak az analogonja, és eszerint valami-
lyen egész szamnak kell lennie. Ebbdl az kévetkezik, hogy egy hullamfiiggvénynek
csak paratlan szamu komponense lehet, és ez szoget {it az ember fejébe. Miért ne
lehetne pl. kétkomponenstd hullamfiiggvény is? A gyanu jogos: az, hogy az impul-
zusmomentum nagysagit meghatarozé kvantumszam csak egész értékeket vehet f6l,
a pdlysimpulzusmomentum specifikuma, annak kévetkezménye, hogy I-t az z, y, z-t6l
fliggs polinomok tulajdonsagai hatarozzak meg. A spinnek azonban nincs koze a ko-
ordinatakhoz, és ennek kovetkeztében — mint latni fogjuk, — az egész értékek mellett
félegész értékeket is felvehet: s =0, 1/2, 1, 3/2,.... Az —s < my < s képlet félegész
s-nél is érvényes, de ekkor az ms-k maguk is félegészek. A komponensek szama minden
s-nél (2s+1)-el egyenls. Félegész s-nél ez a szam pdros. A kovetkezs fejezetben a spin
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lehetséges nagysagara vonatkozo kérdést tiszta matematikai feladatként fogalmazzuk
meg és ismertetjitk az altaldanos megoldés legfontosabb kévetkeztetéseit.

3.53. A forgatasok és dbrazolasaik

A feladat tehat az, hogy az s lehetséges értékeit olyan j gondolatmenet alapjan al-
lapitsuk meg, amely nem a palyamomentumon alapul. Induljunk ki abbél, hogy a
hullamfiiggvény tobbkomponenst, és probéaljuk megérteni, miféle szempont korlatoz-
hatja a komponensek szdmat.

Legyen ¢(x,y, z) n-komponenst, ©;(x,y, z) komponensekkel (i = 1,2,...,n). Ve-
gylink egy tetszSleges P pontot, helyezziik a koordinatarendszer origojat P-be, és
kérdezziik meg, mi torténik a P-beli ¥(0,0,0) = ¢-vel, amikor a koordinatarendszert
elforgatjuk.

Csak az torténhet, hogy a 1 komponensei megvaltoznak tgy, hogy az 4j kom-
ponensek a régiek linearis kombinaciéi. Komponensekben és matrixalakban ezt igy
irhatjuk fel:

V= > Rijiy,
(111)
Y = Rip.

Az R métrix elemei az elforgatast meghatarozo «, 38, v Euler-szdgek fiiggvényei.

Kérdés: Bizonyos-e, hogy minden n-nél lesz olyan R(a,ﬁxy) matrix, amely a
forgatasok hatasat korrekt modon dbrdzolja?

Két egymas utan elvégzett forgatas ugyanis Gjra egy forgatas, amelynek az Fuler-
szogeit az adott sorrendben vett két forgatas Euler-szogei hatarozzak meg (a forga-
tasok csoportot alkotnak). Az eredd elfordulast meghatarozé formulak bonyolultak,
csupén az illusztracio kedvéért irjuk fel cket:

sin g
sin(ag + 72)
cos 3 = cos B - cos B — sin By - sin By - cos(ag + 72)

sin 84
sin(ag +v2)

ctg (o — ay) = cos P - ctg (a1 + y2) + ctg b1 -

ctg (v — 1) = cos By - ctg (a1 + 72) +ctg fa -

Most meg tudjuk mondani pontosan, mikor dbrdzolja az ]A%(a, B,7) matrix a for-
gatasokat. Akkor, ha a kovetkezs két szamités ugyanarra az eredményre vezet:

1)Az R(ay, B1,71) segitségével kiszamitjuk a ¢ elss forgatés utani komponnenseit,
majd ezekre az 0j komponensekre R(ag, B2,72)-vel hatva kiszamitjuk a két egymas-
utani forgas utani komponenseket;

2)Az ered§ elfordulés fenti formulai alapjan kiszamitjuk az «, S, v eredé Euler-
szogeket, és az eredeti ¢ komponenseibdl az ]:Z(a, B,7) segitségével szamitjuk ki az
ajakat.

Formulaban: . R .

R(a, B,7) = R(ag, B2,72) - R(ax, B1,m) (112)
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(a jobboldalon méatrixszorzas értendd).

Ez a feltétel nagyon kemény. Csak n = 3-nal konnytd kielégiteni, mert a vek-
tor transzformécios torvénye a szemlélet szaméra nyilvanval6é. Az altalanos esetben
azonban a szemlélet nem nyujt segitséget6.

A feladatot — ennek ellenére — sikeriilt teljes altalanossagidban megoldani. Az
eredmény a kovetkezs pontokban foglalhato Gssze:

1)Ha talalunk 3 olyan Mm,, My, MZ n X n-s matrixot, amelyek kielégitik az

M, - M, — M, -M, = iM,
M,-M,—M,-M, = iM, (113)
M, M, — M, -M, = i,

relaciokat, akkor ezekbdl kiindulva mindig megkonstrualhato az forgascsoportot ab-
razolo R(a, 8,7) n x n-s métrix-fiiggvény. Az M; métrixokat ezért az R abrézolés
generdtorainak nevezzik.

2)Minden n-nél talalhaté végtelen sok ilyen méatrix-harmas. Ezek azonban csak
a koordinata-bazis valasztasaban kiilonboznek egymaéstol, alkalmas bazisvéilasztassal
azonos alakra hozhatok. A standard alak két legfontosabb tualjdonsiga az, hogy
mindharom matrix hermitikus (19.fejezet), ezen beliil M, diagonalis és diagonalis
elemei cs6kkend sorrendben kivetkeznek. Igy végiil is minden n-nél egy és csakis egy
olyan matrixharmas van, amelyik eleget tesz (113)-nek, és — ennek megfelelGen, —
csak egy standard alakt ]:2(04, B,7) matrix-fiiggvény, amely kielégiti (112)-t.

86.Feladat: mutassuk meg, hogy az
1 0 0
0 —i M,=10 0 O
0 0 -1

A L (010
My=—1[1 0 1| N, =
V2o 1 0

métrixok standard alaka generatorok.
Megoldas: Az M, standard alakid, mert diagonalis, és a diagonélis elemei rendre
+1, 0, —1. A matrixszorzasok elvégzésével (113) teljesiilése konnyen igazolhato.d
3)n = 2s + 1-nél a standard alaka R a
. .
Dy (0, B,7) = €71y, (B)e ™"

/
msm/

Wigner-fiiggvényekbdl képzett méatrix (transzponéltja).
A (108), (109) képletek megfelelsi a kovetkezsk:

Uy = Y P, - Dy s (0, 8,7), (114)

461tt jegyezziitk meg, hogy n-komponensii mennyiségrél csak akkor beszélhetiink, ha a komponensek
nem valaszthatok szét csoportokra tgy, hogy az egyes csoportokon beliili komponensek mindig csak
egymas kozott kombindlodnak. Két vektor hat komponensét nem hatkomponensii mennyiségnek
tekintjiik, hanem két hdromkomponensiinek.
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Ume = Y D (0, 8,7) - ¥ (115)

mi=—s
*okk

Az egész és a félegész indekszii Wigner-fiiggvények kozott van egy markans kii-
l6nbség: egész indeksznél minden forgatishoz egyetlen matrix tartozik, félegésznél
azonban kettd, amelyek elGjelben kiilonboznek egymastol. Az «, 8,y Euler-szogi for-
gatés ugyanaz, mint amit az o+ 2w, 8,y hataroz meg. A fenti képlet alapjan azonban
a Dy . (a,B,7) ésa Dy (a + 27, B, ) fiiggvény félegész s-nél — amikor my is
félegész, — az e s faktor miatt elGjelben kiilonbozik egymastol:

efzms(a + 27) —ims - 2T | —imsa _ _ —imsa

=e (my félegész).

Ha a ¢ komponensei maguk megfigyelheté mennyiségek volnanak, ez a kétérté-
kiiség elegendd ok volna arra, hogy paros szamu komponensbdél all6 mennyiségek ne
létezhessenek. Valoban, ebben az esetben a koordinatarendszer 27 szogi elforgatasa-
val be lehetne bizonyitani, hogy ¥ = —, azaz ¢ = 0. A kvantumelméletben azonban
nem okoz probléméat, ha a hullamfiiggvény csak elGjel erejéig van meghatarozva. A
kvantumelmélet szerint ugyanis a ¢ csak a [1)|%-t tartalmazo valoszintiségeken keresz-
til figyelhetd meg, és ez a kombinacié mentes az elGjelbizonytalansagtol. Ezért nincs
megtiltva, hogy a hullamfiiggvénynek lehessen péaros szami komponense is.

A klasszikus fizika mennyiségei azonban maguk észlelhetsk a hatésaikon keresztiil
(nem valosziniségi természettiek), ezért a klasszikus fizikdban talalunk 1-komponenst
skaldrokat, 3-komponensd vektorokat, 5>-komponensi tenzorokat — egyszdval paratlan
komponenst mennyiségeket*” —, de paros komponensbdl allé spinorokat nem.

3.54. A feles spin (s =1/2)

A stabil anyag minharom alkotoeleme — az elektron, a proton és a neutron —, feles
spint, ezért a feles spin elmélete kiemelked§ szerepet jatszik a kvantummechanikaban.
A tovabbiakban csak ezt targyaljuk.

Az s = 1/2-hez tartozo generatorok a (26) képletben bevezetett Pauli-matrixok
1/2-szeresei: M, = 1/2 - 0;(i = x,y,2z). Ezek valoban eleget tesznek a standard
generatorokra kirott feltételeknek (1d. a 24.feladatot) és a forgasok D}Y{fm,v Wigner-
fliggvények altal torténs abrazolasat generaljak. ’

47 A paros komponenst mennyiségeket spinoroknak, a paratlan komponenstieket tenzoroknak ne-
vezziik. A skalar és a vektor a tenzor két specialis esete.
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Egy feles spint részecske hullamfiiggvénye a

wl(x,% 2, t)
Y(z,y,2,1) = (116)
d}Q(x?ya Zat)

kétkomponenst spinor. Annak valoszintségi strtsége, hogy a részecskét a t pillanat-
ban az z,y, z koordinataja pont koriili df2 tartomanyban talaljuk és a spin z-vetiilete
+h/2, ill —h/2 legyen, wy jo-el és w_; /o-el egyenls:

Wy/2 = |¢1(I,y72at)|2 W_1/2 = |w2(z7y72ﬂt)|2'

A kovetkez6 lépés az, hogy bevezessiik a spinnel, mint fizikai mennyiségekkel kap-
csolatos operatorokat olymodon, hogy legyenek Osszhangban a kvantummechanika
altalanos elveivel, valamint azzal, amit a spinrél eddig mondottunk.

A koordinatakkal valo szorzas és a parcialis derivalasok mellett olyan operatoraink
is lesznek, amelyek a matrixszorzas szabélyai szerint a spinkoordinatakra (a hullam-
fiiggvény indexére) hatnak. A spin z-komponensének az operatorat a komponensek
mar ismert fizikai jelentése alapjan azonnal fel tudjuk irni:

S, = gaz - (‘LE/Q _2/2) . (117)

Ez a képlet igy indokolhat6: A méatrixszorzas szabalya szerint

A _ +h/2-’(/)
b = (—h/zwl)'

Ha ¢, = 0, akkor ez a képlet 5’21/1 = +h/2 -1 alakava valik, vagyis ez a specialis ¢
az S, operator +h/2 sajatértékhez tartozo sajatfiiggvénye?®. A kvantummechanika
altalanos elvei szerint ebbdl az kovetkezik, hogy az olyan hullamfiiggvényt allapotban,
amelyben csak a fels6 komponens kiilonbozik zérustol, a spin z-komponense +5/2-vel
egyenld. Ez valoban igy is van, hiszen ekkor w_,,, = 0.

Hasonloan, amikor a t-nek csak alsé komponense van, akkor az SZ operator —h/2-
héz tartozo sajatfiiggvénye.

Egy olyan v spinor, amelynek egyik komponense sem zérus, nem sajatfiiggvénye
S.-nek, hanem az S, operator w4 normélt sajatspinorjainak a linedrkombinécidja:

o) ()

oowy =twy — S,wy = +h/2w4

48Pontosabb lenne a sajatspinor elnevezés.
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w=(52) = 0r (o) + v (3) = v + .

A Born hipotézis segitségével ebbdl a képletbdl is leolvashato, hogy w/, = [91]? és
w_q/5 = |12 B

Keressiikk meg most az Sz és y komponensét. A kovetkezs szempontokat kell
figyelembe venni:

1)Feles spinnél M; =1 /2-0;. Az M;-k a geometriai elmélet generatorai és a hdrom
M; komponens nyilvan teljesen egyenértéki.

2)Az S, komponensei szintén egyenértékiiek egymassal.

3)Az S, az M, = 1/2 - o, generator fi-szorosa.

Ezeknek a szempontoknak az alapjan aligha vitathato, hogy az

S; = hM; (118)
egyenlGségnek i = x,y, z-nél (és minden n-nél!) egyarant érvényesnek kell lennie. A
(118) mellett tovabbi nyomés érv, hogy fennéllasa esetén az S komponensei az (113)

kovetkeztében ugyanolyan tipusi cserereldcioknak tesznek eleget, mint L komponenser:

(82,5, = ins.
[S*y, SZ] — kS, (119)
(5.8, = ins,
Specidlisan s = 1/2-nél
S, =h/2-0, S,=h/2-0, S.=h/2 0., (120)

amelyre (119) teljesiil (1d. a 24.feladatot). Ezek az operatorok hermitikusak (29.fel-
adat), a sajatértéke mindharomnak +5/2-vel egyenls (35.feladat). Mindez arra mutat,
hogy a spinoperatorok (120) szerinti megvélasztasa korrekt.

87.Feladat: Keressiik meg az 52 operatort.
Megoldas: A 23.feladatban lattuk, hogy o2 = I (egységmétrix), ezért
g2og. g2l L)
T4 2 '
Az $%-nek tehat egyetlen sajatértéke van (3h2/4), ami — mint varhato, — i2s(s+1)-el
egyenli.de
88.Feladat: Keressiik meg az S, és a S, sajatspinorjait.
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Megoldas: A 35.feladat felhasznalasaval

€
Spuy = +h/2 ug Uy = \/f
2
1
Syvi =+h/2 vy vy = \/f &
+

A feles spinnel rendelkezd részecske hullamfliggvényére hatd operatorok készlete
tehat kiboviilt a harom S;-vel. Ezek kommutélnak a korabbi hat fliggetlen z, ¢, 2,
Dz, Dy, P- operdtor mindegyikével. Err6l kénnytd meggy6zédni. Példaul S, és Dz
felcserélhetGsége a

On 0o
0 (¢> AN B
Ox " 7 = = s
Ox \Y2 1 0 % %
ox ox
2
)-8 )32
0z" ve) Oz \1 0)\¢2) 0z \¥1) Ay
Oz

kifejezések egyenlGségének a kévetkezménye.
Amikor a részecske spinéllapota a tér minden pontjaban minden idépillanatban
ugyanaz, akkor a hullamfiiggvény a

(@, y, 2,t) = f(z,y,2,t) - (ab)
szepardlt alakt, konstans spinorkomponensekkel (a spinort normaltnak tételezziik fel:
la|?> + |b|?> = 1). Egy ilyen hullamfiiggvénynél a spinallapot valéban allando, hiszen
akarhol talaljuk a témegpontot, minden t-ben |a|?-el és |b|-el egyenls annak valoszi-
nisége, hogy ms-t +1/2-nék, illetve —1/2-nek talaljuk.
Példéaul a szabadon mozgo feles spint részecskénél ez a helyzet:

By, 1) = dFT=wt) (qp).

Ilyen esetekben a spinallapot vizsgélatanél el fogunk tekinteni a hullamfiiggvény
koordinata- és id&fiiggd részének az allando kifrasatol. Az alabbi feladatot mar igy
kell érteni.
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89.Feladat: Mérjiik meg a részecske z-irdnyt spinvetiiletét és azokban az esetek-
ben, amikor +A/2-nek talaljuk, mérjiik meg az a-iranyu vetiiletet. Hatarozzuk meg a
mérési eredmények valoszintiségeit.

Megoldas: Az elsd lépésben szelektalt részecskék allapotfiiggvénye w, . Fejtsiik ki
ezt az S, sajatallapotai szerint:

1 1
w+ = ﬁu_,_ —+ ﬁu_.
A Born hipotézis szerint annak valoszintisége, hogy az z-komponenst +//2-nek talal-
juk, Wy = 1/2-el egyenls.d

Kok

Amikor a részecske spinvetiilete a z-irdnyra +7/2-vel egyenld (vagyis a hullam-
fliggvénye w, ), azt mondjuk, hogy +z irdnyban polarizdlt. A w_ &llapotban a pola-
rizaci6 iranya —z. Azt gondolhatnank, hogy csak bizonyos speciélis spinorok irnak le
polarizalt részecskét, de ez nincs igy. Megmutathato, hogy minden kétkomponenst
spinorhoz megtalalhaté az az 7t irany a térben, amely a részecske polarizacios iranya.
Ez azt jelenti, hogy ha az 7 irany spinvetiiletet mérjiik, akkor azt hatarozottan +h/2-

nek talaljuk. Ezt a tényt agy is kifejezhetjiik, hogy az adott spinor az S, = (7 - S)
operator +h/2 sajatértékhez tartozo sajatspinorja:

NORA!

Az allitas jobb megértését talan elGsegiti, ha felirjuk (bizonyitas nélkiil) azt a
képletet, amellyel az 77 polarizacioés iranyt hozza lehet rendelni egy spinorhoz:

= ((02), {0y), (02)) = (F)-

A szigletes zarojelek atlagképzést jelolnek (48.feladat). Ha az a,b komponensekkel
rendelkezG spinort -vel jeloljiik, akkor pl.

(02) = (¥, 020) = YT (0.9)1 + Y3(020)2 = a™b + b a.

Ha a v normalt, akkor az igy definialt 7 egységvektor.

Az anszamblok nyelvén (27.fejezet) az allitdsunkat tgy is megfogalmazhatjuk, hogy
a feles spini részecskék tiszta dllapoti anszamblja mindig polarizdlt valamilyen irdny-
ban. A keverék ellenben részlegesen polarizalt (vagy polarizalatlan) nyalabot ir le (1d.
lentebb a 91.feladatot).

Miutan adott kétkomponenst spinorhoz mar meg tudjuk talalni a polarizaci6 ira-
nyat, nézziik meg a forditott feladatot is: keressiik meg azt a kétkomponensi spi-
nort, amely adott 77 irAnyban polarizalt részecske hullamfiiggvénye. Ezt a feladatot
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legegyszertibben a Drlr{fm, Wigner-fiiggvények segitségével oldhatjuk meg, amelyek
a kétkomponenst spinorok transzforméciojat hatarozzak meg a koordinatarendszer
elforgatasakor.

Az alabbi tablazat magukat az 1/2-indekszii Wigner-fiiggvényeket tartalmazza:

A D'/? Wigner-fiiggvények.

msm/

m,=1/2 m,=—-1/2
ms=1/2 eia/2 -cosg /2 _emi/2 'sing /2
ms=—1/2 eler/2 ~sin§ e~ 1/2 ela/2. cosg - et1/2

Keressiik meg tehat a megadott 7 iranyban polarizalt részecske 1, spinorjat (az S,
operator +h/2 sajatértékhez tartoz6 sajatspinorjat) abban a K koordinatarendszer-
ben, amelyben az 7 iranyt megadtuk. Az 7i-t specializdljuk annyiban, hogy fekiidjon
az xz-sikban és z-komponense legyen pozitiv.

Ekkor abban a K’-ben, amelynek o7 tengelye 7 iranyu (és oy’ I 03/), a ré-
szecske hullamfiiggvénye wy. Ez a K’ nyilvan o = v = 0, 8 = arcsin n, Euler-szogi
forgatassal kaphato KC-bol, ezért (114) alapjan

1/2
Yum, = D Dy (0.8,0) - ¢ = D)% 5(0,5,0)

mi=—1/2

(felhasznaltuk, hogy ¢’ = w;-nak az als6 komponense 0, a fels6 komponense pedig

1).

A tablazat segitségével kapjuk a 1, komponenseit:

" B . . B
¢n1/2=Di/§1/2( B, )—0085 Pn —1/2:D112/2 1/2( , B, )—sm§,
vagyis
BB\
UV = cos 7 sin o 7i=(sinfB, 0, cosfB), 0< B <. (121)
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Ha ebben a gondolatmenetben w-t w_-al helyettesitjiik, akkor a —7 irAnyban
polarizalt részecske i_,, spinorjat kapjuk meg:

Yoy = (— singcos g) = (sinf, 0, cos ), 0 < B <. (122)

A h
Egyszeri trigonometrikus atalakitassal igazolhato, hogy S,¢+, = :I:y/)in, ahol —

mint mar sz6 volt rola, —

—

Sn = (ﬁ : S) = (cos Bsin f — sin 5 cos B) (Vim = ).

Ezek a képletek a kovetkezét mutatjak: Ha egy részecske a z-tengellyel 8 szbget
bezaro i iranyban polarizalt, akkor a z-irdnyu spinvetiilet méréskor cos? 5 val6szint-
séggel +7i/2-t, sin? g valoszintiséggel —h/2-t kapunk eredményiil. Ezt egy kissé mas
forméban a kévetkezd feladatban foglaljuk Gssze:

90.Feladat: Mi a Wy(ii) és a Wy(—i) valoszintisége annak (7 =
(sin 5,0, cos ﬂ)), hogy az 71 és a —1n irdnyban polarizalt részecske z-tengelyre vetett
spinvetiiletét +//2-nek talaljuk?

Megoldas: A (121) és a (122) alapjan

Vy = cosé-ug—i—sin%-w,
Y_p = —sing-er—&—cosg-w,.

A valoszintségeket a (59) altalanos szabaly alapjan szamoljuk:

W () = () = cos® W () = l(w_. 5,)|? = sin? &
W (=) = (o) = sin® 0 W (1) = (-t = cos? 5.

&

91.Feladat: allitsunk el keveréket, amelyben a v, és a 1_,, tiszta allapotok p,
és p_ valoszintiséggel fordulnak elg. Mi a W, valoszintisége annak, hogy z-irdnyu
spinvetiilet mérésekor +4/2-t kapjunk eredményiil?
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Megoldas: Az el6z6 feladat eredménye alapjan

Wy = py Wo () + p Wi () = py cos® 5 4 p_sin® 5 =
1+ cosp 1—cosfp 1
=yt +p- = S [1+ (py —p-)cos ]
2 2 2
W_ =p,W_(7) + p_W_(—7) = py sin? g + p_ cos? g =
1—-cosp l1+cosp 1
=P +p- 5 25[1+(p——P+)C085}~

Amikor p; = 1, p_ = 0 (vagy megforditva), a nyalab polarizalt és visszakapjuk a
polarizalt nyalabra érvényes valosziniségeket. Polarizalatlan nyalabnal (p; = p_ =
1/2) W, = W_ = 1/2. A t6bbi esetben a nyalédbot részlegesen polarizdltnak nevezziik.

A koordinatarendszer z-tengelye és az 7 irany onkényesek. Ezt figyelembe véve a
polarizalatlan nyalabra kapott eredményiinket a kdvetkezs két allitasban foglalhatjuk
Ossze:

1)A polarizalatlan nyalab elgallitasa szempontjabol kézombds, hogy az 7 iranyt
milyennek valasztjuk (csak egy ,polarizdlatlan allapot” van).

2)A polarizélatlan nyalab spinvetiiletét mérve valamilyen irdnyra a +h/2 értékeket
az irdnyvalasztastol fliggetleniil mindig egyenls valészintiségilinek talaljuk.de

3.55. A Stern-Gerlach kisérlet (1921)

Ebben a kisérletben igazoltak elGszor, hogy az impulzusmomentum vetiilete minden
térbeli tengelyre kvantalt értéket vesz fel. Az eredeti kisérleteket semleges atomokkal
végezték. Az aldbbiakban a neutronspinre vonatkozo analdg kisérletet ismertetjiik.

Ha az impulzusmomentum t6lt6tt részecskék mozgasaval kapcsolatos, akkor még-
neses dipolnyomaték tarsul hozzé (Elektrodinamika jegyzet 19.fejezet). Lattuk (12.fe-
jezet), hogy a hidrogénatomban keringé elektron méagneses dip6élnyomatéka ardnyos
a palyamozgés L impulzusnyomatékaval:

e -
i=—L.
H 2m
Ezért — az altalanos receptiink szerint, — a magneses dipélnyomaték operdtora
— e =
_CF
a 2m

Az elektron relativisztikus Schrodinger-egyenletébdl (a Dirac-egyenletbdl) kovet-
kezik, hogy az elektron spinb@l szarmazo6 magneses nyomatéka nagyon hasonléan fligg
Ossze a spinnel, a tengely-koriili forgas kvantummechanikai megfelelgjével:

et

€
m

=
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A proton és a neutron méagneses nyomatékanak az operatorat pedig a

>l

= 28-S  (protonra)
myp
Po— 10ldg
o= . (neutronra)
mnp

képletek szerint kell megvalasztani ahhoz, hogy a tapasztalatokkal sszhangban legye-
nek?®”.

A Stern-Gerlach kisérlet azt hasznalja ki, hogy méagneses mez§ segitségével lehet
hatni a magneses dipélnyomatékra és ezen keresztiil a spinre.

z

neutronnyalab
>

s B=0
Kvantummechanika

Klasszikus mechanika

25. abra.

Az Elektrodinamika jegyzet 10.fejezetében lattuk, hogy elektromos mezdében az 7
pontban tartézkodé pontszeri elektromos dipélra az

M = (7 x E)
forgatonyomaték és az . Lo
F(r) = (p- V)E(F)
eltéritd eré hat (a p az elektromos dipdlnyomaték vektora). Ezeknek a képleteknek

a magneses analogonjat nem targyaltuk, de megjegyeztiik (Elektrodinamika jegyzet
19.fejezet), hogy § — ji, E — B helyettesitéssel kaphatok®® az elektromos dipélra

49 A neutron magneses dipélnyomatékanak a léte arra mutat, hogy a neutron nem igazan pontszert,
vannak toltott OsszetevSk benne.
50 Az Elektrodinamika jegyzetben a mégneses dipélnyomatékot m-el jeloltiik.
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érvényes képletekbdl. Eszerint a pontszert méagneses dipoélra haté forgatonyomaték
és eltérits erd képlete a kovetkez6:

M = (ji x B)

- S 0B 0B 0B

F(7) = G- D)B0) = o+ + 1025

A kisérletet a klasszikus mechanika és elektrodinamika alapjan gondoltak ki, ezért
el6szor tegyiik fel mi is, hogy a neutron egy klasszikus elektromosan semleges to-
megpont /I magneses nyomatékkal, amely a tengely koriili forgas (klasszikus spin) S
impulzusnyomatékaval aranyos. Azért kell elektromosan semleges részecskét valasz-
tani, hogy ne hasson ra Lorentz-er6. A nagyon keskeny neutronnyaldbot specialis
magnespofak (Stern-Gerlach magnes) segitségével létrehozott erésen inhomogén még-
neses téren engedik keresztiil. A nyalabot magat tekintjiilk y-tengelynek. A még-
nespofak kitiintetnek egy iranyt, a berendezés ,tengelyét” (ezt tekintjiik z-irdnynak)

(123)

= 0B
azaltal, hogy az z-tengely mentén a B és a — vektornak csak a z-komponense az,

ami szamottevs. A tengely egybeesik a mégneézes tér leggyorsabb valtozési irdnyaval.
A z-ranyd magneses térben a dipolra hato forgatonyomaték olyan, hogy — kons-
tans p, mellett — a dipolnyomaték vektora precesszal a z-irdny koril. Ennek ko-
vetkeztében a p, és a p, komponensei atlagban nullék lesznek és az ezekkel ardnyos
tagok az eltérité er6bdl elttinnek. Mindezek alapjan az eltérits erd z-iranyu lesz:

0B
ML

Vizsgéljuk meg, hogyan tériilnek el ebben a berendezésben a ,klasszikus” neut-
ronok. Ha a nyaldb nincs specidlis médon elSkészitve, akkor az egyes neutronok
(klasszikus!) dipolnyomaték vektorai azonos valdszintséggel mutatnak minden irany-
ba. Az eltériilés mértékét és iranyat a pu, komponens nagysiga és elGjele hatarozza
meg. Egyenletes iranyeloszlasnal annal tobb részecskének van adott p, kornyezetébe
es6 komponense, minél kisebb ennek a u.-nek a nagységa Ezért ha a magnesbdl torté-
né kilépés utan a részecskék z-iranyu eltériilését regisztraljuk, olyan eloszlast kapunk,
amelynek a maximuma az y-tengelyen, a nyalab eredeti péalyajanal van. Roviden ezt
ugy fejezhetjiik ki, hogy a nyalab z-tengely mentén csupéan szétkenddik, de nem hasad
fel.

A valoségosan elvégzett kisérlet azonban ettdl a klasszikus varakozastol eltérd ered-
ményre vezet. A magneses tér hatasara a nyalab kettévdlik, az egyik rész maximuma
a +z tengelyen, a masik részé szimmetrikusan a —z tengelyen lesz. Ha preparélatlan
nyaldbot hasznalunk, akkor a neutronok fele-fele aranyban oszlanak meg a résznyala-
bok kozott.

Ha most kivalasztjuk a két résznyalab koziil az egyiket, mondjuk azt, amelyik a
tengely pozitiv iranyédban (a haromszoglet magnespofa felé) tériilt el és ezt egy ujabb
Stern-Gerlach méagnesen vezetjiik keresztiil, akkor ennek az ijabb méagnesnek a hatasa

F=F,

149



attol a (B szogtdl fog fliggni, amit a két berendezés tengelye bezar egymaéssal®l. A
maésodik berendezés is két részre valasztja a raes6 nyaldbot, de a két 1j résznyalabban
a neutronszam nem egyenld: a pozitiv iranyban eltéritett résznyalab neutronjainak a

szama cos> 2

§—Vel, a negativ iranyba eltéritetteké sin® —-vel aranyos.

Ez a kisérleti eredmény arra mutat, hogy a Stern-Gerlach berendezés a tengely-
iranyra (a méagneses mezd leggyorsabb valtozasi iranyéara) vetett spinvetiiletek szerint
rendezi a neutronokat. Ha ugyanis ezt tételezziik fel, a kisérlet eredményei az el6-
z8 fejezet képleteibsl azonnal kovetkeznek (feltéve, hogy a beesd nyalab polarizalat-
lan). Ezt az interpretaciot még azzal is lehet igazolni, hogy a neutronok Schrodinger-
egyenletében figyelembe vessziik a mégneses tér hatasat, vagyis a Hamilton-operétort
kiegészitjiik a —/ - B(F) taggal®?, ami a dipélnyomaték és a mégneses mez6 kdleson-
hatasat veszi figyelembe. Az igy kiegészitett Schrodinger-egyenlet (Pauli-egyenlet)
megoldasa azt mutatja, hogy a hullamfiiggvény valoban két z-irdnyban szeparalt hul-
lamra bomlik és a talalati valoszintiség a kisérletben tapasztalt aranyban oszlik meg

a résznyalabok kozott.

kok >k

A kovetkezs fejezetben a hidrogénspektrum targyalasanak rovid Osszefoglalasat
adjuk a Schrodinger egyenlet alapjan. Ez a véazlatos ismertetés semmiképpen sem
tiikkrozi a probléma és a Schrodinger altal talalt megoldas igazi jelent&ségét.

3.56. A hidrogénatom

A hidrogénatom egy proton és egy elektron kotott rendszere. A hidrogénatom tar-
gyalasa ekvivalens a Coulomb-problémaval, amelyben az elektromos mez6 forrasa az
origd, és az origd koriil kerings egyetlen részecske tomege a redukélt tomeggel egyenld.
A proton és az elektron nagy tomegkiilénbsége miatt azonban a redukalt tomeg alig
kiilonbozik az elektrontomegtdl és az alabbiakban nem is tesziink kiilonbséget k6zot-
tiik. A feladat matematikailag azonos a Kepler-problémaval, amit a mechanikaban
részletesen targyaltunk.

A Hamilton-operéator a kinetikus energia és a potencialis energia operatorainak az
Osszege. Koordinatareprezenticidoban a potencialis energia a

Coulomb-potenciallal vald szorzés, a kinetikus energia operatora pedig a 49.fejezet

51 A résznyalabok eltériilése kicsi, ezért a masodik Stern-Gerlach berendezés tengelye is az y iranyra
merdleges xz-sikban fog fekiidni.

52z a képlet az Elektrodinamika jegyzet (46) képletének magneses megfelelGje operatorositott
alakban.
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alapjan

R, R [& 2 9 1 .,
vi=- [a a} I

Ennek alapjan a Coulomb-probléma Schrédinger-egyenlete a kovetkezd:

G [8% 2 aﬂJr 1

" 2m 2m 2mir?

A 2 62

2m | or2 ¢ Or 2mr2L v T v =By (124)

Lattuk (74. és 77.feladat), hogy centralis erétérben H, L?2eés L, egymaéssal kom-
mutéalé operatorok. A centralis erétér nem tesz kiilonbséget a spin két komponense
kozott (nem hat a spinre), ezért negyedikként az S.-t is besorolhatjuk a kommutalo
operatorok kozé.

altalanos tételiink szerint ennek a négy operatornak van kozos sajatfiiggvényrend-
szere, amelyet annak alapjan lehet kivilasztani, hogy tagjai a 1, ¢ valtozokat csak
az Y (9, ¢) kombinacioban tartalmazzak, és vagy a felss- vagy az alsé komponen-
siik nulla (a z-irdnyt spinvetiilet a +7/2-k egyike). A H-nak azt a sajatfiiggvényét
tehat, amely L2-nek h2l(I + 1) sajatértékhez, L.-nek hun sajatértékhez, S,-nek pedig
— mondjuk — a /i/2 sajatértékhez tartozo sajatfiiggvénye, a

1/’(7’7197 Sﬁams) = R(T’) : }flm(ﬂ, QD) : 5ms 1/2

szorzatalakban kell keresniink.

Irjuk ezt (124)-be. Ha felhasznaljuk, hogy L? nem hat R(r)-re (49.fejezet), akkor

konnyt latni, hogy az Y, - 0,,, 1/2 szorzattal lehet egyszertisiteni. Ezutdn egyval-

tozos (kozonséges) diff. egyenlet marad vissza az R(r) ismeretlen fliggvényre és —
természetesen — az E energiasajatértékre:

2 2

_i [R” + 2R’:| + M

2m r

2
e
o7 - TR=E-R (125)

Tudjuk, hogy klasszikusan a korlatos mozgésok negativ energiajiak, ezért — a 33.fe-
jezet szerint — a normaéalhaté allapotoknak (ha vannak) negativ az energiajuk. Ezért
a negativ energiaju sajatértékeket keressiik.

érdemes bevezetni R(r) helyett a xy = r - R(r) 0j ismeretlen fiiggvényt, mert

2 1
R'+ 2R = 23",
+ r X
Ha ezt behelyettesitjiik (125)-ba, a kapott egyenletet végigszorozzuk r-el és atren-

deziink, a
"y 2mE  I(l+1) me? 1

— =lx=0 126
h2 r2 + 2mh2eq T X (126)

egyenletre jutunk. Az egyenletet a 0 < r < co tartoményban kell megoldani a
x(0) = x(o0) =0 (127)
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hatarfeltételekkel. A x origdbeli eltiinése az R végességének a kévetkezménye.
A szamitas menetét nem részletezziik. Kideriil, hogy a hatarfeltételeket kielégits
megoldas csak az

P_p — me? 1 . me? 1
M 32m2edR? (ne+1+1)2 T 327m2e2h? n2
sajatenergiaknél létezik, amelyben n,. = 0,1, 2, .... A 11.fejezetben a Bohr-Sommerfeld

modellben ugyanerre a képletre jutottunk, de a zardjelen beliili 1-t ,kézzel” kellett
hozzaadnunk (n, + )-hez. Erre most nincs sziikség, mert automatikusan megjelenik.
Ha belegondolunk, hogy a Bohr-modell és a Schrédinger egyenlet szinte semmiben sem
hasonlit egymésra, nem nagy tilzas a spektrumok egybeesését csodaszamba venni.

Ha spin nem volna, az E,, sajatérték elfajulasa ugyanigy n2-el volna egyenls, mint
a Bohr-Sommerfeld modellben. A spin miatt azonban a tényleges elfajulas ennek a
duplija: v, = 2n2.

A (125) mutatja, hogy az R(r) fiiggvény E-t6l (azaz n-t6l) és I-t6] figg (az m-t6l
és az ms-t6l azonban nem), ezért az nml kvantumszamok, valamint a spinvetiilet altal
meghatarozott sajatallapot hullamfiiggvénye a kovetkezs:

wnlm :t1/2(T7797 (P7ms) = Rnl(r) : Yim('l% SD) . 6mg +1/2-

Az n = 1,2 kvantumszamu radidalis hullaimfiguények a kovetkezsk:

s/2 meQT
2 T2
Rio(r) = (ﬁ;) 2.e B
2
me
me2 3/2 me2 ——5"
RQO(T) = <8’]T€0h2> . (2 — 722 . ’f’> e 87'['607:[,
2
me
me? 3/2 me? o 327
Roi(r) = (8W60ﬁ2> . 7@2 7 cr.e Smegh?

92.Feladat: Analizéljuk az elektron talalati valészintiségének az eloszlasit az
alapallapotban. Milyen sugarnal lesz a taldlati valoszintiség maximalis?
Megoldas: Az alapallapot kvantumszémai n = 1, 1 = m = 0, m, = +£1/2 (két-
1
szeresen elfajult a spinvetiilet szerint). Mivel Yoo = T = konstans, a talalati

0
valoszintiség gombszimmetrikus. A sugir mentén a talalati valészintiség strtisége

m€2

——T
w(r) = konst -r? - e 2meoh?
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(az 72 szorzo a df) térfogatelembd] jon). Ennek a gérbének az
dmegh?
r = 5 = Qp
me

Bohr-sugdrndl van maximuma. A 3.6 fejezet képleteibdl kiolvashatjuk, hogy a Bohr-
sugér a legbelsé Bohr-palya sugaraval (r1-el) egyenls. A kvantummechanikdban csak
ilyen halvany nyoma maradt a Bohr-palyaknak, annak ellenére, hogy az energiaspekt-
rum a kvantummechanikidban is ugyanaz, mint ami a Bohr-modellben volt.

*ok >k

Attériink utolsé témakoriinkre, a pontrendszerek kvantummechanikajara. Itt ta-
lalkozunk a kvantumelmélet egyik legparadoxalisabb eredményével, a Bell-tétellel
(vagy a mikrofizikai szeparalhatatlansaggal), amely napjaink kvantumfizikai gondol-
kodéasanak egyik centrélis téméja, valamint az azonos részecskék kiilonleges viselke-
désével.

3.57. A pontrendszerek kvantummechanikaja

Az eredetileg egyetlen szabadsagi fokra megfogalmazott kvantummechanikat eddig
kétszer terjesztettiik ki a szabadséagi fokok novelése iranyaban. Az

€ m?yﬂz ‘T7y7z7m8

lancot most tovabb bdévitjiikk: ha a rendszeriink N tomegpontbdl &ll, a szabadsagi
fokok szama 4N lesz, minden tomegponthoz be kell vezetni a maga x;, y;, z;, my (i =
1,2,...,N) szabadsagi fokait. A spinnélkiili (s; = 0) tOmegpontokat természetesen
csak a Descartes-koordinataikkal jellemezziik.

Mint mar tapasztalhattuk, a kiterjesztés két alaplépésbdsl all:

1)A hullamfiiggvények az dsszes szabadsagi fok fiiggvényei. Igy pl. N = 2-nél

VY = (w1,y1, 21, Ms1, T2, Y2, 22, Ms2) = Vmoymas (T1,Y1, 215 T2, Y2, 22)-
Ennek megfelel6en modosul a skalarszorzas és a normalés képlete:
(¢, 0) =
= D ey Domnm sy J A Qe D, (X1, Y1, 215 T2, Y2, 22) B ymes (T1, Y15 215 T2, Y2, 22).

A Born-hipotézis szerint annak valészintisége, hogy az 1.részecskét az x1,y1, 21
pont koriili d€21-ben Amyg, spinvetiilettel, a 2.részecskét az xs, Yo, 2o pont koriili d€2,-
ben hmgo spinvetiilettel észleljiik,

UJ(Jfl,yh 21,Ms1,22,Y2, 227m82) . dQl . dQZ
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-vel egyenld, ahol

W(T1, Y1, 21, Ms1, T2, Yo, 22, Ms2) = |Vmymas (T1, Y1, 21, T2, Y2, 22)| 2. (128)

2)A koordinata- és az impulzusoperatorokat a Heisenberg-féle kanonikus felcserélé-
si relaciok hatarozzédk meg: minden koordinataoperator a sajdt impulzusoperatoraval
ith-ra kommutél, az Osszes tobbi kommutator pedig zérus. Ennek kovetkeztében a
koordinataoperatorok hatasa megint szorzas, az impulzusoperatoroké pedig h/i-szer
parc. derivalas a megfelel§ koordinata szerint.

A spinoperatorok minden részecskére ugyanolyan alakiak, mint amit egyetlen ré-
szecskénél talaltunk. A kiilonb6z6 részecskék spinoperatorai fiiggetlenek és kommu-
talnak egymaéassal. Pl s1 = so = 1/2-nél a 01,02,% négykomponensi mennyiség ‘11’
komponense a kovetkezs:

2 2

(0120229)11 = Z Z(le)li(a'Zx)lj'(/)ij = 1)92.

i=1 j=1

Ez a példa mutatja, hogy az 1,2,... arab szamokat két kiilonb6z8 értelemben
hasznaljuk: van 1. és 2. részecske, és mindkét részecske spinorjanak van 1. és 2.
komponense. Ez zavart okozhat, ezért a tovabbiakban 1. és 2. részecske helyett A és B
részecskérdl fogunk beszélni. Egyenlére feltessziik, hogy ezek valamelyik paraméteriik
alapjan megkiilonboztethetSk egymastol. Az el6z6 képlet ebben a jeldlésben ilyen:

2 2
(JAzUBm"/})ll - ZZ UA:c 14 JBm 1;1/@ 1#22.

i=1 j=1

A tovabbiakban N = 2-nél maradunk, az altalanositas tetszéleges N-re nyilvanvalo.

3.58. Fiiggetlen részecskék

Két témegpont ( vagy két rendszer) fliggetlenségérdl két kiilonbozs értelemben be-
szélhetiink:

1) Kauzdlis fiiggetlenségen azt értjiik, hogy a két rendszer sem most, sem a miltban
nem hatott kolcson (nem érintkezett) egymassal.

2)Statisztikus figgetlenségen azt értjiikk, hogy ha a két rendszer egy-egy fizikai
mennyiséget (3.22 fejezet) megmérjiik, az egyik mennyiség valoszintiségi eloszlasa fiig-
getlen attol, hogy a masik mennyiséget mekkoranak talaljuk.

Feltessziik, hogy a kauzdlis fiiggetlenség maga utdn vonja a statisztikus fiiggetlen-
séget:

kauzalis fiiggetlenség —> statisztikus fiiggetlenség.

Ez két dolgot jelent.
1)Ha a kauzalis fiiggetlenség fennall, a statisztikus fliggetlenségnek is fenn kell
allnia.
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2)Ha a statisztikus fliggetlenség nem all fenn, a kauzalis fliggetlenség sem allhat
fenn: kell valami okdnak lennie, hogy a két fizikai mennyiség Osszefligg egymaéssal.

Az alabbiakban ha csak egyszertien fliggetlenségrdl beszéliink, statisztikus fiigget-
lenségre gondolunk els6sorban: csak a statisztikus filiggetlenség az, ami a kisérleti
szdmadatok analizisével ellenérizhetd.

A fliggetlen részecskékre vonatkozo alaptétel az, hogy fiiggetlen részecskék hullam-
fiigguénye az egyes részecskék hullimfiigguényeinek a szorzata:

Vmgam.s (TA; YA, 24, TB,YB, 2B) = P4 (TA, YA, 24) * Xmap (TB,YB, 28).  (129)

A (128) szerint ugyanis ebben az esetben a talalati valoszintiség is szorzattéa valik:

W(TA, YA, ZA, Ms A, TB,YB, 2B, MsB) = |Pmoa (T4, YA, 22) 17 [ Xmos (T8, Y8, 28) [,

és a valOszindségszamitas szerint a fliggetlenséget éppen az fejezi ki, hogy az ese-
mények egylittes bekovetkezési valoszintisége az egyes események valoszintiségeinek a
szorzatéaval egyenld.

93.Feladat: Két részecske szabadon mozog az 2-tengely pozitiv irAnyaban. Mind-
ketté hullamcsomag, tévolsaguk a. Irjuk fel a két-részecske rendszer hullamfiiggve-
nyét.

Megoldas: A rajz (26.4bra) azt sugallja, hogy a két hullamcsomag sszegét kell
képezniink. Ne engedjiink a csabitasnak! A helyes megoldas a szorzat:

w(mAy B, t) = Ql)(ﬁrA, t) ! 7/)($B - a, t)v
amelyben ¢(z,t) a hullamcsomag (70) hullamfiiggvénye.d

A

/\U/\U/\v /\U/\U/\v

a

26. abra.

94.Feladat: Két azonos tdmegi, de kiilonbozé fajtiju témegpont mozog az z-
tengelyen. Egymasra nem hatnak (4t is hatolhatnak egymason), de mindkett&t rugo-
er6 koti az origbhoz. Oldjuk meg a feladat Schrodinger-egyenletét.

Megoldas: A Hamilton-operator az egyes részecskék Hamilton-operatorainak az
Osszege:

- - - h? 9? mw? h? 92 mw?
H=Hps+Hp=— 5 +—04 — =5 + ——1%.
A+ B 2m 0x? 2 TAT om dz% 9 B
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A magyarazat az, hogy a Hamilton-fiiggvény az energiaval egyenls (a koordinatakon
és az impulzusokon keresztiil kifejezve). Két egyméassal nem kolcsonhatod témegpont
energiaja az egyes részecskék energiainak az dsszege. Operatorositas utan kapjuk a
felirt Hamilton-operéatort.

A H, csak az A-részecskére, a Hp csak a B-részecskére hat, ezért az Osszegik a
kovetkez6 modon hat egy szorzathullamfiiggvényre:

Ho(xa) x(zp) = (Hap(za)) - X(x5) + ¢(z4) - (Hpx(zp)).

Innen mér elég konnyi kitalalni, hogy az ¢(x4)-t és az x(xp)-t a harmoénikus oszcil-
lator egy-egy sajatfiiggvényének kell valasztani:

p(Ta) = en,(Ta) X(7B) = en,(Ta).

Az el6z6 képletben ekkor

. . 1
Hap(rs) —> Haen (va) = ho <n1 + 2) e (24)

N . 1
Hpx(xzp) — Hpep,(zp)=hw <n2 + 2) eny (TB),

ezért .
Hen (z4) - en,(zp) = hw(ng +na + 1)en, (x4)en, (25).

Az en, (za)en, (xp) szorzat tehat az Ey,,, = En, + En, = hw(ng +ng+1) sajatér-
tékhez tartozo sajatfiiggvény. Ez az eredmény Gsszhangban van azzal, hogy fiiggetlen
részecskék hullamfiliggvénye szorzatalakd. Konnyd latni, hogy ennek a sajatértéknek
az elfajultsiga vy, pn, =n1 +no + 1.

3.59. Korrelalt részecskék

Ha a hullamfiiggvény nem szorzatalaki, akkor a részecskék statisztikusan nem fiig-
getlenek egymastol: korreldcid van kozottiik.

A korrelalt hullamfiiggvény legegyszertibb esete két kiilonbozs szorzatfiiggvény
szuperpozicidja.

Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy a részecskéknek csak egyetlen szabadsagi
foka van, az x koordinéata.

Legyen U és V az x-tengely két tavoli szakasza (1d. a 27.4brat). Mindkett6t két
részre bontjuk: U =U_+ U4, V=V_ 4+ V.

Legyen ¢, (z) olyan hullamfiiggvény, amely csak Vi-ban, ¢_(z) pedig olyan,
amely csak V_-ban kiilonbozik zérustoél és hasonléan definidljuk Ui-hoz viszonyit-
va a x+(x) hullamfiggvényeket. Legyen mind a négy hullamfiiggvény 1-re normaélt.

A py(xa)x+(xp) hullamfliggvény szorzat és azt irja le, hogy az A részecske va-
lahol V-ban, a B részecske valahol U;-ban van és a talalati valoszintiségiik teljesen
fliggetlen egymastol.
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- —— - ——
VRA u. u,
. 0, XX,

27. abra.

Hasonlo jelentése van a ¢_(x4)x—(xp) szorzatnak.
Képezziik most ezek

(o4, T5) = \% (o4 @)X+ (£5) + o (@)X (@5)) (130)

linearkombinéci6jat. Ez méar korrelalt hullamfliggvény. Vizsgéaljuk meg, milyen ter-
mészeti az a korrelacio, amit leir.

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy — mint koénnyen ellendrizhets —, az 1/v/2
faktor kovetkeztében ¢ 1-re normélt. A bizonyitashoz az egyes tényezSk norméaltsagat
kell felhasznélni, valamint azt, hogy ¢ ¢ = x4 x— = 0.

Annak W (4+) valoszintisége, hogy az A-t Vi -ban, a B-t U;-ban talaljuk, a Born-
hipotézis szerint

1
W(+—|—) = / dzx 4 dzxp - |¢($A7$B)|2 = D)
Vi Uyt

-el egyenls (az integral kiszamitasahoz w4 és x4 normadltsagat hasznéltuk, és azt,
hogy az integréaciés tartomanyban ¢_ = y_ = 0).

Hasonléan kapjuk annak valoszintiségét, hogy az A-t V_-ban, a B-t U_-ban ész-
leljiik:

W(—) = /‘L dxA/, drg - [Y(za,2p)* = ;

A maradék két valoszintiség zérus:

W(+-) :/ dra | dep-|¢(za,zp)]* =0,
V. U

W(——I—)z/ dx 4 dxp - [Y(za,25)]* = 0.
a Uyt
Ezek a valoszintiségek mutatjak, hogy a két részecske nem fiiggetlen egymastol.
Legyen W4 (=+) annak valoszintisége, hogy ha csak az A részecskét figyeljiik meg,
Vi-ben talaljuk. Hasonl6 modon definialjuk a B részecske Wp(+) talalati valoszi-
niiségeit az Uy-re vonatkozoan. Az a két lehetGség, hogy a részecskét az egyik vagy
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a masik térrészben figyeljik meg, kizarja egymast, ezért a megfelels valoszintiségek
Osszeadodnak:

Wal+) =W(H-)+W(++) =
Wa(=)=W(——)+W(—+) =

We(+) = W(—+) + W(++) =

N RN RN~

Wp(=) =W(+-)+W(--) =

Lathato, hogy pl. W(++4) =1/2 # Wu(+) - Wp(+) = 1/4, ez bizonyitja a fiiggetlen-
ség hianyat.

A korrelaci6 még vilagosabban latszik, ha a feltételes valoszintiséget hasznaljuk.
Legyen W (+4|+) annak valoszintisége, hogy A-t Vi -ban talaljuk feltéve, hogy a B-t
Uyi-ban észleltiik. Nyilvanvalo, hogy W (+|+) = 1, mig W(+|—) = 0, tehat az A
talalati valoszintisége fiigg attol, hogy hol van B.

Ennek a korrelacionak fontos kovetkezményei vannak.

Képzeljiink el két kisérletez6t, Ubult és Vendelt, akik koziil az els6 az U, a masodik
a V tartomanyban tud megfigyelést végezni (ezek mellett tartozkodnak). Legyenek
egyméstol jo messze.

alljon rendelkezésiikre az A, B részecske (130) hullamfliggvénytd tiszta allapota
anszamblja.

Az anszambl valamelyik eleméhez tartozdé A részecske helyét megmérve Vendel
megallapitja, hogy V melyik részében van. Ezt megtelefonalja Ubulnak. Ezutan
Ubul megfigyeli, hogy az U melyik részében van a B részecske. Ezt az eljarast sokszor
megismétlik az anszambl kiilonb6z§ elemein.

Ha feltessziik, hogy minden a kvantummechanika szabalyai szerint torténik, a
mérések eredménye a kovetkezdkben foglalhato Gssze:

1)Vendel kb. ugyanannyiszor talalja A-t Vi -ban mint V_-ban, Ubul kb. ugyan-
annyiszor taladlja B-t U,-ban mint U_-ban.

2)Valahényszor Vendel azt telefonalja Ubulnak, hogy A-t Vi-ban talalta, Ubul
U,-ban fogja talalni B-t és ugyanez mondhat6 el V_-rél és U_-r6l. Ezalol a szabaly
alol egyetlen kivétel sincs.

A maésodik tulajdonsag fejezi ki a szoros fliggést A és B kozott. A jelenség elég
megdbbbentd: arra mutat, hogy az A-n elvégzett megfigyelés mintha kézvetlendil hatna
a tetszdlegesen tdvoli B részecske dllapotdra, ami kérdésessé teszi fizikai vilagképiink
egyik pillérét, a kozelhatas elvét (Elektrodinamika jegyzet 1.fejezet).

Elképzelhet§ azonban egy kitit.

Megallapitottuk, hogy ha nincs statisztikus fliggetlenség, akkor a kauzalis fiigget-
lenség sem allhat fenn: a részeknek vagy most kell hatniuk egymasra, vagy a miltban
hatottak egymasra. A (130) hullamfiiggvény szerkezete olyan, hogy a két részecske
most nem hat egymésra, mert nagyon téavol vannak egymastol. De akkor a multban
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valamikor talalkozniuk kellett. Roviden: a (130) alaka hullamfiiggvény nem realizal-
hat6 masképp, mint a részecskék miltbeli kolcsonhatasa révén.

De akkor nem zarhat6 ki, hogy mar a részecskék szétvdldsakor valamilyen médon
eldélt, hogy az anszambl minden olyan elemében, amelyben az A most a V -ban van,
a B mindig pont az U,-ban van, amelyben pedig az A most a V_-ban van, a B
mindig pont az U_-ban van.

Ha valéban ez a helyzet, akkor Vendel nyilvan nem gyakorol semmiféle hatast a
tavoli B-re. Csupan az torténik, hogy napvildgra keril az a korrelacio, amely mar a
mérés el6tt is ott van az anszambl elemeiben.

Ezt a fajta korrelaciot kézds ok tipusunak nevezziik. Lépten nyomon talalkozunk
vele. Amikor pl. Pécsre érkezve a standokon ugyanolyan tujsagokat latok, mint a Déli
pélyaudvaron, egyéltalan nem lep6dok meg: ez nem a pesti standok hatésat bizonyitja
a pécsiekre, hanem a nyomdagépnek, mint kézos oknak a hatasa mindkettdre.

A fenti magyaradzatban a van szét mindeniitt kiemeltiik. Az interferométerrel
kapcsolatban lattuk (47 .fejezet), hogy a mikrojelenségek analizisénél a létigével csinjan
kell banni. A kozos okra visszavezetd magyarazat lehet jo, de nem bizonyos, hogy
az. Nem lehet eleve kizarni, hogy csak a ténylegesen megfigyelt részecskék vannak
hatarozottan az egyik vagy a maésik térrészben, de amig nem figyeljiik meg &ket,
nem valasztanak a térrészek kozott. Ha tényleg ez a helyzet, akkor mégiscsak van
valamilyen befolyasa az A-n elvégzett mérésnek a tavoli B allapotara.

A Bell-tétel (1964) azt mondja ki, hogy a kvantumfizikai korreldciok dltaldban
nem vezethetdk vissza kozos okra. Ha a hullamfiiggvény nem szorzat, a rendszer egyik
részén elvégzett megfigyelés befolydsolhatja a tetszélegesen tavoli tobbi rész allapotéat.
agy is lehet mondani, hogy a részeket a nagy tavolsag latszolag szeparalja egymastol, a
,valoésagban” mégis marad valamiféle furcsa kapcsolat kozottiik: ha a részek a mualtban
valamikor kélcsonhatottak, kés6bb a bels§ dinamikajuk kovetkeztében mar soha tobbé
nem valhatnak fiiggetlenné egyméastol (a kvantumfizikai szepardlhatatlansdg elve).

érdekes, hogy noha Vendel A-n végzett mérése a Bell-tétel szerint befolydsolja
az Ubulhoz kozeli B allapotéat, Vendel ezt nem hasznalhatja fel arra, hogy iizenetet
kiildjon Ubulnak. Ugyanis nem Vendeltdl fiigg, hogy a V melyik részében talédlja
meg A-t. Ha téle fiiggne, akkor Morse jeleknek hasznélva, hogy Ubul U, -ban vagy
U_-ban talalja B-t, {izenhetne Ubulnak, méghozza alighanem fényfeletti sebességgel.
Erre azonban nincs lehetGség, ezért a Bell-tétel — tgy latszik — nem mond ellent a
relativitaselméletnek.

3.60. Spinkorrelacios kisérletek
A Bell-tétel bizonyitasahoz elég egyetlen konkrét esetben megmutatni, hogy a kvan-

tummechanikai korrelaciok nem lehetnek kozos ok tipusiak. Bell erre a célra két feles
spind részecskét vélasztott, amelyek az origdbol indulva ellentétes irdnyban repiilnek
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szét és a hullamfiiggvényiik spinfliggd része

Y= %(WAJH[UB* —wA-wp4) (131)

2
alaku. Az ilyen részecskeparok tiszta allapott anszamblja kisérletileg jol megvalosit-
hato és pontos mérésekkel igazolhatd, hogy a kvantummechanika altal megkovetelt
korrelaciok valoban teljesiilnek.
Vizsgéljuk meg ezeket a korreldciokat.

N ° |
28. abra.

Tegyiik fel, hogy az A részecske pozitiv y-irdnyban, a B negativ y-irdnyban mozog.
Az y tengely pozitiv oldalén, az origotol messze Ubul egy 71 iranyban orientalt Stern-
Gerlach berendezésen bocsatja at az egymaés utén jovo A részecskéket és megallapitja,
hogy 47 vagy —7i irdnyban tériilnek el. Sok mérés alapjan kiszamithatja a £ iranya
eltériilés valoszintiségét. Az y tengely negativ oldalan, az origotodl ugyancsak tavol
Vendel hasonléan kisérletezhet a B részecskékkel.

Mit tapasztalnak?

Ha Stern-Gerlach magneseiket mindketten +z irdnyban orientéljak, akkor a (130)
hullamfiiggvénnyel szerzett tapasztalataink alapjén szamitas nélkil is lathatjuk, hogy
minden egyes A, B parnal ellentétes elGjelii spinvetiiletet mérnek: amikor A pozitiv
iranyban tériil el, B eltériilése negativ és viszont (teljes antikorreldcic®). Ezen beliil
mindkét részecske 1/2 valoszintiséggel tériil el az egyik vagy a méasik iranyban.

(Ha mégis szdmitani akarjuk a valoszintiségeket, (59)-t kell hasznalnunk. Az el-
lentétes iranyu eltériilések valoszintisége

((warwp—,¥)|* = [(wa—wpy, ¥)[> = 1/2,
az azonos iranyuaké

(warwpe, ¥)* = [(wa—wp—, $)]* = 0.

53Teljes korrelacional az eseménypar egyik tagja egyértelmiien meghatarozza a masikat. Ebben az
értelemben a z-irdnyu spinvetiiletek kozott a korrelacio teljes. Az ,anti” jelz6 csupan arra utal, hogy
a teljes korrelacioban 1évs események az elGjel szempontjabol ellentétesek.
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érdekes, hogy ha a z-irany helyett a magnesek tetszéleges (y-ra meréleges®) i
iranyba vannak orientalva, az eredmény ugyanaz: minden 7i-nél ugyanolyan teljes
antikorrelaciot kapunk. Ennek az az oka, hogy a 1) nem valtozik meg, ha benne a w4
spinorokat az 54.fejezet végén bevezetett 1, spinorokkal helyettesitjiik:

wy — b, = 12D cos g Swy + sing Sw_ (132)
_(22) _ gy P p
wo — P, = )—51n§-w++cos§-w,. (133)

Val6ban, ennél a helyettesitésnél
1
l/f — 72(1/}1477,7[}3 —-n U}A 7711!)371) -

:L cosé-wAJr—&—siné-wA_ . —siné-w3++cosé~w3— —
V2 2 2 2 2

—i —siné-wA++cosé-wA, . cosé-wBJr—i-siné-wB, =
V2 2 2 2 2

1
= ﬁ(’wAJ,_’U)B_ — ’U)A_’LUBJ,_) = w

A -nek ezt a tulajdonsagat ugy is kifejezhetjiik, hogy — a latszat ellenére — a
z-tengely irdnya nincs benne kitiintetve.

Legyen most az A-t mér6é magnes a +z-irdanyban, a B-t mérd pedig (a z-tengellyel
B szdget bezard) 7 iranyban orientalt, és jeloljik W (8)-val annak valoszintségét,
hogy mindkét spinvetiiletet pozitivnek talaljuk.

Ezt a valoszintiséget is megkaphatjuk szamolas nélkiil. Ha ugyanis az A vetiilete
+h/2 (ennek valoszintisége 1/2), akkor a teljes antikorrelaci6 miatt a B —z-irdnyu
vetiilete is +A/2. Az 7l a —z-irdnnyal m — 8 szoget zar be, ezért annak valoszintsége,

hogy 7i-vetiiletét pozitivnak talaljuk, cos® T=# = sin® g—vel egyenls. Igy
1 1
WJ,__;,_(B) = 5 Sin2 g = 1(1 — COS ﬁ) (134)

(Ha a formalis szamitéast részesitjiik elényben, akkor a

Wiy (B) = (wartpn, ¥)|?
képletbdl kell kiindulni. Mivel (wy,wy) =1, (wy,w_) = 0, ezért

Wes(8) = 5lwartmm waswn ) = 2|(0mm, wp ) = (152) = Lsin® )

54Ez a feltétel valojaban sziikségtelen, de a képleteket egyszertsiti.
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A (134) 6sszhangban van a teljes antikorrelacioval, ui. W44 (0) =0, Wy (7) =
1/2.
Hasonl6 médon kaphatjuk meg a

Wo(8) = st D W (8) =W (8) = g cos® D
val6szintiségeket is.

Mivel a z-tengely irdnya 1-ben nincs kitlintetve, ezek a képletek akkor is érvénye-
sek, amikor az A spinvetiiletét valamilyen 7; irdnyra, a B-ét pedig egy 7y irdnyra
meérjiik, amely az 71-el § szoget zar be (és mindkett merdleges az y-tengelyre).

Ezzel befejeztiik a ¢ altal meghatéarozott spinkorrelaciok attekintését. Megismé-
teljiik, hogy a kisérletek igazoljak a kvantumelmélet alapjan szamithato valoszintisé-
geket.

Attériink annak a kérdésnek a vizsgalatara, hogy visszavezethetSk-e ezek a korre-
laciok kozos okra.

Ha mindkét kisérletez6 azonos irdnytu spinvetiiletet mér, a helyzet hasonlé ahhoz,
amit az el6z6 fejezetben talaltunk:

1)Ubul a pozitiv y-tengelyen méri az A, Vendel a negativ y-tengelyen méri a B
fi-irany spinvetiiletét. Mindketts fele-fele ardnyban észleli a +5h/2 vetiiletet.

2)Valahényszor Vendel azt telefonélja Ubulnak, hogy +7/2-t észlelt, Ubul bizo-
nyosan —h/2-t fog talalni. Ezalol a szabaly alol nincs kivétel.

Most megfogalmazzuk matematikailag kezelhets formaban azt a feltevést, hogy ez
a korrelacio kozos ok tipusi.

A spinkorrelacio csak abban az esetben lehet k6z6s ok tipusi, ha léteznek olyan
rejtett paraméterek® — szemléletesebb kifejezéssel: ,,gének” —, amelyek egyértelmii-
en meghatarozzak a rajtuk elvégezhetd kisérletek kimenetelét (a ,fenotipust”). Igy
minden 77 térbeli irAnyhoz tartoznia kell egy g, és egy g, génnek. Ha a részecske a
gn-t tartalmazza, akkor az fi-irdnyu spinvetiiletét mérve +%/2-t kapunk, mig a g,, gén
—1i/2 vetiiletet eredményez.

Ez a kép a spinkorrelaciokat azért vezeti vissza kozOs okra, mert az A és a B
részecske ,génkészlete” a szétvalasukkor véglegesen kialakul. A teljes antikorrelaciohoz
csupéan azt kell feltételezni, hogy minden adott 7i-nél az egyik részecske g,, génnel, a
masik g, génnel rendelkezik. Ha ez valoban igy van, akkor Vendel a B részecske
7-iranya spinvetiiletének a megmérésével egyaltalan nem gyakorol hatast a tavoli A
részecskére. Csak annyi torténik, hogy kideril, a par melyik részecskéje tartalmazza
a gn-gént, melyik a g,-t. Ha pl. Vendel 4+7/2-t talal, akkor méar biztos, hogy a masik
részecskében g, gén van, — ehhez nincs sziikség semmiféle tavolhatasra.

Vegyiik észre, hogy ehhez a magyarazathoz nem sziikséges ismerniink a rejtett
paraméterek tényleges fizikai természetét, és azt a modot sem, ahogy hatnak. A
genetikdban is lehet a génekhez kapcsolédd tulajdonsagokat tartalmasan vizsgalni

55Helyesebb lenne rejtett szabadsagi fokoknak nevezni Sket, de a paraméter elnevezés az elfogadott.
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anélkiil, hogy ismernénk a gének molekuléris struktardjat és hatasmechanizmusat.
Ami egyediil fontos, az a gének (rejtett paraméterek) léte és fenotipust meghatérozo
szerepe.

éppen ezért a rejtett paraméterekkel szemben nem érv az, hogy ,senki sem latja
Gket” a maguk fizikai mivoltaban, és senkinek sincs konkrét elképzelése arrol, milyen
modon fejtik ki a hatasukat. A hipotézis csak azon az alapon cafolhato, hogy a
ténylegesen elvégezhetd kisérletek kiilonféle kimeneteleihez (a fenotipusokhoz”) nem
a tapasztalatilag megfigyelt valészintiségeket rendeli hozza. Ezt fogjuk megmutatni a
spinkorrelaciok esetében.

Az ellentmondas kideritéséhez elegends harom kiillonbozé i, 7o, 7i3 térbeli iranyra
és ennek megfeleléen a hat g1, g1, g2, go, g3, g3 géntipusra korlatozodni. Ekkor a
géntartalom szempontjabol nyolc (= 23) kiilénb6z6 A, B par képzelhetd el, amelyeket
a tablazatban soroltunk fel.

\ A par tipusa I Az A génjei \ A B génjei \

a 91 92 93 91 92 g3
b 91 92 g3 91 G2 g3
c 91 92 g3 g1 92 g3
d 91 G2 g3 g1 92 g3
a 91 92 g3 91 92 g3
b g1 92 93 91 92 g3
c g1 92 93 91 G2 §3
d 91 92 g3 91 G2 g3

A tablazat két fele egymaés ,feliilhuzottja” (ha g-n magat a g-t értjik).

A -allapotu tiszta anszamblban a nyolc kiilonb6z6 lehetdség ismeretlen valoszi-
ntiséggel fordul els. Jeloljiik ezeket a valészintiségeket po-val (o = a, b, ¢, d, @, b, ¢, d).
Maga a teljes antikorrelacio ténye ezekrdl a valdszintiségekrsl nem mond semmit, mert
mind a nyolc tipussal Osszefér. Ezért olyan mérések valdszintiségeit is be kell vonni
a vizsgéalatba, amelyekben a két részecske kiillonb6z6 irdanyu spinvetiiletét hatarozzuk
meg.

Jeloljiik p;j-vel (4,5 = 1,2, 3) annak valdszintségét, hogy amikor az A részecske 7;
iranyt és a B részecske 7i; iranyt spinvetiiletét mérjiik mindkettst pozitivnak taldljuk.

Ha az A 71 irdnyu és a B 7i5 iranyu spinvetiiletét mérjiik, a tablazat szerint csak
a ¢ és a d tipusu parok adhatnak mindkettére pozitiv vetiiletet. Ezért

P12 = D¢ + Dd-

Hasonl6an lathatjuk azt is, hogy

P23 =Dpb +Pg
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P13 = Pb t+ Pe.

Ebbdl kévetkezik, hogy
P12 + P23 — P13 = Pd + Pg- (135)

A pia, pa2s, P13 ismeretében tehat meghatarozhatjuk annak pg + p; valészintiségét,
hogy az A, B par egyikében g1G2gs, madsikdiban g1 g2gs legyen a géndsszetétel.

A p1a, pa3, p13 értékét a kvantumelmélet (és a tapasztalat) szerint (134) hatarozza
meg. Eszerint

1 1 1
Do = Z(1 —cosf12)  pog = Z(1 —cosfa3)  pa2 = 1(1 — cos fBi3), (136)
ahol 3;; az 7i; és a 7; altal bezart szog.

Ha ezeket a kifejezéseket beirjuk (135)-ba, a

1
Dd +pg = Z(l — cos P12 — cos fag + cos f13)

képletre jutunk.

Ha a ,gének” (rejtett paraméterek) valoban léteznek és a feltételezett modon hat-
nak, akkor a pg + pg 0sszeg — a valoszintség fogalma alapjan, — nem lehet negativ
szam. Nem nehéz azonban olyan iranyokat talalni, amelyek mellett ez a képlet a
Da + pg valoszinilségre negativ értéket ad. Legyen példaul

51222 *823:% ﬂ13=ﬂ12+323=?%~
Akkor
cos 312 = —cos P13 = 72 cos 323 = 0,
és

1
pa+pa=7(1-v2)<0.

A teljes antikorrelacio rejtett paramétereken alapul6 felfogasa tehéat nem fér Gssze a
kvantumelméletbdl szamithato valoszintiségekkel és azok tapasztalati értékeivel, ezért
a kvantumfizikai korrelaciok dltaldban nem vezethetSk vissza kozos okra. A Bell-tételt
ezzel igazoltuk.

*kok >k

Amikor Vendel megméri a — mondjuk — z-irdny1 spinvetiiletet, ezutan méar biz-
tosan tudja, hogy hogy Ubul milyen elGjeld vetiiletet fog mérni: a mérés eredményét
nyugodtan el6re be is jelentheti telefonon Ubulnak. Belattuk, hogy ez nem értel-
mezhetd Ggy, hogy egyszertien felismer egy olyan tulajdonsagot, amely a szétvalasuk
ota kodolva van a részecskékben. De akkor el kell fogadnunk, hogy a vetiilet, mint
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tulajdonsag, a mérés hatasa alatt jon létre. Ez nem volna 1j probléma, ha csak arra
a részecskére vonatkozna, amelyiken Vendel a mérést elvégezte. A mérési posztulatu-
mok targyalasdnal ugyanis lattuk, hogy a mérés ,beugrasztja”’ a mérés targyat képezs
objektumot a mért mennyiség operatoranak valamelyik sajatallapotaba.

A mindségileg 1) elem az, hogy a rendszer egyik részén (az A-n) végzett mérés
egyidejileg a tetsz8legesen tavoli masik rész (a B) ,beugrasat” is el6idézi. Amikor
példaul az A spinvetiiletét pozitivnak talaljuk, bekovetkezik a

1
S ﬁ(wAerB, — WA_WB_) = WAL+ WB—

hullamfiiggvény redukcio, ami a B részecske allapotat is hatarozotta teszi.

A jelenséget mégsem nevezhetjiik nyugodt lélekkel tavolhatéasnak. A ,hatas” sza-
vunk ugyanis magaba foglalja azt a jelentést, hogy a hatas révén akaratlagos befolyast
gyakorolhatunk arra az objektumra, amelyre a hatas iranyul. A kvantumkorrelaciok-
nal azonban errdl nincs sz6. Vendel egyediil a mérés id6pontjat valaszthatja szabadon,
a mérés aktudlis eredményét nem. Ha nem telefondlna Ubulnak, Ubul sohase jonne
rd magdtol, hogy Vendel egydltaldn végzett-e vetiiletmérést. Milyen ,hatas” az, amirél
csak abbol szerezhetiink tudomast, hogy figyelmeztetnek ra?

Az el6z6 fejezetben ezt ugy fejeztiik ki, hogy a kvantumkorrelaciok nem alkalmasak
lizenetkiildésre, és ez megnyugtatod a relativitaselmélet érvényessége szempontjabol.
Ami miatt jogos zavart érziink, az az, hogy a jelenségre nincs szavunk (fogalmunk):
azt se mondhatjuk teljes joggal, hogy az A-n végzett mérés nincs hatassal B-re, de azt
sem, hogy hatéassal van rd. A kvantummechanika nem sziinik meg figyelmeztetni arra,
hogy fogalomkészletiinknek korlatai vannak. Most mar azt is latjuk, hogy a korlatok
makroszkopikus méretekben lefolyo jelenségeknél is felbukkanhatnak.

3.61. Fermionok és bozonok

Vezessiink be két fogalmat, a részecskék hasonlosagat és azonosséigat.

Két részecskét akkor mondunk hasonlonak, ha bizonyos paramétereikben kiilon-
boéznek ugyan egymastol, de olyan kis mértékben, hogy praktikusan nem tudunk
kiilonbséget tenni kozottiik.

Két részecskét akkor neveziink azonosnak, ha minden paraméteriik pontosan meg-
egyezik egymassal.

Két makroszkoépikus test sohasem lehet azonos egymassal, mert a makroszkopikus
testeknek végtelen sok paramétere van. A mikrorészecskék azonossaga azért tartalmas
fogalom, mert a paraméterek szama, ami jellemzi Sket, véges, az elemi részecskék
esetében kifejezetten kis szam. Az elektronnak példaul nincs mas jellemz& paramétere,
mint a toémege, a toltése és a magneses dipolnyomatéka’s.

A kvantummechanika szerint a hasonl6 és az azonos részecskék viselkedése kozott
mindségi kiillonbség van.

56 A paraméterekrdl és a fizikai mennyiségekrsl 1d. a 22.fejezetet.
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Legyen A és B két hasonld részecske, amelyek nem hatnak egymdsra és — az
egyszeriiség kedvéért — az a-tengely mentén mozognak (és képesek akadalytalanul
athatolni egymason). Végezziik el veliik a kovetkezd gondolatkisérletet:

A v Uﬂ B
| |
| I I |
(p(XA Y x(xg 1)
29. abra.

A t < O-ban legyenek bezarva egy-egy végtelen potencidlgodorbe,amelyek a U és
a V szakaszt foglaljak el. A hullamfiiggvényiik:

Y(za,xp,t) = p(xa,t) x(zp,t). (137)
Amig t < 0, a ¢ csak a V-ben, a x csak az U-ban kiilonbozik zérustol.
X

2
=X
Vs X1 2
O
/7
’
/7
’
/7
e
/7
’
/7
X4
30. abra.

Tegyiik most fel, hogy a ¢t = 0 pillanatban a potenciélfalak hirtelen ,leomlanak”
és a részecskék szabadda valnak. Mivel nem hatnak egymaésra, a hullamfliggvényiik
tovabbra is a (137) szorzat, amelyben p(z4,t) és x(xp,t) a szabad A és B részecskét
leir6 id6fliggs Schrodinger-egyenlet megoldéasai olyan kezddfeltétel mellett, hogy ¢ =
O0-ban a ¢ a V, a x az U tartomanyra lokalizalt. Pozitiv idékre azonban ezek a
hullamfiiggvények méar az x-tengely minden pontjaban kiilonb6zni fognak zérustol.

Annak valoszintiségi stirtisége, hogy valamilyen pozitiv idépillanatban az A-t az
x1 pontban, a B-t az x5 pontban talaljuk, természetesen |¢)(x1, z2,t)|?-el egyenld.

A részecskék hasonlosdga miatt azonban ezt a valdszintiséget nincs moédunkban
kisérletileg vizsgélni, mert csak azt tudjuk megallapitani, hogy az egyik részecske x1-
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ben, a mdsik xo-ben van — de, hogy melyik az egyik és melyik a masik, azt nem
tudjuk eldonteni.
A kisérletileg ellendrizhets valészintiség tehat annak

p(x1,m2,t) = (21, 20, t)|* + (22, 21, 1) (138)

valészintiségi strtisége, hogy az egyik részecskét xi-ben, a mésikat xo-ben talaljuk.
Ez a valoszintiségi stirtiség szimmetrikus fiiggvény: p(x1,z2,t) = p(22,21,t) és a nor-
maélasi feltételében minden xq, 2o pdrt csak egyszer kell szamitasba venni:

/ dxy - dxy - px1,w2,t) = 1.
z1<x2

Amikor 7 # x5, akkor annak valoszintisége, hogy az egyik részecskét az (x1,x1 +
dz1), a masikat az (x9,x2 + drg) intervallumban észleljik, p(z1,x2,t) - drydrs-vel
egyenld. Amikor azonban x1 = x4, ezt a kifejezést még meg kell szorozni 1/2-el. Az
ok az, hogy a dxi, dxo oldalu téglalap az els6 esetben teljes egészében beliil van az
x1 < x5 tartomanyban, a masodik esetben azonban csak félig (1d. a 30.4brat)

Gondolatkisérletiinkben a hullamfiiggvényt a (137) képlet adja meg, ezért a talalati
valosziniiség stirtisége a kovetkezs:

p(a1,x2,t) = (@1, )7 - [x (@2, 6)* + (@2, )7 - [x(21,) [ (139)

Azt gondolhatnank, hogy ha gondolatkisérletiinket azonos részecskékkel végeznénk
el, a valoszintiségre ugyanezt a (139) képletet kapnank. Igaz, a ¢ < 0 kiindulasi
helyzetben, amikor a részecskék kiilon-kiilon be vannak zarva a sajat godreikbe, nem
mondhatnank, hogy az A tipusi részecske van a V-ben, és a B tipusi részecske van
az U-ban, hiszen a részecskék azonosak. De semmi sem akadélyoz meg abban, hogy
a V-be bezart részecskét elnevezziik A-nak, az U-ba bezartat elnevezziik B-nek. Ha
csak annyi igaz, hogy mindkét részecske allandéan 6nmaga marad, vagy — masképpen
fogalmazva, — az Onkényesen vélasztott név mindig ugyanazé a részecskéé, akkor a
név a részecsketipus szerepét tolti be, és a talalati valoszintségre nem kaphatunk
mast, mint (139)-t.

A kvantummechanika szerint azonban azonos részecskéknél a helyes valdszintiséget
nem a (139) képlet adja meg. Az el6z8 bekezdés gondolatmenete — barmilyen nyil-
vanvalonak latszik is, — hibas. Senkisem tilthatja meg, hogy a részecskéknek nevet
adjunk, amikor elkiilonitve 6rizziik Sket, de — tgy latszik, — azt mar nincs jogunk
feltételezni, hogy miutén kiszabadultak, folyamatosan 6rzik az énazonossagukat. A
Jfalak leomldsa utan” nemcsak mi nem tudjuk, melyik az A és melyik a B (azaz melyik
jott U-bol, melyik V-bol), de 6k maguk sem: hacsak nem kovetjiik végig a részecskék
palyajat, még gondolatban sem tételezhetjiik fel, hogy a részecske, amit regisztra-
lunk, hatarozottan vagy az U-bol, vagy a V-b6l érkezett — hasonléan ahhoz, ahogy
az interferométerben sem érvényes az a kép, hogy az egy szem neutron hatarozottan
vagy az egyik vagy a masik résznyaldbban mozog. Gjabb példajat latjuk annak, hogy
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a klasszikusan egymaést kizar6 lehetéségek a mikrofizikiban altaldban nem zarjak ki
egymast.

Nézziik most meg, hogyan modosul a kvantummechanika szerint a (139) talalati
valoszintiség, amikor azonos részecskéket vizsgalunk.

Egy N db. azonos részecskébdl allo rendszer hullamfiiggvénye a 4N szabadsagi fok
fliggvénye. Nevezziik el a részecskéket gondolatban 1.-nek, 2.-nek s i.t. N.-nek. Ne
irjuk ki részletesen a részecskék koordinatait és spinvetiiletét, hanem a részecske sza-
méval (nevével) szimbolizaljuk Sket: ezzel sokat nyeriink attekinthetségben. Eszerint
a konvencio szerint a rendszer hullamfiiggvényét (1,2, ..., N) alakban irhatjuk.

Ebben a hullamfiiggvényben azonban az 1., 2.,..., N puszta név, és nem fejez ki
fizikai kiilonbséget a részecskék kozott. Ha barmelyik két részecske koordinatait és
spinvetiiletét felcseréljiik egymaéssal, a rendszer fizikai allapotét ezzel nem valtoztatjuk
meg, ezért a felcserélés utani hullamfiiggvény legfeljebb fazisfaktorban kiilonb6zhet az
eredetit6l. Ha pl. az 1. és a 2. részecske koordinatéit és spinvetiiletét cseréljik fel,
akkor teljestilnie kell a

¥(2,1,3,...N) =c-(1,2,3,...,N)

relacidonak, amelyben c fazisfaktor.

Kiterjedt tapasztalati anyag igazolja, hogy a fazisfaktor — a rendszert alkoto ré-
szecskeék tipusdtdl fiiggden, — csak +1 vagy —1 lehet. A ¢ = +1-t koveteld részecskéket
bozonoknak, a ¢ = —1-t kivetelsket fermionoknak nevezziik.

Az azonos bozonokbol allo rendszer hullamfiiggvénye tehat szimmetrikus, az azo-
nos fermionokbol alloké antiszimmetrikus barmely részecskepar Osszes szabadsagi fo-
kanak egyidejd felcserélésével szemben (szimmetriaposztuldtum).

Melyik elemi részecske fermion és melyik bozon? A relativisztikus kvantummecha-
nikdban bebizonyitjak, hogy a félegész spini részecskék fermionok, az egész spiniiek
bozonok. A stabil anyagot tehat fermionok alkotjak. A bozonok legfontosabb kép-

viselGje a foton (s = 1). Az alabbi meggondolasokban azonban — az egyszertiség
kedvéért — a szimmetriaposztuldtumot nem kapcsoljuk Gssze a spinnel: a hullam-

fliggvény szimmetridjanak és antiszimmetridjanak bizonyos fontos kovetkezményeit
igy is megéllapithatjuk.

A szimmetriaposztulatum kovetkeztében gondolatkisérletiink (137) hullamfiiggve-
nyét bozonok esetében szimmetrizalni, fermionok esetében antiszimmetrizalni kell:

w(l'Ava,t) — w:l:(mAv‘ert) = % [LP(.’EA,t)X(ZL'B,t) + w(mBat)X(mAvt)] . (140)

A felsé el6jel érvényes a bozonokra, az also a fermionokra, az 1/+/2 faktor a norméa-
lashoz sziikséges.

Annak valészintiségi stirtisége, hogy valamilyen ¢ idépillanatban az egyik részecskét
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az x1 pontban, a masikat az x5 pontban talaljuk a kovetkezd:
p (1, 22, 1) = [ (21, 2, 1)]* + |1 (22, 21, 1) =
= lp(1, 1) - [x(@2, )1 + [o(z2, ) - [x (@1, 8)[*+

+ [90*(371’ t) ’ 90(332’ t) : X*(va t) ! X(xlv t) + <P*($2a t) : (,0(561, t) ’ X*<x17 t) ’ X(x27 t)]
(141)
Az azonos részecskékre vonatkozo py valoszintiség a szogletes zardjel miatt kiillon-
boézik a hasonld részecskékre érvényes p valoszintiségtsl®”.
Az alabbiakban a py és a p kozotti kiilonbség néhény kévetkezményét vizsgaljuk
meg.

1)Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a két valoszintiség csak akkor kiilonbozik
egymastol, ha a ¢ és a x fliggvény dtfedddik (ha az x-tengelyen van olyan tartomény,
ahol egyik sem nulla). A gondolatkisérletben negativ t-nél ilyen tartomény nincs, ezért
amig a részecskéket egymastol elkiilonitve 6rizziik, az azonos részecskék és a hasonlo
részecskék ugyanugy viselkednek — ha nem igy volna, a hidrogénatom targyalasanal
a vilag Osszes elektronjat és protonjat figyelembe kellene venni.

2)Legyen (¢ > 0-nal) az x olyan koordinata, amelyben ¢ is, x is kiilonbozik zé-
rustél. Ha csak az egyik részecskét ,engedjiik ki” (ez lehet barmelyik), a talalati
valoszintiség ennek a pontnak a dx kdrnyezetében (és az adott t-ben) |¢(x,t)|*dz-el,
ill. |x(z,t)|?dx-el egyenls. Ez igy van akar hasonlok, akar azonosak a részecskék.

Ha mindkét részecskét egyszerre engedjiik ki és a részecskék hasonlok, akkor egyiit-
tes talalati valoszindségiik (139) szerint ennek a két valoszintiségnek a szorzata, ahogy
azt statisztikusan fliggetlen részecskéktol el is varjuk. Az x1; = xo = x-nél sziikséges
1/2 figyelembevételével ugyanis

1
p(z,z,t) - §dx2 = |o(x, t)]? - |x(z,t)|* - de?  (Hasonlo részecskék).

Ha azonban a részecskék azonos fermionok, akkor annak valoszintisége, hogy mind-
kett6t az x koordinataju pont kornyezetében talaljuk, zérussal egyenld:

1
p—(z,z,t) - ide =0 (Azonos fermionok).

Ebben az esetben ugyanis a (141) [ ] tagja el6tt a negativ elGjel érvényes és ez a
tag pontosan kiejti az el6zdket.

Ugyanerre a kovetkeztetésre jutunk kozvetleniil a szimmetriaposztulatumbol is:
abbdl, hogy ¥_(xa,25) = —_(zp,x4) kovetkezik, hogy ¢_ (z,x) = 0: ha egy adott

57Mivel az id6t6] fiiggs Schrédinger-egyenlet 6rzi az allapot norméajat (30.fejezet), ez a valoszintiség
akkor is helyesen normalt, amikor a ¢ és a x hullamfiiggvények mar atfedik egymast.
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pontban mér van egy adott tipust fermion, ugyanabban a pontban nem lehet egy
mésik is°8.

Ha — végiil — mindkét részecske azonos bozon, az el6z6 esethez képest csak
annyi a kiilonbség, hogy a [ ] el6tti elgjel pozitiv. De ha negativ elGjelnél ez a tag

pont kompenzalta az el6zGeket, akkor most megduplazza Gket. Ezért
1
pi(z,z,t) - idxz =2 |p(x, t)* - |x(z,t))* - dz?  (Azonos bozonok).

A részecskék a harom eset egyikében sem hatnak erével egymasra, mégis csak az
els6 esetben viselkednek tgy, ahogy fliggetlen részecskéktdl elvarjuk. A szimmetria-
posztulatum korrelaciot hoz létre kozottiik, amely olyan, hogy a fermionok mintha
taszitanak, a bozonok mintha vonzanik egymaést.

3)Vegylik el6 ajra a 94.feladatot, és gondoljuk a4t abban az esetben, amikor a két
részecske (spinneélkiili, 1-szabadsagi foki) fermion.

Ko6nnyen meggy&z6dhetiink réla, hogy ha a feladatban kapott energiasajatfiiggve-
nyeket antiszimmetrizaljuk, attol ugyanolyan sajatenergiaju sajatfiiggvények marad-
nak:

2

Csak egy eset kivétel: az, amikor nq; = no. A fenti hullamfiiggvény ugyanis ekkor zé-
rus. Ez egy altalanos érvényd kovetkeztetés a nemkolcsonhatéd fermionrendszerekben
és ugy fogalmazhato, hogy két azonos fermion nem lehet ugyanabban a kvantumdlla-
potban (Pauli-elv vagy kizdrdsi-elv). A rendszer legalacsonyabb energiaja a Pauli-elv
koévetkeztében nagyobb, mint amikor a részecskék csak hasonlok: hw helyett 2hw-val
egyenld.

Az E,, = hw(n+1) energiaju nivo elfajultsiga a részecskék azonossiga kovetkezté-

ey (2.4)ens (15) — %( (4)ens (T5) — eny (25)ens (£.4)).

n
ben (n + 1)-rél az
kvantumszam-par ugyanarra az antiszimmetrizalt energiasajatfiiggvényre vezet, mint
az ng, N1 par.

Tetsz6leges N-nél az alapallapot energiaja a Pauli-elv figyelembevételével az N
legalacsonyabb harmonikus-oszcillator nivo energiajanak az osszege:

N
1 hw
Eﬂlapéllapoc = hw Z (n —+ 2) = 7 . N2.
n=0

Ezt tigy szokas kifejezni, hogy az elsé N nivo van ,betoltve” részecskékkel. Az alap-
allapotban a legmagasabb betoltott nivdo Er energidjat Fermi-energidnak nevezziik.

1
Tetszbleges N-nél Er = hw (N — 2).

tort egész részére csokken. Ennek az az oka, hogy az nq, ns

58Ha a spint is figyelembe vessziik, akkor ez az allitas tul erds: kiilonb6zd spinvetiiletii fermionok
lehetnek ugyanabban a pontban.
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| Rendszam | Vegyjel | Elektronkonfigurdcio

1 H 1s

2 He 152

3 Li 15225

4 Be 152252

5 B 15%22s%p

6 C 152252p?

7 N 15%22s5%p3

8 O 1522s2%p*

9 F 152252p°

10 Ne 152252p0

11 Na 15%252p%3s
12 Mg 15%252p%352
13 Al 15%2252p53s%p
14 Si 152252p%352p?
15 152252p%352p3
16 S 15225%pss?p*
17 Cl 15%252p%3s2p°
18 Ar 15%252p%352p5

4)Ha a fermionok egymaéssal is kolcsonhatnak, a helyzet lényegesen bonyolultabba
valik. A Pauli-elv érvényét veszti, mert nem lehet egyszertien azt mondani, hogy
az N-fermion rendszer energidja az egy fermiont tartalmazé rendszer energianivoibol
épiil fel agy, hogy ez utébbi energianivoi koziil NV db kiilonbo6zét ,betdltiink” egy-egy
fermionnal.

érdekes, és egyaltalan nem nyilvanvalo, hogy ez a kép kozelitGen mégis sok esetben
érvényben marad. Erre a legfontosabb példa az atom elekronburka: a Z rendszdmi
atom Z db elektronjanak a kvantumaéllapotarol a valésaghoz kozeli képet kapunk,
ha feltessziik, hogy alapéllapotban a Z|e| nagysaga ponttoltéshez tartozdé Coulomb-
probléma als6é Z energianivojat toltik be.

Az atomok elektronkonfiguraciojat ennek a képnek az alapjan a kovetkezd mo-
don szokas leirni. A fSkvantumszamot szamjeggyel irjak ki, de az [ = 0,1, 2,3 mel-
lekkvantumszamokat az s, p,d, f betiikkel jelolik. Igy pl. a 3d elektron az n = 3
fékvantumszama elektronhé; 2 - 32 db elfajult nivéja koziil az | = 2 mellékkvantum-
szamu alhéj egy nivojat ,tolti be”. Az [ kvantumszamt nivo 2(20 + 1)-szer elfajult,
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maximum ennyi elektronnal lehet betdlteni. Az alhéjon talalhato elektronok szamét
a hatvanykitevében tiintetik fel (1d. a tablazatot).
jelolésben a fenti tablazat tartalmazza.

Az 52, pS d'0 stb. konfiguraciok a lezdrt alhéjak. Ezek stabil képzédmények,
a kémiai reakciokban nem vesznek részt. Kiilonlegesen stabilisak azok az atomok,
amelyekben egy héj zarul le (a tablazatban Z = 2,10). A lezart héjakbdl és alhéjakbol
kiindulva magyarazhato, hogy a hélium, a neon és az argon nemes gaz. A kémiai
affinitast a lezaratlan héjak elektronjai hatarozzak meg.

Emlékeztetiink ra, hogy az elektronok Coulomb-kélecsonhatdsa miatt ez a kép
csak kozelit§ érvényességl. Az elektronok val6jaban nem csak a pontszertd atom-
mag Coulomb-terét érzik, hanem egymés dtlagterét is. Ez utobbinak a jelentGsége
a rendszam novekedésével egyre nagyobb. Az atlagtér hatésa nyilvanul meg abban,
hogy adott n-nél az alhéjak nem pontosan azonos energiajuak.

5)A hidrogénatom stabilitdsa nem mulik azon, hogy az elektron fermion. A sok-
elektronos atomok azonban egészen mésok lennének, ha az elektronok nem lennének
azonos fermionok. Ez méginkabb érvényes a makroszkopikus anyagdarabokra. Meg-
mutathaté (Dyson, 1967), hogy ha az anyagot alkots elemi részek egyike sem lenne
fermion, akkor az anyagnak az a formdja, amit ma ismeriink, nem lenne stabil.

Az anyag mindennapos formaiban az elektronok és az atommagok sokkal messzebb
vannak egyméstol, mint amekkoréak, ezért a makroszkopikus anyag térfogatanak csak
elenyészé részét toltik ki. A sokkal nagyobb rész vakuum. Ez az elektronok azonos
fermion-voltabol eredd taszito jellegli korrelacidnak a kovetkezménye. Ha az elekt-
ronok nem lennének azonos fermionok, az anyag annyira Osszeroppanna, hogy az
atommagok érintkezésbe keriilnének egymassal.

3.62. Zar6 megjegyzések

A targyalasunkat azzal inditottuk, hogy felsoroltunk néhény olyan alapjelenséget,
amelyek ellentmondanak a klasszikus mechanikanak és elektrodinamikanak. Koziliik
csak egy jelenségtipusra adtuk meg a magyarazatot.

A homeérsékleti spektrumot a kovetkezs félévben, a statisztikus fizika utolso feje-
zeteinek egyikében vezetjiik le.

A fotoeffektus a kvantumelektrodinamikihoz tartozik, ez a targy azonban nem
szerepel a tantervben.

Az exponencialis bomlési torvényt idéhiany miatt nem elemeztiik. A végtelen
potencialgddorbsl indulhattunk volna ki. Legyen ¢ < 0-ban a részecske — mondjuk
— az alapallapotban. Tegyiik fel, hogy a ¢t = 0 pillanatban az egyik falat hirtelen — a
hullamfiiggvény megvaltoztatasa nélkiill —, magas széles potencialfallal helyettesitjiik,
amelynek kicsi de nemnulla 7' transzmisszios koefliciense van.

Az eredmény az lesz, hogy a részecske elkezd lassan ,atalagutazni” a falon kiviili
tartoményba és eltavozik a végtelenbe. A folyamat az idéfiiggs Schrodinger-egyenlet

172



alapjan targyalhato, és arra vezet, hogy a gddron beliili taladlati val6szinGség expo-
nencialisan cstkken az id§ fliggvényében.

Az el6adasokban megadtuk azokat az alapokat, amelyek lehetévé teszik a vonalas
spektrum és a planetéaris atommodell (a hidrogénatom) sikeres értelmezését. Emellett
természetesen tObb olyan problémat targyaltunk, amelyek a kvantumelmélet megje-
lenése el6tt még nem léteztek és csak az elmélet fokozatos kiépitése sordn meriiltek
fel. Ide tartozik a neutronok interferenciaja, a spinkorrelécios kisérletek és az azonos
részecskék kvantumelmélete.
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