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1. A Mescserszkij-egyenlet

Tekintsiink egy inerciarendszerben nyugvé M tOmegi testet, amelyet egy q
sebesség, infinitezimalisan kis du tomeg test taldl el gy, hogy benne is marad.
A megnovekedett (M + du) tomegl test valamilyen dv sebességre tesz szert,

amelyet az
(M +dp)-dv=du-q

impulzusmegmaradasbol szamithatunk ki. A tovabbiakban a du, dv, dt infini-
tezimélis mennyiségekben linearis pontossaggal kell szamolnunk, ezért az elgbbi
egyenletbdl a meglokott test impulzusara az

M- -dv=du-q
kifejezést kapjuk. A meglokott test mozgési energidja az infinitezimalis dv se-

besség négyzetével aranyos, és ezért a targyalt rendben nulldval egyenls. Az

elnyelt test —du - ¢° mozgasi energidja azonban elsérendii mennyiség, amelyet
figyelembe kell venni. Ez a kis du tomeg lefékezddésekor keletkezik és a test
belss energidjat noveli (felmelegiti a testet).

Hasonléan targyalhato az az eset is, amikor a nyugvé M tomegt test egy q
sebességi infinitezimalisan kis du tomeget 16k ki magabol, mikézben maga dv
sebességre tesz szert. Az impulzusmegmaradéas tétele ekkor

(M —dp)-dv+du-q=0,

amely elsé rendi pontossiggal a kordbbi képletre vezet azzal a kiilonbséggel,
hogy a jobboldalon megjelenik egy minusz:

M-dv =—du-q.
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A két képletet azonban kozos alakra hozhatjuk, ha bevezetjik a dM eldjeles
tomegvaltozast a

IM — dp ha a test tomege ng,
—dp ha a test tomege csokken

definici6val. Ekkor az
M-dv=dM -q (1.1)

képlet mindkét esetre egyarant érvényes. A tovabbiakban ehhez a konvencidéhoz
tartjuk magunkat.

Ha a testre még valamilyen F erd is hat, akkor (1.1)-ben az ebbdl szarmazo
er6loketet is figyelembe kell venni. Az infinitezimalisan kis hatasok additivitasa
alapjan ezért

M -dv=Fdt+dM - q. (1.2)

Tegyiik fel most, hogy egy valtozo v(t) sebességi test folyamatosan vesz fel
tomeget a kornyezetébdl, vagy folyamatosan emittal. Ezt a folyamatot tdmeg-
transzfernek (vagy konvekcionak) fogjuk hivni. A tomegtranszfer kovetkeztében
a testnek id6ben véltozo M (t) tomege lesz. A (t,t + dt) infinitezimalis interval-
lumban felvett tomeg legyen dM (t). Ez lehet negativ is, amikor |dM (¢)| tomeg
lokadik ki. A (¢,t + dt)-ben felvett vagy kilokott tomeg sebessége legyen u(t).
Irjuk fel a valtozo tomegd test mozgasegyenletét!

Feltevés szerint a test valamilyen K inerciarendszerben mozog v(t) sebes-
séggel. Barmely adott t-hez tartozik egy K; inerciarendszer, amelyben a test
az adott pillanatban éppen nyugalomban van (pillanatnyi nyugalmi rendszer).
A K; nyilvan a konstans v(t) sebességgel mozog K-ban, és hozzéa viszonyitva
érvényes (1.2). Mivel azonban a newtoni fizikdban a sebességkilonbség és az erd
nem valtozik, amikor egyik inerciarendszerrél egy mésikra tériink at, a q sebes-
ség pedig definico szerint fiiggetlen az inerciarendszer megvalasztasatol (hiszen
az elnyelt vagy kilokott tomegnek mindig a testhez viszonyitott sebességével
egyenld), ezért (1.2) valojaban a KC-ban is érvényes. Legfeljebb arrol lehet szo,
hogy a g-t a

q=u-v. (1.3)

egyenlet segitségével kifejezziik benne u-n és v-n keresztiil'.
Ezt a behelyettesitést elvégezve dt-vel torténd osztas utan az

dv dM
M— =F+ —(u—
@ Pty
egyenletre jutunk, amelyet
d(Mv) dM
dt M (1.4)

LA relativitaselméletben a KCi-rél a K-ra térténd attérés nem ilyen egyszert, mert a gyor-
sulds nem invarians és a sebességisszeadas képlete is bonyolultabb, mint (1.3) (1d. a 11.
fejezetet).
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alakban is felirhatunk.

A mozgasegyenletnek ez az alakja akkor hasznos, amikor a K-hoz viszonyi-
tott u(t) sebesség van megadva. Az olyan feladatokban azonban, amelyekben a
testhez viszonyitott q(¢) sebesség az, ami ismert (mint példaul a rakétamozgas-
nal), akkor az (1.2)-bdl kaphato

dv aM
M—=F+ — 1.
a (1.5)
mozgasegyenlet hasznalata célszerd. Az (1.4) és az (1.5) a Mescserszkij-egqyenlet
két kiilonbo6zs alakja.
Emlitsiink meg kiilon két specialis esetet. Amikor u =0, az (1.4) a

d(Mv)
dt

—F (1.6)

alakra redukalodik. Ha az er6 szarmaztathatd valamilyen V' potencialbol, az
(1.6) az

1
L:EM&—V

Lagrange-fiiggvényhez tartozé Euler-Lagrange egyenlet. A mozgés soran a test
energidja nem marad meg:
dE oL 1. 1.
— = —— = ——Mv?=—-Mqd¢*.
at ~ ot 200 T 21
Az utolso lépésben kihasznaltuk, hogy (1.3) és u = 0 kovetkeztében v = q.
A masik specidlis esetben q = 0 és ezért u = v. Az (1.5) szerint a mozgas-
egyenlet ekkor

Amikor a témeg id6ben allando, az (1.6) és az (1.7) nem kiilonbozik egymastol,
mindketts a megszokott newtoni mozgasegyenlet. De ha a tomeg fligg az id6t6l,
a két egyenlet nem ugyanaz. Az (1.6)-tol eltérden (1.7) nem szarmaztathato
Lagrange-fliggvénybdl. A test energidjan a szokisos

1
E:§M#+V

kifejezést értve ez a kifejezés az M id6fliggése miatt nem marad meg. De ha a
diffaziéban résztvevs kdrnyezs anyag energidja megmarad, akkor ezt az energiat
és a test F energiajat osszeadva megmarad6 mennyiséget kapunk. Az energia
disszipacidja ugyanis — mint lattuk, — a q-val kapcsolatos, ami most zérus.

Az (1.4) és az (1.5) konnyen altalanosithato arra az esetre, amikor a tomeg-
transzferben kiilonféle sebességi tomegek vesznek részt. Amikor pl. az u és a
q két kiilonbo6zs értéket vehet fel, ezek az egyenletek igy modosulnak:

d(Mv) dM, M,

o =F+ o ua—l—Tub, (1.8)
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valamint

dv dM, dM,y
ME =F+ an'i‘TQb- (19)

2. A munkatétel

Konstans tomegi test esetében munkatételen a

dK

képletet értjiik, amelyben K = muv?/2 a mozgasi energia, és a jobboldalon a két
vektor skalarszorzata all. A tétel azt fejezi ki, hogy az erd teljesitménye a test
mozgasi energidjanak novekedési ratdjaval egyenlg. Amikor v - F > 0, az erGtér
végez munkat a testen (a kinetikus energia né), amikor pedig v - F < 0, a test
végez munkat az erGteren (a kinetikus energia csokken).

Ha az er6t V potencialbdl szarmaztathatjuk az F = —VV képlet segitségeé-

vel?, akkor a munkatételt

dK

— =-v-VV

dt
formaban is felirhatjuk. Masrészt a (¢,t + dt) intervallumban a potencial teljes
— a test mozgasabol és a potencial explicit id6fiiggésébsl — szarmazd valtozasi
sebessége a kovetkezs:

) ) A )

e T ey T e T e T (22)
B oV '

Ha ebbdl az egyenletbdl kifejezziik a potencidl gradiensét tartalmazé tagot és a
munkatételben ezt kihasznaljuk, akkor a

dK+V) oV
dt oot

egyenletre jutunk, amely szerint a test teljes K +V energiidja akkor marad meg,
amikor a potencial nem fiigg ezplicite az id6t6l. Gravitacios térben mozgod val-
tozo tdmeg test potencialis energidja’ példaul a tdmeg valtozasa kovetkeztében
fligg explicite az id6tél.

Hogyan modosul a munkatétel (2.1) egyenlete, amikor a témeg néhet (dM >
0)? Képzeljik el, hogy a testen allva figyeljiik a tomegfelvétel folyamatat. A

2 A tovabbiakban tébbnyire a nabla vektort fogjuk hasznalni a grad, a div és a rot helyett:
grad f =V f; divV =V .V; otV =V x V; divgrad f = V2f; diviot V=V - (V x V) =
0; rotgrad f =V x Vf=0.

3 A potencidl terminust a potencidlis energia értelmében hasznaljuk.
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(t,t + dt) intervallumban azt latjuk, hogy q(t) sebességgel mozgod dM (t) tomeg
fékez6dik le és tapad hozza a testhez, mikdzben mozgasi energidja a test bels6
energiajat a
1
dU = 5dM - 7 (2.3)

mennyiséggel noveli meg. A kinetikus energia és a bels6 energia megnoveke-
dését azonban most nem egyediil a kiils6 er6 munkajabol kell fedezni, hanem

1
hozzajarul az az —dM (t)u? energia is, amely konvekcié utjan noveli meg (vagy

csokkenti le dM < 0 esetén) a test energidjat. A munkatétel tehit a kovetkezs*:

dK dU 1dM

— 4+ — =v-F+_-_—2 24
dt + dt + 2 dt 24)
Ez a képlet a mozgasegyenlet alapjan igazolhato is. Szorozzuk (1.4)-t skala-

risan v-vel:

d(Mv) dM
=V -

i@
A jobboldalon
d(Mv) dv dM2
Vioa M a et
_ Ly’ dM o d (1 5N 1dM o,
a " art dt(2MU> 2 dt

és ennek kovetkeztében

_d (1), 1dM , dM

1dM
Adjunk mindkét oldalhoz gdd—tuz—t:

Fs——ul=—

1dM , d (1 5\ 1dM
M
2 dt dt( “>

Az (1.3)-t kihasznalva djra (2.4)-t kapjuk eredményil.

A munkatétel (2.4) egyenlete érvényben marad akkor is, amikor a témeg
csOkken (dM < 0). Az (2.3) szerint a dU ekkor negativ. Ennek igy is kell
lennie, hiszen a nyugalmi rendszerbdl nézve a dM tOmeg energidja most a test

1
belss energiajanak a rovdsdra nullarél B (—dM)g*-re n6 meg. Rakétanal peldaul
ez az energia a rakéta tomegének részét képezs tizemanyag kémiai energiajabol
szarmazik, parolgasnal pedig a test hémérsékletének a csdkkenésében jelentke-
zik.
Amikor két (vagy t6bb) kiilonboz6 u is fellép, akkor (2.4) igy modosul:

dK  dU 1dM, , 1dM, ,
a T " Ve Fatve Fod gt g

4J. Copeland, Am. J. Phys 50, 599 (1982)

(2.5)
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Az eddigi képleteink alapjan a baloldalon
au 1. .
- - Ma 2 M, 2)
dt 2 ( qa + bqp ) >
de az altalanos esetben az erék munkija és a bedramldé mozgasi energia a ki-
netikus energia helyett a belsG energidhoz is adhatnak tovabbi jarulékot. A 8.
fejezetben latunk majd erre példat.
Mikor az erd potenciélos, megint alkalmazhatjuk az (2.2) képletet és a mun-
katételt a kovetkezs alakban irhatjuk fel:

dK+V+U) oV ld_MUQ
dt ot 2.dt

A test teljes energiaja tehat két okbol valtozhat: A potencial explicit id6fiiggése
és a tOmegtranszferbgdl szarmazo energia miatt.

Amikor a tomeg allandé és a potencidl nem fiigg explicite az id6t6l, akkor
(2.6) az E = K + V energia megmaradasat fejezi ki, amely a mozgasegyenlet
elsé integralja és egy szabadsagi fok esetében ezzel meg is adja a mozgasegyenlet
megoldasat. Valtozo tomeg mellett azonban a munkatételnek csak az energia-
viszonyok tisztazasaban van szerepe, a mozgasegyenletek integralasat altalaban
nem segiti els.

(2.6)

3. A rakéta gyorsitasa és lassitasa er6mentes tér-
ben

Ha az (1.1) képletet
dv =q—— 3.1
v=a-; (3.1)
alakba irjuk, alland6 q kifavasi sebesség mellett egyszeri integraldssal rogton
megtudhatjuk bel6le, hogyan fiigg a sebesség a rakéta tomegétsl:

v(M)=vo+qln %. (3.2)
(Ciolkovszkij-egyenlet), ahol My és v az indulési tOmeg és sebesség. Az egyen-
letbol latszik, hogy a rakéta sebességét (adott q mellett) a tomegmegmaradas
kovetkeztében egyediil a kifajt tomeg m = My — M mennyisége hatarozza meg
fiiggetleniil attol, hogy a kifavas milyen titemezésben tortént (a kifavas kézben
sziinetelhet is).
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy az lizemanyag felhasznalésa idében
allando:
M(t) = My — kt k = konstans > 0. (3.3)

Korlatozodjunk egyenesvonalii mozgasra a z-tengely mentén pozitiv iranyban.
Ekkor

v =(0, 0, v) (v>0),
q=(0,0,+q)  (¢>0).
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A fels6 elGjelnél a hajtomi fékezi, az alsonal gyorsitja a rakétat.
Az (3.2) megoldés ekkor

My — kt

t) =vg £ ql
v(t) = vg £ ¢ln A

(0 <t < tmaa)s
ahol t,,4, az lizemanyag elfogyasanak a pillanat. A tovabbiakban az egyszertiség
kedvéért feltessziik, hogy az tirhajé tomegének a tilnyomo részét az lizemanyag
teszi ki, ezért tmq. = Mo/k.

Szamitsuk ki, mennyi utat tesz meg ¢ id6 alatt a rakéta, amikor a nyugalmi
allapotbol indul. Ehhez a v(t) képletét kell az also elGjel valasztasa és vy = 0
mellett integralnunk:

2(t) = —q/o dt’ -In(1 —t' /timaz)-

Legyen
1=t /tmaez = @, dr = —dt' [tmaz-
Akkor
1_t/t7naz
2(t) = ktmam/ dx -Inx.
1
De
/dw-ln:bz/d(:b-lnx)—/x-dlnxz/d(;v-lnx)—/d:tz;v-lnx—x,
ezért

Z(t) = Qlmax [33 ‘Inz — I]}_t/tmw =

= qtmaz/1l — t/tmaz) In(1 — t/tnaz) + qt.

Ebbdl a képletbdl nem latszik jol, hogy az indulds utan kozvetleniil (¢ — +0)
hogyan emelkedik a rakéta. Ha felhasznaljuk a

1
In(l-2z)=—-x— 53:2 + o(z?)

sorfejtést, rovid atalakitas utan az

q o 3
t)= —t t
2(t) = g7 —t* +o(t’)
képletre jutunk. A t,,,, id6 alatt megtett tavolsagra pedig a lim, o2 -Inz =0
képlet kovetkeztében a

Z(tmaz) = qtmaz

képletet kapjuk pontosan gy, mintha a rakéta végig a konstans g sebességgel
mozgott volna. Ez azért varatlan, mert ugyanakkor v(¢mq,) = 00.
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Térjiink at az (2.4) munkatételre, amelyben most F = 0:

dK  k
- = 5(q2 —u?), (3.4)
ahol az (1.3) kévetkeztében

u=v—gq

a kifujt lizemanyag sebessége. Ebbdl az egyenletbdl az a paradoxalisnak ting
kovetkeztetés vonhato le, hogy gyorsitasnal, mikozben a rakéta v sebessége fo-
lyamatosan né, eleinte a mozgési energidja is ng, de a v = 2q sebességnél elér
egy maximalis értéket, amely utan elkezd csdkkenni. Valéban, v = 2¢-nal v = ¢,
ezért (3.4) jobboldala nullaval egyenld. Amikor pedig v > 2¢, a jobboldal nega-
tivva valik.

A furcsa viselkedés magyarazata az, hogy a ng mennyiség a belsd energia

2

k
csokkeneési sebességével egyenls (abszolut értékben), mig Ju”a kilovellt égési

gazok mozgési energidjanak novekedési rataja. Mivel
¢ —u?=¢* — (v—q)* =v(2g —v),

v > 2¢-ndl a hajtémd teljesitménye egyediil mar nem fedezi a rogzitett ¢ mel-
lett a kidramld gazok energidjanak a novekedését. A hianyt a rakéta mozgési
energidjanak csokkenése fedezi. Mivel azonban a rekéta kézben tovabb gyorsul,
a mozgasi energia csokkenése kizarélag a tomegesokkenés kovetkezménye.

Lassitasnal ¢> — u? = ¢® — (v + ¢q)? = —v(2¢q + v) negativ mennyiség, ezért a
sebességgel egylitt a rakéta mozgasi energidja is folyamatosan csokken.

Térjiink ki végiil egészen réviden a rakéta inditasara a foldfelszinrsl. A fold-
felszinre meréleges z-iranyt mozgas leirdsara a mozgasegyenlet jobboldalan most
figyelembe kell venni a stlyerdt is. A gravitacios teret homogénnek fogjuk tekin-
teni, ezért a sulyer6 —M g-vel egyenls, amelyben g konstans. Az alkalmazando
mozgasegyenlet ekkor (1.5), amely esetiinkben a kovetkezs:

d
(Mp — kt)d—: = —(Mo — kt)g + kq.
Az egyenletbdl latszik, hogy a toloerd nagysaga kq, amelynek meg kell haladnia
az Myg indulési sulyt ahhoz, hogy a hajtomi inditasanak a pillanataban a rakéta
megkezdje az emelkedést:
kq > Mog. (3.5)

Ha ez az egyenlGtlenség a kezddpillanatban fennall, akkor késébb csak javulhat,
mivel a baloldal idében allandé, a jobboldal viszont monoton csokken. A rakéta
ezért mindaddig egyre jobban gyorsul, amig az lizemanyaga el nem fogy. S6t, ha
a kezddpillanatban (3.5) nem teljesiil, mert My > kq/g, és ezért a hajtomi bein-
ditasakor a rakéta nem kezdi el az emelkedést, egy késébbi idépontban, amikor
a rakéta tomege kq/g ala csokken, az emelkedés megkezdsdik. Ez az irreélis vi-
selkedés a k tizemanyagfelhasznalasi rata és a g kifivasi sebesség allandésaganak
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a kovetkezménye, amely a valosagban legfeljebb csak tobbé-kevésbé sziik id6-
intervallumban tarthaté be. Sajnos az olyan realis feladatok targyaldsa, mint
a Fold koriil kering6 trhajoé palyamoédositdsa, nagyon bonyolulttd valik, ha a
tomegveszteséget is figyelembe akarjuk venni.

4. Az esGcsepp novekedése

Abbodl a fizikai képbdl indulunk ki, hogy a nedves levegében hullé esGcsepp fo-
lyamatosan novekszik a feliiletén lecsap6do para kovetkeztében. A cseppre hato
kozegellenallast figyelembe kell venniink, a hidrosztatikus felhajto er6tsl azon-
ban eltekinthetiink. A csepp allapotat minden pillanatban (legalabb) harom
id6tol fiiggs mennyiség irja le: Az M(t) tomege, r(t) sugara és v(t) sebessége.
Ezek kozott két egyszeri, de plauzibilis, Osszefiiggést tételeziink fel dgy, hogy
az ismeretlen fiiggvények szaméat 1-re redukaljuk.

Feltessziik, hogy a csepp p strtisége dllando, ezért a tomeg és a sugar kozott

fennall az
473

3

M=p
Osszefiiggés. Ezt differencialva a
dM = p - 4nr? dr

képletre jutunk. Osszuk el ezt az egyenletet az elGzével:

A dr
M T
vagyis )
M T
— =3-. 4.1
7= (4.1)

A masik feltevésiink az lesz, hogy a dt intervallumban lecsapodott dM témeg
minden pillanatban ardnyos a gémb felszinével. Az aranyossagi tényezét kp
alakban felvéve

dM = kp - 4mr? dt.

A dM-re igy van két kifejezésiink, amelyeket 6sszehasonlitva a

dr
a :k, T:kt+T0 (42)
osszefiiggésekre jutunk (feltettiik, hogy a t = 0 kezddpillanatban a csepp sugara
70). Az (4.1) alapjan tehat
M k
— =3-. 4.
M r (4.3)

Jozan kozelits feltevésnek latszik, hogy a feliiletre lecsapddo anyag sebes-
sége abban a (foldfelszinhez rogzitett) vonatkoztatési rendszerben, amelyben a
vizcsepp pillanatnyi sebessége v(t), nullaval egyenls: v = 0. Ebben az esetben a
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mozgasegyenlet (1.4) alakjat célszertd alkalmazni. A fliggtleges mentén a pozitiv
irdnyt lefelé mutatonak valasztva a mozgasegyenlet a kovetkezs:
d(Mv)
dt

= Mg — 6mnrv

A jobboldal masodik tagja a nevezetes Stokes-formula, amely az r sugard v
sebességii gombre hat6 fékezSerd az n dinamikai viszkozitasa kdzegben.
A baloldalon elvégezziik a szorzat differencialasat és az egyenletet végigoszt-

juk M = p47TTr—mal:

v v
7
amelyben v = n/p a kozeg kinematikai viszkozitasa. Itt nyilvan célszerd az

id6 szerinti differencidlasrol attérni az r sugér szerinti differencialasra. Az (4.2)
alapjan

3;+@:g— (4.4)

d_drd _,d
dt — dtdr dr’
ezért rendezés és az o = 9v/2 jelolés bevezetése utan (4.4) atirhato igy:

dv 3 « g
J'f‘(;-i-m)v—g. (4.5)

Talan érdemes az r, v helyett bevezetni az x, y dimenziétlan valtozokat az

« ga
r=+3 v=3Y (4.6)
helyettesitéssel. Az ] valtozokban (4.5) a kovetkezo:
3 1
p (24 )y=1 4.
y+($+ﬁ)y : (4.7)

amelynek az y(zo) = 0 kezddfeltételhez tartozé megoldasat az

> (0%
X o = 7o
k

tartomanyban keressiik.
Az (4.7) egy lineéaris elsérendii kozonséges differencidlegyenlet, amely mindig
megoldhat6. Az ilyen egyenletek altalanos alakja

y' + P(x) y=Q(z). (4.8)

Visszahelyettesitéssel konnyen igazolhato, hogy az egyenlet y(zg) = 0 kezddfel-
tételhez tartoz6 megoldasa a kovetkezs:

y(2) = e o P(z’)dm’/ da’ - Q(z/)ela P (4.9)

0
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Esetiinkben

tehét

r 1 1
/ P(2')da' = 32 — <— — —> ,
Zo i) X i)

valamint @Q(z) = 1. Ezeket az altalanos megoldo képletbe helyettesitve az

y(z) = igel/x /m oS 1/ (4.10)

T

megoldast kapjuk.

Az x fliggetlen véltozo az r sugarral, de (4.2) kovetkeztében az id6vel is
aranyos. Vajon az (4.10) szerint a sebesség monoton névekvs fliggvénye-e az
id6nek, vagy esetleg van olyan idGintervallum, amelyben a sebesség csokken? A
kérdés azért jogos, mert a sugir névekedésével a csepp feliilete, és vele egyiitt
a kozegellenéllas is n6. A sily azonban a csepp térfogataval ardnyos, ezért
gyorsabban ng, mint a kdzegellenallas. Ha még azt is figyelembe vessziik, hogy
(4.7) szerint * = xp-nal y' = 1 > 0, ezért varhato, hogy a sebesség az id6
monoton nodvekve fiiggvénye legyen. Ezt a fejezet végéhez csatolt fiiggelékben
igazolni is fogjuk.

Amikor az x (és a t id6) a végtelenhez tart, az (4.10) megoldas linearisan
divergél. A pontos aszimptotikat tgy kapjuk meg, hogy (4.10)-ban a két ex-
ponencialis fliggvényt Taylor-sorba fejtjiik és megkeressiik y(z) azon tagjait,
amelyek x — co-nél nem tartanak nulldhoz. Ezt kapjuk:

1 z* 28 1 1
y(z) ~ 5 < 1 3> ~ 1 (:1: 3) (4.11)
(a ~ jelzi, hogy aszimptotikus egyenlGségrdl van sz0).
A dimenzi6tlan valtozokrol az
2
CEZE’I‘ZE(/CLL—I—TQ) yzk—v
@ @ go
képletekkel visszatérhetiink a ¢, v fizikai valtozokra. A v(t) fiiggvény menetét
az 1. abran rajzoltuk fel:

A feliiletre lecsap6dé para noveli a csepp bels energiajat. A belsd energia
megnovekedése az (2.3) képlet segitségével szamithato ki, amelyben most u = 0
kovetkeztében v = ¢: U(t) = Mu(t)?/2. A csepp hémérséklete ennek kovetkez-
tében folyamatosan né és feltehetGen nem is egyenletes eloszlasu a térfogaton
beliil. Ez ahhoz vezethet, hogy a k ardnyossagi tényez6 id6ben valtozhat, és az
M, r, v valtozok nem is elegend6k a csepp pillanatnyi allapotanak a jellemzésé-
hez. De a modell finomitasa ebbe az iranyba mar kiviil esik a mechanikin, amely
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\

1. 4bra.

ennek a jegyzetnek a targya. Es nem vilagos a szamomra, hogy a cseppnove-
kedés itt vazolt targyaldsi modja alkalmas kiinduldépont-e a csapadékképzddés
realis elméleti vizsgalatahoz.

Figgelék: A sebesség monotonitasanak igazolasa

Ha az (4.7) egyenlet (4.10) megoldasa nem lenne monoton, akkor lenne olyan
x > xo, amelynél y' = 0. Az (4.7) szerint ennél az x-nél teljesiilni kellene az

2

:33:—|—1

Y

relacionak. Az (4.10) figyelembe vételével ez a feltétel igy irhato:
f(CL') = g(:E),
ahol

5,—1/x

=T g = [ etV

Ha ez teljesiil, az y = f(z) és az y = g(x) gorbe metszi egymast az x > o tar-
tomany x pontjaban. Mivel g(zg) =0 és f(xg) > 0, ezért a metszéspontban az
y = g(x)-nek meredekebbnek kellene lennie, mint az y = f(z), vagyis teljesiilnie
kellene a

g'(x) > f'(x)
egyenl6Gtlenségnek. De ha ide a két fiiggvény derivaltjat beirjuk, az e -szel

lehet egyszertisiteni és konnyen igazolhatd, hogy az x > z¢ tartomanyban az
egyenl&tlenség seholsem teljesiil.

—1/z

5. A valtoz6 tomegi bolygd

A Nap koriil keringd bolygo tomegét a meteorok folyamatosan novelik. Ha
feltessziik, hogy a meteorok sebessége atlagosan nulla (u = 0), akkor megint
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(1.4)-et kell hasznalnunk, amelyben azonban most a gravitaciés vonzason kiviil

mas er6 nem szerepel:
d(Mv) GM M, ;

dt r2

(Mg a Nap, M a bolygd tomege, G a gravitacios allando, r pedig a radialis

egységvektor). Az el6z6 fejezet esGesepp példajahoz képest a lényeges kiilonbség

a kozegellenallas hidnya, amely lehet6vé teszi, hogy ezt az egyenletet az
M GM Mg

L=—(+r*¢)-U, U=

- = (5.1)

Lagrange-fiiggvényhez tartozé Lagrange-egyenletnek tekintsiik.
A tomegnovekedés kovetkeztében a bolygd E energidja valtozik. Az energia
idéderivaltjat az
dE 0L
d ot
altaldnos képlettel szamithatjuk ki. Az L az M tomegen keresztiil fiigg explicite
az id6t6l, és mivel minden tagja ardnyos M-mel, ezért

(5.2)

dE M M
—=—-——L=——(K-0). .
dt M M ( ) (5:3)
Korpalyéan a centrifugélis eré éppen ellensilyozza a gravitacios vonzast:

My GMM,
ro r2

Ha ezt a képletet végigszorozzuk r/2-vel, a kinetikus energiara a K = —U/2
képletet, a teljes energiara pedig ennek kovetkeztében az

GM M,

E=+4+U/2=—
+U/ 2r

(5.4)

képletet kapjuk. Igy L = K —U = —3U/2 = —3E. Ezt az (5.3)-ba helyettesitve
az

. M
337 (5.5)

képletre jutunk. Mivel E < 0, az M novekedésével az energia csdkken.
Hogyan valtozik ekdzben a sugar? Derivaljuk (5.4)-et az id6 szerint figye-
lembe véve, hogy az M is, az r-is fiigg az id6t6l:

: GMy d (M rd (M M
E=-= E(?)_EME(T>_E<M_?>'

Ha ezt a képletet (5.5)-tel Osszehasonlitjuk, azt latjuk, hogy

F= 2l (5.6)
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A tomeg novekedésével tehat a bolygopalya sugara csokken.

Hatarozzuk meg a sebesség valtozasat is. Ez tobb médon is lehetséges. Indul-
junk ki az I = Mrv impulzusmomentumbol. Mivel az (5.1) Lagrange-fiiggvény
idofiiggs tomeg esetében is forgasinvarians, ezért az [ impulzusmomentum meg-
marad: . .

PN i e
I M + r + v
Ha ide (5.6)-ot behelyettesitjik, a

M
) = — 5.7
U= 97Y (5.7)
képletre jutunk: A sebesség a tomeggel egyiitt né.
Ugyanerre a kaptafira megy az w = v/r és a T = 27/w valtozasanak a
meghatéarozésa is: ) )
M . M
v=3— T=-3—-T .
w U i (5.8)
Amikor a bolygopélya elliptikus az (5.3) érvényben marad, de a K és az U
nem fejezhets ki benne minden tovabbi nélkiil az energian keresztiil. Ez méar
abbol is latszik, hogy az energia mozgasallandd, a K és az U azonban nem
az a palya nyujtottsdga miatt. Segitségiinkre jon azonban a viridl tétel, amely
szerint az egy periddusra atlagolt K és U — amelyek mar id6ben allandék —
ugyanigy fejezhetd ki az E-n keresztiil, mint a K és az U korpalyaknal, ezért
K—-U=-3E.
Atlagoljuk ezért (5.3)-az egy periodusra:

dE M

— =—-——(K-U).

dt M ( )
A kinetikus és a potencidlis energia valtozasa egy periéduson beliil jelentds, a
relativ tomegvaltozas azonban ennyi id6 alatt feltehetGen nagyon kicsi. Ezért az
M /M atlagolasatol eltekinthetiink és ha ezutan alkalmazzuk a virial tételt, ujra
az (5.5) képletet kapjuk eredményiil. Ez a képlet tehat elliptikus bolygopélyakra
is érvényes.

Az a nagytengely és a b kistengely valtozasat az ismert
~ GMMg l

aqQ = ——— =

2(-E) 2M(—E)
képletek felhasznalasaval szamithatjuk ki a méar ismert eljarassal:

: M
—2—10.

M
a= —2Ma, és hasonloan b= i (5.9)

A periodusidé valtozasara a T = 2wMab/l képlet alapjan ugyanazt a T =

M
—3MT eredményt kapjuk, mint a korpalyaknal.
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Az elnytjtott ellipszispalyan keringé listokosok tomegveszteség kovetkezté-
ben el6allo palyamoésosulasa alighanem sokkal jelentGsebb, mint a bolygoké a t6-
megfelvétel soran. A tomegkibocsatasi folyamat targyaldsa azonban nehezebb,
mert az (1.5) képleten alapul, amelyben a q kilovellési sebesség megvalasztasa
kiilon feltevést igényel.

Talén jogos feltenni, hogy az anyag az iistokos Nap felé nézé oldalarol sza-

badul fel, ezért valamilyen kozelitésben q = —qr. Ebben az esetben a mozgés
megint targyalhat6é Lagrange-modszerrel az
GM M .
U=-"""C 4 qMr (5.10)
r

potencial felhasznalasaval. A mozgasegyenletek a kovetkezsk:

d . .2 GMM@ .
E(Mr)—Mrcp t—5 +qM =0

d !
T (Mrzgo) =0.

A masodik egyenlet az [ = Mr?¢ impulzusmomentum megmaradasat fejezi ki.
Ha innen ¢-t az els6be behelyettesitjiik, a

d 12 GM Mg, .
—(Mr) - —+ ———+qgM =0 11
dt( T) Mr3 * r2 +a (5.11)
. dE oL L .
egyenletre jutunk. A 7T képlet most is érvényes, de a jobboldal nem

fejezhets ki egyszertd modon az M /M-en keresztiil. Az (5.11) olyan nemlinearis
egyenlet, amely az 6nkényesen megadhaté M (t)-n keresztiil explicite is tartal-
mazza a t fliggetlen valtozot. Az iistOkosmozgas targyalasat ezen a ponton
megszakitom egyrészt a mozgasegyenlet viszonylagos bonyolultsdga miatt, mas-
részt pedig azért, mert egyaltalan nem vagyok biztos benne, hogy ez az egyenlet
valamennyire is realis kiindulépont a targyalashoz.

6. A szallitoszalag

A vizszintesen egyenletes v sebességgel miikods szallitoszalagra egyenletesen
hullik a homok M = konstans kg/s titemben. Milyen teljesitményt ad le a
motor minimélisan® (ha szerkezeti veszteségektdl eltekintiink)?

A homok fiiggélegesen hullik ra a szalagra, amelyhez képest nyugalomba ke-
riil, de az esés megallitasa a motort nyilvan nem veszi igénybe, hiszen akkor is
bekovetkezne, ha a szalag allna. A motor ahhoz kell, hogy a vizszintes irdnyt
sebességgel nem rendelkez6é homoknak ilyen irdnyd mozgast, vagyis méasodper-

1.
cenként §M v? mozgasi energiat kolcsonozzon. Azt gondolna az ember, hogy ez

az a minimalis teljesitmény, amit a motornak ki kell fejtenie, de nem igy van:
Legalabb kétszer ekkora teljesitményt kell leadnia.

5R. Resnick and D. Halliday, Physics (Wiley, New York, 1977), Part 1, p. 178
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Ahhoz ugyanis, hogy a homok nyugalomba keriiljon a szalagon, nemcsak a
fliggoleges iranyu esését kell megallitani, hanem hatékony sturlédasra is sziikség
van a homok és a szalag kozott, kiilonben a homok cstszna a szalagon anél-
kiil, hogy részt venne a mozgasaban. A szalag nyugalmi rendszerébdl nézve
—uv sebességgel mozgd homok fékezddik le a sarlédas kévetkeztében, mikdzben

masodpercenként EM v® h6 szabadul fel. Ezt az energiat is a motornak kell

fedeznie.
Ugyanerre az eredményre jutunk a (2.4) munkatétel alapjan is, amelyben
most u = 0 (ez a hull6 homok vizszintes irdnyt sebessége) és ¢ = —v:
d (1 1dM .
F=—(=Mv)+-—¢ =M’
! dt<2 ”)+2dtq Y

Egy realis szallitoszalag természetesen véges hosszisagt, ugyanannyi homok
esik le rola a végén, amennyi hullik ra valahol az elején. A szalag végén torténs
folyamat azonban idedlis esetben nem igényli a motor munkajat.

7. Az asztalrél lecstuszo lanc

Egy kupac lanc all egy surlédasmentes asztallap szélén. Kis darabot lelogatunk
belsle. Milyen id6torvény szerint csiszik le az asztalrél?

A feladat azért érdekes, mert amikor elengedjiik, a lancnak nem minden része
jon egyszerre mozgasba: A lelogd darab mozgasa csak a kozeli lancszemeknek
adodik at. Ebben szerepe lehet a lancszemek méretének csakiagy, mint a szemek
surlodasanak egyméason (az asztallap sarlodasmentes). Elég nyilvanvalo, hogy
emiatt a feladat ebben a formajaban nincs jol definidlva, de talan idealizalhato a
kovetkezs radikalis leegyszertisités aran: Az asztal széle élesen elvdlasztja a ldnc
mozgdsban lévd lelogo részét az asztalon fekvd nyuguo részétdl. Ebben a kozeli-
tésben tehat a lancnak azt a kupachoz tartozoé révid darabjat, amely mozgasban
van, pontszeriivé zsugoritjuk.

Egy masik hatareset az, amikor a lanc egy egyenes mentén helyezkedik el, és
az egész egyszerre jon mozgasba (1d. a 2. abrat, amelyen a lancot szimbolikusan,
tul nagy lancszemekkel rajzoltuk fel). Ez az egyszertibb feladat, kezdjiik ezért
bemelegitésként ennek a megoldasaval.

Legyen a lanc tomegstrtsége p kg/m, a teljes hossza [, a lelogd rész hosszat
(vagy — ha jobban tetszik — a P végpontnak az asztallaptol szamitott koordi-
natajat) jeloljiik z-szel. A mozgéasegyenlet nyilvan lpi = gpx, azaz

i —w?r =0 w=1/g/l,

ami egy képzetes frekvenciaju (,, taszit6”) matematikai inga egyenlete. Az alta-
lanos megoldas
x = Achwt + Bshuwt. (7.1)

Ha ¢t = 0-ban a lelogo rész hossza Al és a sebesség nulla, akkor x = Al ch wt.
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2. abra.

A késobbiek kedvéeért keressiik meg a megoldast az energiamegmaradéas alap-
jan is, amely

1 1
§pl ¥ —pr-g- 5% = konstans. (7.2)

Egyszertisités utan ez

v? — w?z? = konstans

egy 4j konstanssal, amelynek a (7.1) természetesen eleget tesz.

Térjiink ré ezutan a kupacba zstfolt lanc lecsorgasara. Kézenfekvének lat-
szik, hogy ezt a feladatot is az energiamegmaradas alapjan oldjuk meg. Ehhez
csupan annyit kell tenniink, hogy (7.2) els§ tagjaban az I-t x-re cseréljik. A

d
sebességre ekkor a v = ,/gx képletet kapjuk, amelybél v = d—f behelyettesitése

utan integréalassal megkaphatnank a keresett x(t) fiiggvényt.

Azonban alaposabban meggondolva a dolgot arra a kovetkeztetésre kell jut-
nunk, hogy ebben a feladatban az energia semmiképpen se maradhat meg, mert
a surlodasnak lényeges szerepe van abban, hogy a lanc csak fokozatosan jon moz-
gasba. A feladatot ennek a szempontnak a figyelembevételével Arthur Cayley
oldotta meg elGszor 1857-ben.

A feladat fentebb mar megfogalmazott erésen idealizélt forméjaban a sebes-
ségvaltozas egyetlen pontban, az asztal peremén kovetkezik be: Az A pontban
a lanc még nyugszik, a B-ben mar véges v sebességgel mozog (3. abra), és
ez a két pont infinitezimalisan kozel lehet a peremhez (és egymashoz). A lanc
mozgasban 1évs részét egyetlen valtozo tomegi testnek tekinthetjiik, amelynek
a helyzetét a P végpont = koordinatija jellemzi, de mivel az asztal peremén a
sebesség hatarozatlan (az A pont fel6l kézeledve a peremhez a sebesség nulla,
a B pont fel6l kozeledve pedig v), valojaban két valtozatot kell elemezniink:
Az (a) valtozatban az AP, a (b)-ben a BP szakaszt azonositjuk a testtel. A
mozgas idealizalasdnak a jogossdgat az tamaszthatja ald, ha mindkét esetben
ésszerd gondolatmenettel ugyanarra a mozgésegyenletre jutunk, amelyet persze
rdadasul még a tapasztalatnak is igazolnia kell.

Kezdjik az (a) valtozattal. A , test” (vagyis a lanc AP szakasza) ekkor
nyugvo tomeget (lancszemeket) vesz fel, ezért az 1. fejezet jeloléseiben az u
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(b)

3. abra.

sebesség nullaval egyenls. Ebben az esetben az (1.4) egyenletet kell hasznalnunk,
amely u =0 és M = pz figyelembe vételével a kovetkezs:

L (pav)
—(pzv) = pgx
dt p PIL,
azaz
x4+ v? = ga. (7.3)

Mivel az egyenletben nem szerepel explicite a t id6, célszerd attérni az x flig-
getlen valtozora:

. dvdx ,
= —— =y,

T drdr

zv'v +0? = qzx,

1 dv? 402
—rx— +0v° =gz
2" dz 9%
és vegiil
dv? 2,
— + —v° = 2g. 7.4
dx + :vv g (7:4)

Ez egy linearis elsérend differencialegyenlet v2-re, amelyben P(z) = 2/z (1d. a
(4.8)) képletet). Azt a megoldast keressiik, amelyben z = 0-nal (amikor a lanc
lelogo vége még elhanyagolhatéan révid) a sebesség nulla. A (4.9) megoldasban

2
ekkor a / —dx integral 1ép fel, amely az als6 hataron divergal. Vegyiik ezért a
o T
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kezdépillanatban lel6go lanc hosszat valamilyen nullanal nagyobb &-nek. Ekkor

/ P(z')ds' = 21n 2.
¢ 3

A (4.9) megoldas tehat a kovetkezs:

/

—2InZ o 2l
v (x) =2¢g-¢ 5/ e Sdo.
3

Alna/b=1Ina—Inbképlet kivetkeztében az exponensbdl a £ kiesik és a maradék
integralban a &-t mar vehetjiik nullanak:
1 (% 9 2
2 _ / I _
v —29~F | xdaz—ggz,

v= \/? (7.5)

Az energiamegmaradas alapjan hasonlo képletet kaptunk a sebességre, de 2/3
nélkiil a gyok alatt. Ebbdl mar kovetkezik, hogy jelen targyaldsunkban a me-
chanikai energia nem marad meg.

Az x(t) meghatarozéasa innen mar nagyon egyszert:

dr  [2gx
at V3

azaz

dx 2¢g
— =/ = dt,
N3 3
és mivel ¢ = 0-ban x = 0, ezért
0T =12t
9,2
= Z¢2,
Y76
valamint g g
=Z¢ =2, 7.6
o=t a=? (7.6)

dM
Mekkora a hokivalas sebessége? A (2.3)-ban most ¢ = v, valamint o

it (zp) ért
7 (2p) = vp, ezér )
dU = —2pv3. (7.7
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4. abra.

Szamitsuk ki még a rugalmas erét, amely a lanc lelogo szaraban hat (4.
abra). A @ pontban, amely a lanc végétsl h tavolsagra van, valasszuk ketté
gondolatban a lancot. A @) f6l6tti rész valamilyen Fg rugalmas erével hat a QP
darabra. Az Fp-nak kiilonboznie kell nullatél, mert ha nulla lenne, akkor ennek
a landarabnak ¢ gyorsulassal kellene esnie, méarpedig (7.6) szerint a gyorsulasa
g/3-mal egyenld.

Ebbdl a feltételbdl ki is lehet szamitani Fg-t. A szakasz mozgasegyenlete
ugyanis

hpa = hpg — Fg,

és ha ide behelyettesitjik az a = ¢g/3-t, az

2
Fo = %h (7.8)

képletre jutunk.

A feladat targyalasat az (a) felfogasban ezzel lezarhatjuk és attérhetiink a
(b) felfogasra. A mozgasegyenlet ebben az esetben is az (1.4) lesz, de az (a) fel-
fogashoz képest két véaltoztatassal. Egyrészt annak a lancrésznek (anyagnak) u
sebessége, amelyet a ,, test” (alanc BP szakasza) felvesz, most nem nulla, hanem
megegyezik a lelogo szakasz sebességével: u = v. Masrészt a stulyerén kiviil még
egy er6 hat a testre: Az Fp rugalmas er6 a B végpontban. A mozgasegyenlet
tehat a kovetkezs:

d(px)

d
E(va) =pgr — Fp + rall (7.9)

A jobboldal 2. és 3. tagja azonban kiejti egymast. Valoban, (7.8) szerint

Fp = %x, amelyet (7.5) figyelembe vételével pv? alakban is irhatunk, és ez
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A
0
X
v
0
B
& A -
%{l + x)
%{l - Xx)
‘ Y . — b
Cc
. Lkinyok™ |
c
5. abra.

megegyezik a 3. taggal (7.9) jobboldalan. A (b) felfogis mozgéasegyenlete ilymo-
don nem kiilonbozik az (a) felfogas (7.3) mozgéasegyenletétsl. Mint mondottuk,
ez az egyezés sziikséges ahhoz, hogy idealizalt modelliink értelmes legyen.

d(px)

volna, ha a feladatot nem oldottuk volna meg el6zetesen az (a) felfogasban. A
—Fp er6 fizikai jelentése ugyanis negativ irdnyt impulzus pozitiv irdnyd arama,
vagy pozitiv irdnyd impulzus negativ irdnyd arama. A lanc BP szakasza szem-
pontjabol az els jelentés a kifejez6bb, de az asztalon nyugvé kupac szempont-
jabol a masodik. Mivel ez a klzpa(): nyugalomban van, ezt az impulzus dramot a
d(px

Megjegyezziik, hogy a —Fp + v = 0 egyenlGségre akkor is rajottiink

tomegtranszferbsl szarmazo v impulzus dramnak pontosan kompenzélnia

kell.

8. Az egyik végén lehull6 lanc

A feladatot, amelyet ebben a fejezetben targyalunk®, az 5.4bran lathatjuk. A
két végén felfliggesztett lanc B végpontjanak a rogzitését megsziintetjiik és en-
gedjiik, hogy szabadon essen. Milyen id6torvény szerint né a B végpont x
koordinataja?

Az esés kovetkeztében a B végpont az A melldl az A ald kerill, ezért a B

SM. G. Calkin and R. H. March, Am. J. Phys 57, 154 (1989)
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mozgésa nem pontosan fiiggéleges. De tegyiik fel, hogy az AB ,, bazistavolsag”
olyan kicsi a lanc hosszahoz képest, hogy a mozgas vizszintes irdnyt komponen-
sétol el lehet tekinteni. A B végpont sebessége ezért v = &. A béazistavolsag
elhanyagolhatosaga miatt a lanc teljes hosszat az 5. dbréan [/2-vel jelolt tavolsag
kétszeresének (I-nek) tekinthetjiik.

A lanc ab metszet alatti szakasza a ,, konyok”, amelynek sebessége a ¢ pont
sebességével egyenl6:

d |1 ; 1, 1
Ve = {5( —|—:1:)] = 5% =5v.

A feladat megoldasat a konyok vizsgalataval célszerd elkezdeni. Az esés so-
ran a lanc lehullé dganak a lancszemei sorban dthaladnak ezen az acb szakaszon
és kozben a sebességiik v-rél nullara csokken. A b végponton keresztiil lancsze-
mek érkeznek a konyokbe, az a végponton keresztiil pedig lancszemek tavoznak
belsle. Tekintsiik az acb szakaszt (a konyokot) valtozo tomegt testnek és irjuk
fel ra az (1.5) mozgasegyenletet, amely a konyokre adaptélva a kovetkezs:

dve dM, dM,

=F ——Qp-
+ da + dt db

M dt dt

Ennek a vektoregyenletnek csak az x-komponense az, amelyik fizikailag tartal-
mas. Az F harom tagbol all: A stlyer6bdl és a lanc aA és bB szakasza altal a
konyokre kifejtett huzoerskbdl (,, lancerskbol”). Ez utobbiak irdnyitottsagat a
6. Abra mutatja, ezért

(F)e = +gpM — F, — Fy,

(a p a lanc tomegsirisége).
A konvekcios sebességek a kovetkezsk:

1 1
(da)s = —vc = —507 (Ub)e =V —ve = +§v,

a megfelel§ tomegvaltozasok pedig

dMai_i l+x 7_/_)1]
ar dt| 2 P T T
daMy i l—x 7+£
a a2 "’ 2"

Mindezt figyelembe véve a konyokre vonatkozd Mescserszkij-egyenlet a kdvet-

kez6:
dv,

dt
A AB bazistavolsag elhanyagolasaval 6sszhangban a konyok M tomegét te-

kinthetjiik nullanak. Ha ezt a kozelitést megtessziik, a kovetkezs feltételt kapjuk
a hazoerdk Osszegére:

M

=gpM — F, — F, + gvz. (8.1)

Fot+ Fy= gvz. (8.2)
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6. abra.

Fogjunk hozza most a tulajdonképpeni feladatunkhoz, a bB szakasz moz-
gasdnak a vizsgalatdhoz. Ez egy valtoz6 tomegi test, amelynek helyzetét az
x koordinéta jellemzi, és a mozgasa a Mescserszkij-egyenletet elégiti ki. A bB
szakaszbol a tomeg nyilvan ugyanazzal a v sebességgel tavozik, mint amilyennel
ez a szakasz éppen mozog, ezért uw = v. Ebben az esetben a mozgasegyenlet

d
(1.7) alakjat hasznéalhatjuk, amely Md—: =F. Az egyenletben

l— l—
M = pTx, valamint F= ngx + Fy. (8.3)

Ebben a bB szakaszra hato F' er6ben felleps Fy, a konyokre hato Fy, ers ellenereje,
ezért szerepel (8.1)-ben és (8.3)-ben ellentétes elGjellel. Ezeknek a kifejezéseknek
a birtokdban a mozgasegyenletre a

. l—x

5 & =9r— + £y (8.4)
képletet kapjuk. Ahhoz, hogy ebb6l meghatarozhassuk a keresett z(t) fligg-
vényt, meg kell mondanunk, hogyan fiigg F}, az z-t6l és az z-t0l.

Az F, megvalasztasahoz induljunk ki abbol a feltevésbdl, hogy a lanc bB
szara szabadon esik g gyorsulassal. A (8.4) szerint ez F, = 0-nal kovetkezik be,
mert ekkor az egyenlet & = g-re redukalodik. A feltevés helyességét nagy pon-
tossdggal lehet ellendrizni az A felfiiggesztési pontban kifejtett htzoers idébeli
valtozasanak a mérésével. Ez a huzbers a kévetkezs:

l+z

Fa=gp + F,. (8.5)

A (8.2) alapjan F, = 0 kovetkesztében F, = §U2. A szabadesésben azonban

v? = 29z, ezért végeredményben

I+ 1
Fa=gp—— +gpr = 5gp(l + 32). (8.6)
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1
Az x helyébe behelyettesitve az x = Egt2 képletet latjuk, hogy az F4 para-

bolikus (kvadratikus) torvény szerint né az idével, és az esés végpontjaban —
az | tavolsag megtételéhez sziikség t = /21/g = to pillanatban — kétszer ak-
kora, mint a lanc gpl Osszsilya. Ebben a pillanatban ugyanis a lanc még éppen
gyorsul, ezért haladhatja meg az F4 erd a lanc sulyat. Nyilvanvalé azonban,
hogy a tovabbiakban F4 nem marad meg ilyen nagynak, hanem megindul egy
relaxacios folyamat, amelynek a végén F4 a lanc stlyanak megfelel6 gpl értékre
csokken. Vilagos, hogy a targyaldsunk a folyamatnak erre a szakaszira nem
terjed ki, s6t mar akkor érvényét veszti, amikor a bB szakasz hossza megkoze-
liti a konyok méretét. Ezzel a relaxécios szakasszal a tovabbiakban ezért nem
foglalkozunk.

A kisérlet azonban a 0 < t < ty tartoméanyban sem igazolja a (8.6) képletet,
mert a mért Fy a folyamat végére egy nagysagrenddel meghaladja a lanc silyat.
A szabadeseés hipotézisét ezért el kell vetniink és Gj hipotézist kell keresniink Fj-
re.

Vizsgaljuk meg ezért az energia viszonyokat. A legegyszertibben ezt ugy
tehetjiik meg, hogy a konyokre alkalmazzuk a (2.5) munkatételt. Mivel v, =
u, =0 és vp = up = v, ezért

dK. dU.
dt dt
Fentebb, amikor a Mescserszkij-egyenletet alkalmaztuk a konyokre, felhasznal-

tuk, hogy a konydk tomege nullanak tekinthets. Ezt most is megtessziik, ezért
a gravitacios er6 munkaijat és a kinetikus energiat elhagyjuk az egyenletbsl. Az

1.
=gMv. — Fyv + §Mbv2.

17 . .
3 (Maqg + Mbqg) tipust jarulék a bels§ energidhoz most nulla, mert ¢2 = g7 =

(v/2)? és My, = —M, = pv/2. Igy végiil a

v, 1
el — Fyv. (8.7)

egyenletre jutunk, amelynek a fizikai jelentése vilagos: A mozgo szalrol konvek-
cioval bedramlé energia noveli, a konyok altal a mozgo szalon végzett munka
csokkenti a kényok belsS energidjat. Ez az energia végiil hové disszipalodik.
Ugyanezt az eredményt a mozg6 és a nyugvo szl mechanikai energiadjanak
az id6derivalasaval is megkaphatjuk, mert az energiamegmaradas tétele alapjan
a szalak mechanikai energidjanak és a konyok energidjanak az osszege allando.
Jeloljiik a szélak kinetikus és potencidlis energiajat K-val és V-vel. Akkor

(8.8)

1ll+x (l+x 1l—=x l—x
Ve (F) - (1) (F) -
(8.9)
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F,/pgL

7. abra.

Amikor K + V id&derivaltjat szamitjuk, megjelenik az & masodik id6derivalt,
amelyet (8.4) alapjan ki tudunk fejezni x-en és Fj-n keresztiil. Ezt kapjuk

dK+V) :_G

— 3 —
o pU Fw) (8.10)

a (8.7)-tel 6sszhangban.

Tegyiik fel azonban, hogy a lancok szerkezete olyan, hogy disszipacié nem
torténik: A konyokbe konvekcioval bearamlo energia pontosan fedezi azt a mun-
kat, amit a konyok a mozgo szalon végez. Ebben az esetben

Fy = gvz’ = F,. (8.11)
A maésodik egyenlgség felirasanal (8.2)-t hasznaltuk.
A kisérletileg vizsgalhato huzoerdre vonatkozé (8.5) tehat a kovetkezs:

l+z 1
Fy = 9P—5— + vaz. (8.12)

. 1
Irjuk be Fy = vaz—t a (8.4) mozgasegyenletbe:

= 8.13
P9t 50 (8.13)
Az
.. , 1 dv?
T=v=v -v=-—0
2 dx
transzformacioval ez az egyenlet atirhaté a
dv? 1
v v? = 2g

dr oz —1
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alakba, amely a (4.9) segitségével integralhat6. Esetiinkben

1 * l—
P(x) = , ésigy / P(2')dr’ =1n <
ezért
_lnl—x . lnl—x' ol
vP=2¢g-e l / e I dx' =gx iy
0 l— X

A sebesség-ut Osszefiiggés tehat a kovetkezs:

2] —
v=./gT- ; (8.14)
Ez a képlet megadja F, = ZU -t és (8.5) segitségével a kisérletileg mérhet Fa-t
az x fiiggvényében:
F 2+ 2x/1 — 3(x/1)?
Fa _ 24201 3(x/l) (8.15)
gpl 4(1 =/l

Mint latjuk, az esés végén, x — [-nél F4 végtelenhez tart a szabadeséses modell
2-jével szemben.
Az z(t) figgvényt (8.14) tovabbi integralasaval kapjuk meg implicit forma-

ban: JaT
__\/_/ 1_52 de, (8.16)

amelyben — mint kordbban — ¢y = /2l/g az x = [ elérésének idGtartama
a szabadeséses modellben. Az integral a jobboldalon elliptikus integralokon
keresztiil fejezhets ki. A T teljes esési id6 a tg-nél kisebbnek adodik:

%—\/_/1/2 §2d§—0847213

Az F, idofiiggeését (8.15) és (8.16) egyiitt hatarozza meg. A 7. abra az el-
Fy
méleti gorbét abrazolja, amelyre a kisérleti pontok a = < 25 értékig kivaldan

illeszkednek. Az esés végén Fy elvben végtelenhez tart, de — mint a szabadesé-
ses modellel kapcsolatban méar utaltunk ra, — az x = [ kozelében a kozelitéseink
méar nem teljesiilnek. Az F /gpl azonban igy is egy nagységrenddel meghaladja
a szabadeséses modellben kapott 2 értéket.

* %k ok

A kiilonféle lancokkal végzett kisérletek alapjan elfogadhatjuk, hogy a lehulld
szal helyes mozgasegyenlete a (8.4), amelyben Fy-t (8.11)-bdl kell venniink:

(8.17)
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A gondolatmenet azonban, amellyel ezt a mozgasegyenletet megkaptuk, tobb
okbol biralhato.

(1) Az egyenletet a Mescserszkij-egyenlet (1.7) valtozata alapjan irtuk fel,
amely akkor érvényes, amikor a testb6l — a bB mozg6 szarbol — kiléps t6-
meg u sebessége megegyezik a test v sebességével. Az 1. fejezetben azonban
a Mescserszkij-egyenlettel kapcsolatban hallgatélagosan mindig természetesnek
tekintettiik, hogy az a tomeg, amely a tomegtranszfer soran a testbdl tavozott,
tobbé mar semmilyen moédon se hat a testre. Ezt azonban aligha allithatjuk a
mozgd szar azon lancszemeirdl, amelyek éppen csak atlépték a csupan elképzelt
ab egyenest.

(2) Nehezen fogadhato el, hogy a szabadon es§ szarban létrejohessen nulla-
tol kiilonboz6 Fj lancerd (fesziiltség). A szabadesés modellt, amelyben F, = 0,
a tapasztalat hatarozottan cafolja, de azt nem lehet kizérni, hogy a (8.17) jobb-
oldalan a masodik tag nem lancerd, hanem valamilyen mas természetd jarulék.

(3) Nem tul meggy6z6 az az érvelés, hogy a szabadeséses modell azért nem
jo, mert energia disszipacioval jarna és a lanc strukturaja erre nem alkalmas.
Természetesen tényallasként elfogadhatd, hogy — mint lattuk, — a tényleges
mozgas soran a konyokben nem disszipalddik energia, de annak az érvelésnek,
hogy a lanc a disszipacioét elkeriilend6 nem esik szabadon, van némi teleolégiai
szinezete.

A meggy6z6bb fizikai interpreticio megtalaldsahoz természetesen maga a
(8.17) egyenlet nyujtja a legfontosabb segitséget azzal, hogy a tapasztalat iga-
zolja. Nem nehéz észrevenni, hogy ezt az egyenletet lancers feltételezése nélkiil
is megkaphatjuk, ha a Mescserszkij-egyenletnek nem az (1.7) valtozatabol, ha-
nem az (1.5)-bdl indulunk ki, amely a kovetkez6:

d .
MZ = F + Maq, (8.18)
dt
és a kilokott tomegroél azt tessziik fel, hogy a konyokot alkotja. Mi lesz a ¢7 Az
(1.3) szerint ¢ = u — v, ahol u a kilokott tomeg sebessége, amely feltevésiink
szerint a konyok v, = v/2 sebességével egyenls. Eszerint ¢ = v/2 —v = —v/2.
A tomegderivalt pedig a kovetkezs:
d| l—x

M:sza[p 5 ]:—pv/Q.

Ha ezeket az értékeket, valamint a lancra hato stlyerst behelyettesitjiik (8.18)
jobboldalaba, pont a kivant (8.17) mozgasegyenletet kapjuk eredményiil. Ve-
gyiik észre, hogy ebben a felfogasban explicite figyelembe vessziik a mozgé szalrol
leszakado tomeg visszahatasat a szal maradék részére.

Alkalmazzuk most (8.18)-at a nyugvo szarra. A baloldal ekkor természetesen
nulla, az Mq valtozatlan, mert mindkét tényezSje elGjelet valt, az erd pedig

l+z
2

F=gp — Fa.
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Ha mindezt (8.18)-ba behelyettesitjiik és az egyenletet F4-ra rendezzik, a mé-
réssel igazolt (8.4) képletet kapjuk vissza.

Szavakban ezt az elképzelést igy foglalhatjuk Ossze: A mozgd szar a sajat
mozgasaval ellentétes iranyba 16k ki tomeget és ezzel ugy gyorsitja a mozgasat
(a szabadeséshez képest) pozitiv irdnyba, mint egy rakéta. Ez a kil6tt tomeg
azonban ha lassabban is, mint az es6 szal, még mindig pozitiv irdnyban mozog,
és amikor a nyugvo szal lefékezi, ezt is pozitiv irdnyba rantja meg. Ez a rantés
jelentkezik F4-ban.

De miért egyenls egymaéssal a hullé szalat gyorsitoé erd és az F4-ban a stulyon
feliil megjelend jarulék? A konyok tartoményaban minden egyes lancszem 180°-
os fordulatot tesz a pdlydjira merdleges tengely koril. A ¢ pontban helyet cserél
egymaéssal az a két kapcsolodasi pontja, amelyik a mozgo és a nyugvo szallal
koti 6ssze: Amelyik a ¢ pont el6tt feliil volt, az alulra keriil és megforditva.
Ez azzal a kovetkezménnyel jar, hogy a ¢ pont eléréséig az adott lancszem a
mozgd, azutan pedig a nyugvoé szarat htizza. Minél kisebb a bazistavolsag, annél
szimmetrikusabb a két szal helyzete, annal pontosabban egyenls egymaéssal a
lancszemek fékez6désébdl szarmazo erd a mozgod és a nyugvo szarra.

9. A valtoz6 tomegi forgo test mozgasegyenlete

A kovetkezs fejezetben egy olyan példat fogunk targyalni, amelyben a valtozo
tomegd test a haladdé mozgasa kozben forog is. Ebben a fejezetben az ehhez
sziikséges altaldnos képleteket vezetjiik le.

A térgyalést végig egy inerciarendszerhez rogzitett OXY Z koordinatarend-
szerben végezziik. A tehetetlenségi- és a forgatonyomaték szamitasanal altala-
ban ennek a koordinatarendszernek az O origdjat szoktak vonatkoztatasi pont-
nak tekinteni, de a kdvetkezSkben célszert lesz ezeket a nyomatékokat egy masik,
az OXY Z-hez képest tetszolegesen mozgd O’-re vonatkoztatni. Mindenekel6tt
egy egyszeri példan illusztaljuk, miért kell ezt jol meggondolni”.

A 8. dbran egy 2R hosszusagu m tomegi AC'B homogén rad lathatd, amely-
nek a B végpontja surlédasmentesen csuszik a talajon. Mekkora 7" id6 alatt d6él
el a riad, ha a kezddpillanatban ¢ szoget zar be a fiiggsleges irannyal?

A rud C tomegkdzéppontjanak a mozgéasegyenlete

mZ, = —mg+ N, (9.1

ahol IV a talaj reakci6-ereje. Ezt a reakcié-er6t nem ismerjiik, de taldn kénnyen
meghatarozhatjuk a kdvetkezé gondolatmenettel.

Irjuk fel a forgatonyomaték Y-komponensére vonatkozo egyenletet mind a
C, mind pedig a B pontra vonatkozolag:

I¢$=Rsinp- N, (9.2)
I'$ = mgRsin . (9.3)

"F. S. Crawford, Am. J. Phys 57, 177 (1989)
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Zy

>
B 0 X
8. abra.
A forgatonyomatékok a kovetkezok:
Lo o / 24

Ha (9.2)-t elosztjuk (9.3)-vel, rogton megkapjuk N értékét:

1
N = mg -
Helyettesitsiik ezt (9.1)-be:
. I
mZ.=—mg+ mgﬁ = a = konstans.

A tomegkozéppont tehdt a konstans a gyorsulassal esik. Mivel az R cos ¢g ma-
gassagbol nulla kezdGsebességgel indul, ezért a mozgas ideje

T_ /2Rcos<p0-
a

Eszerint a mozgasi id6 még abban az esetben is véges, amikor a rid a kezddpil-
lanatban figgdleges helyzetd (po = 0), ami nyilvan képtelenség, hiszen ez egy
instabil egyensilyi helyzet, amelyhez kozeledve az esési id6nek exponencialisan
kellene a végtelenhez tartania. A gondolatmenetiinkbe nyilvan hiba cstszott.
A (9.3) egyenlettel van baj, mert a J = K forgatonyomaték egyenletet meg-
felelGen altalanositani kellett volna, miel6tt a mozgd B vonatkoztatasi pontra
alkalmazzuk.

Ezt az altaldnositast mindenképpen érdemes megtenni. A forgatonyomaték
egyenlet szaméara ugyanis kétségteleniil B a legalkalmasabb vonatkoztatasi pont,
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mert az ismeretlen IN erének erre a pontra vonatkozdan nincs nyomatéka. Ebb6l
az egyenletbsl az N el6zetes ismerete nélkiil meg lehet hatarozni a ¢(0) =
o kezdofeltételt kielégitd () fliggvényt, amelynek ismeretében a ¢o(T) = 0
egyenletet megoldva kapjuk meg a T esési id6t.

Legyen tehat O egy tetszblegesen mozgd pont a OXY Z koordinatarend-
szerben. A J = K egyenletnek azt az Altalanositasat keressiik, amelyben az
impulzusnyomaték is és a forgatonyomaték is az O helyett az O'-re van vonat-
koztatva.

Mindenekel6tt megallapodunk egy célszertd konvencioban: Egy O'-re vonat-
koztatott mennyiséget ugyanazzal a bettvel jeloljiik, mint az O-ra vonatkozta-
tott parjat, csak az els6 esetben kisbet(it, a masodikban nagybettit hasznalunk.
AJ=K egyenletnek ilymodon méar a felirAsmodja mutatja, hogy a benne
szerepl6 mennyiségek O-ra vonatkoznak, mert az O'-re vonatkoztatott impul-
zusnyomatékot és forgatonyomatékot (pontnélkiili) y-vel és k-val jeloljik. Az O’
pont O-hoz viszonyitott helyzete R, mig az O pontnak az O’-hoz viszonyitott
helyzetvektora ro = —Ro/. Egy tetszbleges P pont O-hoz és O'-hoz viszonyi-
tott helyzetvektora Rp és rp = Rp — Ros. Nyilvanvald, hogy Rp =ro = 0.

A testet, amelyre a csupa kisbetiit tartalmazé imoulzusmomentum egyenle-
tet fel akarjuk irni, bontsuk gondolatban olyan kis részekre, amelyek pontszert-
nek tekinthetSk, ezért a sajdt tengelyiik korili forgasi energidjuk nulla. Ezeket
a kis részeket gorog betiivel indexeljiik. Az O'-re vonatkoztatott impulzusmo-
mentum definicioja a kovetkezs:

1= malra X va), (9.4)

amelyben
ra:Ra_RO’7 Va:i‘a:Va_VO’-

A (9.4) idéderivaltja a kovetkezo:

j= Zma(fa X Vo) + Zma(ra X Vq) =
= Zma(ra X Va) — Zma(ra X VO/)v

mert az elsG sor elsd tagja r, = v, kovetkeztében nulla. A masodik sor elsé
tagjaban a Newton-egyenletek alapjan

Mo Vo =Fo+> Fsa
B
Itt Fs_,q az az ers, amellyel a test 0 részecskéje hat az o részecskére (Foo =
0), a F, pedig az a-adik részecskére hato kiils6 erd. Az ) (ro x Zﬂ Fs_a)
Osszegben azonban a belss erck kiejtik egymast,® és igy

j = Z(ra X Fa) — Zma(ra X Vo/),

[e3%

8 A belst ersk ugyanis nem hozhatjak forgasba a testet. Tekintsiik pl. az a = 1, B = 2 és
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Az els6 tag itt k, a masodik tagban pedig bevezethetjiik a C' témegkozéppont
0’-re vonatkoztatott helyzetvektorat:

re = % > mara (M= ma). (9.5)

Igy vegiil '

j:k—M(I‘c XVO/). (96)
Ez az egyenlet érvényes akkor, amikor az O’ vonatkoztatasi pont tetszéleges
mozgast végez. A jobboldal masodik tagja bizonyos specialis esetekben nulla:

7=k, amikor O’ = C, és/vagy Vo = konstans, és/vagy ro || Vor. (9.7)

Az elestiszo ridra egyik kivétel se vonatkozik (Id. a fliggeléket a fejezet végén).
Amikor a tomeg véltozik, a J = K egyenlet modosul. Az a-ik elem mozgas-
egyenlete ekkor az (1.4), amely esetiinkre alkalmazva a kovetkezs:

dmg

d(maVa
dmaVa) _p | S Fpoa+ U, (9.8)
5

dt dt
A nagybetiik mutatjak, hogy V, és U, az O-ra vonatkoztatott mennyiségek.
Szorozzuk (9.8)-t vektoridlisan Ro-val. A baloldalon

mOLVa (67
<Ra X d(maVa) 7 )> = %(Raxmava)—ma <% X Va) = %(Raxmava),
mert Ra = V, kovetkeztében a masodik tag zérussal egyenls. Ha az R,-val
vektorialisan megszorzott (9.8)-t a-ra Osszegezziik, a baloldalon J-t kapjuk, a
jobboldalon pedig a belsé erdk jaruléka megint kiegyszerisodik. Igy vegered-
ményben

T=K+> ma(Ra x Ua). (9.9)

A Kkisbetiis 3-t és k-t tartalmazo egyenletre ugyanugy kell attérni, mint a kons-
tans tomeg esetében, csak az atalakitasok hosszadalmasabbak. A végeredmény
a kovetkezs:

J=k—M(rc x Vo )+ 1a(Ro x Uys)+

(9.10)
+ Zma(ra x Uy) — Zma(ra X Vor).

az o = 2, f =1 tagokat. Mivel F1_9 = —Fa_,1, ezért
ri X Foy1 +ro X Fi,0 = (r1 —r2) X Fayq,

és ez zérus, mert a bels6 erék centrélisak.
Megjegyezziik még, hogy az er6knek dnmagukban nincs vonatkoztatasi pontjuk, ezért min-
dig ugyanazzal a bettvel kell jeldlni 6ket.
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Fiiggelék: Az eld6lé bot mozgasegyenlete

A (9.6) alapjan korrigalhatjuk a hibéas (9.3) egyenletet. Az N kiejtése ér-
dekében a B pontot vélasztjuk O’-nek. A (9.6)-nek az y-komponense az, ami
szamit:

Gy =ky — M(rc x Vor),.

Itt
Jy = 'y, ky = mgRsin o,

ezért az egyenlet csak a jobboldal mésodik tagja miatt kiilonbozik (9.3)-tol.
Ebben a tagban

ro = (zc, yo, z¢) = (Rsinp, 0, Rcosp)
Ro = (Xor, Yor, Zo/) = (—Rsing, 0, 0)
Vo = (Xor, Yor, Zo) = (~Rcos ¢ - ¢, 0, 0)
Vo = (Xor, Yor, Zo') = (—R(cos ¢ - § —sing - $*),0, 0)
(ro % Vo/)y = 20X0o = —R?cos @(cosp - P —sing - p?).
A (9.3) javitott véaltozata tehat a kovetkezs:
I'p = mgRsin o + mR? cos p(cos ¢ - ¢ — sin g - p?).

Ezt az egyenletet csak numerikusan lehet integralni, de ha tényleg sziikségiink
van numerikus eredményekre, az energiaintegralbol kell kiindulni. A honla-
pomon az Elméleti mechanika jegyzet 137. oldalan megtalalhatd a kinetikus
energidnak az a képlete, amely a tetszdleges mozgést végzé O'-re vonatkozta-
tott mennyiségeket tartalmazza. Az elcsiszd botra alkalmazva ez a képlet a
kovetkez6:

1 1
Eyin = §MV(§/ + §I'<,272 +MVo - (w X o),

amelyben
w = (WX, Wy, WZ) = (O, (,b, O)

Behelyettesités és Osszevonds utan a mozgasi energiara az

1+ 3sin®
+ 3 sin <PmR2¢2

Eyin = 5

kifejezést kapjuk, mig a potenciélis energia nyilvan

Epor = gmRcos .
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M(t

x(t)

9. abra.

10. A ttzoltéguriga

Ha egy feltekert tiizoltd tomlét elguritunk dgy, hogy a végét fixen tartjuk, le-
tekeredik. Milyen id6torvény szerint gurul el? Ez a tidzoltd-guriga néven ismert
probléma® (9. &bra).

A t6mlg lefogott végére haté F er6t nem ismerjiik, ezért a forgatonyomaték
egyenleten alapulé targyalasban a vonatkoztatasi pontot valahol az z-tengelyen
kell felvenniink. Az O’ pontot vélasztjuk, mert a tehetetlenségi nyomaték erre
a pontra vonatkozéan a legegyszeribb.

A feladatot (9.10) alapjan késziiliink megoldani. A t6ml6ét gondolatban ele-
mekre bontjuk, amelyeket a-val indexeliink. Ezek az elemek egymas utan valnak
le a gurigéarol és tapadnak a talajhoz. Nyilvanvalo, hogy (9.10) a-szerinti Gssze-
gei minden pillanatban csak egy olyan tagot tartalmaznak, amelyben ri,, kiilon-
bozik zérustél: azt, amelyik éppen levalo félben van a gurigarél. De ezekben a
tagokban ugyanakkor u, = 0, hiszen a leszakadé elem hozzatapad a talajhoz, és
ennek kovetkeztében a sebessége nullaval egyenls. Masrészt nyilvanvald, hogy
ennek az elemnek az O’-re vonatkoztatott r, helyzetvektora nullaval egyenld.
Végeredmeényben tehat az adott esetben (9.10) mindhérom «-Gsszeget tartal-
maz6 tagja zérussal egyenls, és visszajutunk a (9.6) mozgésegyenlethez:

j=—M(rc x Vo). (10.1)

Az egyenlet jobboldalan a k forgatonyomaték nullaval egyenls, mert az isme-
retlen F er6 O’-re vonatkoztatott karja nulla. Descartes-komponensekben az

egyenlet a kdvetkezé:

% = —Mri, (10.2)

9 Gnéddig Péter, Fizikai Szemle 1993/1
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mert
7=1(0,3,0), (10.3)
rc = (07 07 T),
Vo = (i, 0, 0), (10.4)

(rc x Vo,) = (0, ri, 0).

Emlékezziink ra, hogy az el6z6 fejezetben bevezetett jelolésmoéd szerint ro a
guriga C kozéppontjanak az O’-héz viszonyitott helyzetvektora, Vo pedig az
O’ pont sebessége O-hoz képest.

A (10.3) jobboldalan j = Ip/w. Mivel egyenls az I/ tehetetlenségi nyoma-
ték? Els6 pillanatra azt gondolnank, hogy a Steiner-tétel szerint o, = Io+Mr?,

ahol Ip = §M 2, de ez nincs igy. Az O’ugyanis a guriganak nem egy rogzitett,

hanem folyton valtozé pontja.

Valojaban az O'-re vonatkoztatott Ios tehetetlenségi nyomaték megegyezik
a C centrumra vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékkal, mert a két pontra
vonatkoztatott perdiiletek egyel6k egymassal. A bizonyitashoz jeloljik a C-re
vonatkoztatott menniségeket csillagozott kisbettvel. Akkor

Ty :r*a +rc,

Va :V*Ot_'—i.C:V*OL_FArC)

mert ¢ parhuzamos magaval ro-vel (mindketts az O’-re vonatkoztatott mennyi-
ség): rc = Arc. Ennek kovetkeztében

7= Zma(ra X Vg) = Zma(ra X V*a),
ugyanis (9.5) figyelembe vételével
Zma(ra X Po) = AZma(ra xro)=A-M(rc xre) =0.

Tovabba
7= Zma(ra X V*,) = Zma(r*a X V¥ )+

—I—Zma(rc X v¥) =7 + (rc X Zmav*a> .
« «

(10.5)

Azonban
Zmar*a = Mr*c =0,
(e}

mert a C' kozéppont 6nmagahoz viszonyitott helyzetvektora zérus. Derivaljuk
az id6 suerint ezt az egyenletet:

E Ma Vg = — E Mal” .
« «
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Az 1, csak annal az elemnél kiilonbozik nullatol, amelyik éppen az O’ pontban

van. Erre az elemre
I‘*a = I‘*O/ = —Ic.

Ha ezt (10.5) utolso tagjaban figyelembe vessziik, a bizonyitandé
1
=7 = EM r?w

egyenldségre jutunk.
A (10.2) tehat a kovetkezs:

i lmr2 = —mr
at\2"" ")~ '

(10.6)

(10.7)

A t6ml6 vastagsaga legyen A, a teljes hossza pedig L. A sugar a kezddpilla-
natban legyen ;. A t = 0 pillanatban a feltekert guriga egy olyan kor, amelynek

a teriiletét 7r2-ként is, L - A alakban is felirthatjuk, ezért

Tovabba, ha a kezdd tomeg M;, akkor

M_L—x lamint M_T‘
ML valamin AR

Az els6 egyenletbdl
M= M;(1-=z/L),

a méasodikbol pedig

M;
r=r 573 =riv/1—2z/L.
A (10.7) bal- és jobboldalan tehat
Mr = Myri(1 —z/L)%?,

mig a baloldalon még marad rw = &. A (10.7) tehat a kovetkezs:

s la—a/? i) =~ - a2

Ezt az egyenletet néhany lépésben'® a kdvetkezd alakra lehet hozni:

d 2] _
T (1 —2/L)i*] =0,

ahonnan
[(1 = 2/L)i*] = V* = konstans.

10A Fiiggelékben az atalakitast altalanosabb esetre vonatkozoan részletezziik.

(10.8)

(10.9)

(10.10)

(10.11)

(10.12)

(10.13)
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Mivel t = 0-ban = = 0, a V' konstans a guriga kezdGsebessége A (10.13) egyenlet
kénnyen integralhat6 tovabb:

3V 3«
1—a/L)?? ="t — =
(1—=/L) TR
amelyben « az Gjabb integracios konstans. A kezdéfeltétel alapjan o« = —2L/3.
A keresett z(t) fiiggvény tehat a kovetkezo:
3V 2/3
=L-|1—(1——t . 10.14
: [ (1-3¢) (10.14)

2L
A teljes lecsavarodas ideje — mint lathato, — T = —.

\4
Az er6t, amellyel a tomls végét tartani kell az O pontban, az (1.6) képlet
alapjan szamithatjuk ki. A (10.14) differencialasaval kapjuk a

—1/3
i=V (1 - %t) (10.15)

sebességet, mig (10.9) és a (10.14) alapjan

3V 2/3
i)

M_Ml--<1——t

Igy
F =

_MiV2< 3V )‘2/3

2L =37t

Ez az er6 negativ, ahogy kell is. A gyorsulas mégis pozitiv, mert (1.6) szerint

i= %(F — Mi) = v (1 — —t) - > 0. (10.16)

Emlékezziink most vissza, hogy a feladatot (9.6) alapjan targyaltuk, amely-
ben a k forgatonyomatékot nullanak vettiik. Az F erére vonatkozoan ez rendben
is van, de a guriga némileg részletezébb, a tomld vastagsagat is figyelembe vevs
rajza (10. &bra) azt sugallja, hogy az O'-n athaladé fiiggslegesre nézve a t6-
megeloszlas nem egészen szimmetrikus, és ennek kovetkeztében a silyerdnek is
van valamekkora +y iranya forgatonyomatéka. Az erékart nem ismerjiik, ezért
ezt a forgatonyomatékot vegyiik fel +v- A - Mg alakban, amelyben v egységnyi
nagysagrendid dimenzi6tlan konstans. Megmutatjuk, hogy v = o

T

Egeészitsiik ki (10.7)-et az 1) forgatonyomatékkal:

d (1 )
pr (imr w) =v-A-Mg—mri. (10.17)
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Z
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0 10’

v

10. abra.

A Fiiggelékben megmutatjuk, hogy ezt az egyenletet a

d [3 21
— 2 Mi oMyl = 10.1
5 |22 + 5 9Mr 0 (10.18)

alakra lehet hozni.
A zarojel els6 tagja a guriga K mozgasi (transzlacios + forgasi) energiaja,
mert

1 1 1 1 3
K= §M¢2 + §Iw2 = 5M;‘v2 + ZMTsz = ZM;bQ.

A (10.17) tehat nem més, mint az energiamegmaradas tétele, és (10.13) ennek
specialis esete, amikor a sdlyers forgatényomatékat nem vessziik figyelembe. Ko-
vetkezésképpen a (10.17) mésodik tagjanak a gravitacios potencialis energiaval
kell megegyeznie, ami a v = — valasztasnal teljesiil is.

™
Bizonyos feltételek mellett a potencidlis energia elhanyagolhaté a mozgasi
energia mellett. Mivel a mozgas soran a kinetikus energia nd, a potencidlis
energia pedig csokken, elegendd, ha ez az elhanyagolas ¢ = 0-ban megtehets:

gMZV2 > Mig’l”i, AZAZ
VZ/gri > 1. (10.19)

Termeészetesen teljesiilnie kell annak a feltételnek is, hogy (10.17) jobboldalan
az elsé tag legyen elhanyagolhat6 a méasodik mellett:

v-A-Mg << mri. (10.20)

A (10.15) megoldas alapjan r@-ra az

V2 3V
rE=—7 (1_5)
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riV2

képletet kapjuk. Ez az id6 monoton novekvé fiiggvénye, amely ¢ = 0-ban
el egyenls. A (10.20) tehat biztosan teljesiil, hacsak

V2
~y~A-Mg<<TL .

Ha ide behelyettesitjiik A (10.8) kifejezését, Gjra a (10.19) feltételre jutunk.

Fiiggelék: A (10.18) igazolasa

Fejezziik ki (10.17)-ben A-t, M-t és Mr-t (10.8), (10.9) és (10.11) segitsége-
vel:

d |1
pr §Miri(1 —x/L)%?%;| = % ig-r2(1 —x/L) — Myriy(1 — /L)% %,

Egyszertsitiink M;r;-vel és elvégezziik a derivalast:

_%(1 - I/L)1/2j;2%(1 —2/L)*%i = %gri(l — /L) — (1 —x/L)*?

3 _ 3/25 O (1 _ 122 AT —
2(1 x /L)% 4L(l x/L) % Lgrz(l x/L)=0

L L.y dym ) 1/2 _ ;
21 —z/L) 7% 3L gti(l—2/L)"/* =0 &
P21 4
(1 =/ = 74— Fgnll —a/0) 25 =0
d 9 8ym 32| _ 3
p {(1 x/L)&* + 9 gri(1—x/L) =0 4MZ

dt |4
Ha ebben az egyenletben (10.9) és (10.11) alapjan bevezetjik M-t és Mr-t, a
bizonyitando (10.18)-at kapjuk eredményiil.

2
d [3Mi(1 — JC/L)g'g2 + %gmMi(l _ (E/L)S/2:| -0

11. A relativisztikus rakéta

A nemrelativisztikus rakéta mozgasprobléméaja egyetlen ismeretlen fiiggvényt
tartalmaz, a v sebességet. Ennek kiszamitasdhoz elegendd egyetlen egyenlet
— az (1.1) Mescserszkij-egyenlet —, amely az impulzusmegmaradast fejezi ki.
A megfelels relativisztikus feladatban azonban a v-n kiviil van még egy isme-
retleniink, a rakéta M tomege. Hidba adjuk meg ugyanis a hajtéanyagnak a
pélya egy szakaszan kiftjt Am tomegét!!, ez nem egyenls a rakéta AM témeg-
csOkkenésével, mert a relativitaselméletben nincs tomegmegmaradas. A moz-
gasegyenletekhez ezért az energiamegmaradéas tételét is fel kell hasznalnunk. E

I Peltessziik, hogy a kifjt anyag részecskéi nem hatnak kdlcson egyméssal, ezért a kilokott
gaz tomege megegyezik az emittalt részecskék tomegének az Osszegével.
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két megmaradasi torvényen kiviil azonban mas dinamikai feltevésre nem lesz
sziikségiink.

Két vonatkoztatasi rendszerrel lesz dolgunk. Az egyik, amelyikhez a K
Minkowski-féle koordinatarendszer tartozik, az a vonatkoztatasi rendszer, amely-
ben a rakéta az indulés el6tt nyugszik, késébb pedig egyre novekvs v sebességgel
mozog. A masik — a Ky, — a palya egy altalanos pontjahoz tartozé pillanatnyi
nyugalmi rendszer. Egyenesvonalt mozgéasra korlatozédunk a két koordinata-
rendszer kozos z-tengelye mentén. A kifavas torténjen negativ irdnyba, a rakéta
ekkor pozitiv irdnyban gyorsul.

A palya valamely infinitezimalisan révid szakaszan, amelyen a sebesség v-vel
egyenld, a rakéta energiajanak és impulzusanak a megvaltozasat ICo-ban jeloljitk
dEy-lal és dPy-lal, a kifajt hajtoanyagét pedig deg-lal és dpg-lal. Az energia és
az impulzus megmaradasat Ko-ban a

dEy + deg = 0, dPy + dpo =0

egyenletek fejezik ki.
A dgg és a dpp nagysagat az tirhajo automatikija (vagy parancsnoka) sza-
balyozza a q kifuvasi sebesség megvalasztasaval a relativitaselmélet

c2dm dp qgdm
——, ) = ——F—
NeE Ji— e

képletein keresztiil. Az tirhajo energidjanak és impulzusdnak megvaltozéasa KCo-
ban tehat a kovetkezd:

dSO =

c2dm qgdm

2 A=+
J1- /e J1-/e

ahol ¢ a kifavas sebességének a nagysaga Kop-ban, dm pedig a kifajt lizemanyag
tomege.

Az energia és az impulzus K-beli dE, dP megvaltozasat a Lorentz-transz-
formacio segitségével fejezhetjiik ki dEp-on és dPy-on keresztiil. Mivel £ —v
sebességgel mozog Ky-hoz képest, ezért

dEy = — (11.1)

~ dEy+vdPy _ dPy + v/ dEy

dE = 0TV gp - S0 T E 40 (11.2)
\J1=c2/c? \1—0v?/c?
Helyettesitsiik be ide dFEy-t és dPy-t (11.1)-bdl:
1— 2
dE = —¢* va/c dm, (11.3)
\/1 - v2/02\/1 —¢*/c?
P = i (11.4)

\/1 —v2/02\/1 —¢*/c? o
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A mozgasegyenlet levezetésének a kiindulopontja a

P
= 11.5
o= (11.5)
képlet, amelynek differencidlja a kévetkezs:
EdP - PdE

A maésodik tagban kihasznalhatjuk (11.5)-6t:
E v
C—de =dP — C—sz. (11.6)

A jobboldalra behelyettesitjiik dE és dP (11.3) és (11.4) kifejezését. Atalakitas
utan ezt a képletet kapjuk:

E 1—v%/c?
—=dv = g+—=dm. (11.7)

2
¢ \/1—¢q?/c?

Fejezziik ki ebben az egyenletben E-t a v-n és az M-n keresztiil. Ezt az tirhajo
tomegét definialo
E? —c2P? = ' M? (11.8)
egyenlet alapjan tehetjiik meg. Vegyiik ugyanis ennek az egyenletnek a diffe-
rencialjat és hasznaljuk ki benne (11.5)-6t. Atrendezés utan a jol ismert
M 2
B=—= (11.9)
1—v%/c?

egyenletre jutunk. Ha az energiat innen (11.7)-be helyettesitjiik, a dv-re vonat-
kozé mozgasegyenletet

1—v?/c?

\/1—¢q?/c?
alakban kapjuk meg.

Sziikségiink van még egy egyenletre, amely dM-et tartalmazza. Helyettesit-
siik be (11.9)-et az energiamegmaradast kifejezd (11.3)-ba:

Mdv=gq dm (11.10)

Mc? _ 2 1 —wvq/c?
1—v%/c? \/1—1)2/02\/1—(]2/02

A baloldali differencialt kifejtve megjelenik az M dv kifejezés, amelyet (11.10)-
zel helyettesitiink és a kapott egyenletet megoldjuk dM-re:

dm.

= ——m (11.11)

1—¢*/c
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Ez az egyenlet csak invaridnsokat tartalmaz, ezért ICop-ban ugyanebben az alak-
ban érvényes. A (11.1)-gyel valo Gsszevetés mutatja, hogy a rakéta nyugalmi
rendszerében a rakéta energiajanak a megvaltozasa dEy = c2dM.

Az (11.10)-et és az (11.11)-et a rakéta sajatidejének dr differencidljaval el-
osztva két egyenletet kapunk a két keresett v(7) és az M(7) fliggvényre. Az

d
egyenletekben szerepld am differencidlhanyados és a g sebesség a sajatidé meg-

adott fiiggvényei, amelyez a rakéta parancsnoka tetszése szerint szabalyozhat.
A témegre vonatkozo (11.11) egyenlet azonnal integralhaté, mert a jobboldalan
a sajatids ismert fliggvénye all. Ha ennek az egyenletnek a megoldasat beir-
juk a dr-val elosztott (11.10)-be, a sebességre vonatkozé differencial egyenletet
kapjuk meg: Yo

M dv _ ¢ 1—v*/c* dm

- (11.12)

1— ¢%/c? dr

Az (3.2) Ciolkovszkij-egyenlet azonban azt mutatja, hogy a nemrelativiszti-
kus esetben célszeri a sebességet az id6 helyett a rakéta tomegének a fiiggvényé-
ben is vizsgalni. Ezt (11.10)-zel is megtehetjiik ugy, hogy (11.11) segitségével
dm-et dM-mel helyettesitjiik benne:

dv dM
— = —q—. 11.13
1—0v2/c? T ( )
Ez a (3.1) egyenlet relativisztikus altalanositasa, mert esetiinkben q = (—¢, 0, 0).

Az (11.13) csak abban az esetben hatarozza meg a sebességet a tomeg fiigg-
vényében, amikor ¢ idében alland6. A két oldal ekkor konnyen integralhato:

c. 1+v/c M
—1 =¢gln —. 11.14
2 1= v/c - M; ( )
Ezt v-re rendezve a
M 2q/c
- (3
v=c ‘ (11.15)

- M 2q/c
M;

megoldast nyerjiik, amely a v(M;) = 0 kezd&feltételnek tesz eleget.

A (11.15) a (3.2) Ciolkovszkij-egyenlet relativisztikus altalanositasa. Nemre-
lativisztikus hataresetben ugyanis, amikor ¢/c — 0, a nevez6 2-hoz, a szamlalo
pedig

M\ 2V¢ 2. M 2. M )
1_<M) —1—exp<?lnﬁi)——?lnﬁi+o(l/c ),

és ennek kovetkeztében ¢ — oo-nél

v=—qln —

M;’
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ami a Ciolkovszkij-egyenlet.

Vizsgaljuk meg nemrelativisztikus kozelitésben az energiaviszonyokat is. Az
(11.3) a dE + de = 0 energiamegmaradast fejezi ki, ezért a jobboldalanak a
negativja a kifajt hajtéanyag energidjanak a megnovekedésével egyenls:

9 1—wvg/c?
\/1 —v2/c2\/1 —q*/c?

Ennek a dm tomegnek a KC-hoz viszonyitott u sebességét a sebességosszeadas
képletével lehet kiszamitani. Mivel K —v sebességgel mozog Kop-hoz képest, a
kiftvas sebessége pedig Ko-ban —gq, ezért

de =c¢ dm. (11.16)

w= 417
1 —wg/c?’

A relativitaselméletben jol ismert (és behelyettesitéssel kénnyen igazolhato),

hogy az (11.16) jobboldalan allo tort 1/4/1 — u?/c*-val egyenld, ezért

cdm

de = .
1—u?/c?
Ezt és (11.9)-t felhasznalva az energiamegmaradéas torvénye

Mc? dm

1—v%/c? 1—u?/c?

alakban irhato.
Nemrelativisztikus kozelitésben ez a képlet a kovetkezs alaku:

1 1
d <Mc2 + §Mv2) + Zdm + §dmu2 =0.

A relativitaselmélet szerint ¢ (dM +dm) a belsé energia megndvekedésével egyenld,
amelyet a 3. fejezetben dU-val jeloltiink:

dU = 2dM + 2dm.

2

Ha ide beirjuk (11.11) dM = —dm — %dm nemrelativisztikus kozelitését, a
c
2

dU = —dm% képletet kapjuk. A bels§ energia tehat — ahogy varhato, —

csokken. Az energiamegmaradést kifejezé képlet ezért a kovetkezo:

¢ 1
dK — 3czm+ 5dmu2 =0,
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1
ahol K = §M v2. Ebben a képletben mér kihasznalhatjuk, hogy nemrelativisz-

tikus kozelitésben dm = —dM, mert az igy elkdvetett hiba ¢%/c?, vagy v?/c?
nagysagrendi, amelyet a nemrelativisztikus kozelitésben el kell hagyni. Igy a

1 1
dK + 5dM N 5dMu?

képletre jutunk, amely megegyezik (2.4)-gyel.
A (11.15) megoldasunk a fotonrakétéra is érvényes. Ekkor ¢ = ¢ és

M2 — M?
=c—5—-s. 11.1
v=c VEESTE (11.17)
Abban a realisztikusabbnak tekinthets esetben, amikor (M; — M)/M; < 1, a
sebesség egyszertien aranyos a relativ tomegcsokkenéssel:

M; — M

v=c
M;

A (11.17) képletnek ismeretes egy egyszeri levezetési modja is, amely azon-
ban ¢ # c-nél nem alkalmazhaté. Jeloljiik a péalya egy adott pontjaban a rakéta
négyesimpulzusat P-vel. A K-ban P = (E/c¢, P, 0, 0). Indulas el6tt a rakéta
négyesimpulzusa P; = (M;c, 0, 0, 0), a kivalasztott pont eléréséig kibocsatott
elektromagneses sugarzas — az Osszes addig emittalt foton — négyesimpulzusa
pedig legyen Pe,,.

A négyesimpulzusok nyelvén az energia és az impulzus megmaradasat a
Pem = P; — P egyenlGség fejezi ki. Vegyiik mindkét oldal négyzetét (6nmagaval
képzett négyes skalarszorzatat). Minden egyes foton négyesimpulzus négyzete
nullaval egyenld, de fotonok halmazara ez csak akkor igaz, ha mindegyik foton
impulzusa azonos irdnyu (vagy klasszikus sugarzast feltételezve az sikhullamnak
tekinthets). Esetiinkben ez a helyzet, ezért Pem2 = 0 és ennek kovetkeztében

0= (Pi—P)> =P +P?—2P;- P = M?c® + M*c* — 2M;E.
Ha ide behelyettesitjiikk E-t a (11.9) alapjan és a kapott egyenletet megoldjuk a
sebességre, jra a (11.17) képletre jutunk.

Vizsgaljuk meg végiil azt a kérdést, hogy tetszbleges ¢ mellett hogyan fiigg
a rakéta energidja a sajat tomegétdl.
Ha az energia (11.9) képletébe behelyettesitjiik az (11.15) megoldést, rovid

atalakitas utan az
M 2q/c M 1—q/c
1+ (ﬁ) (M) (11.18)

képletet nyerjiik az energiara. Abban az irreélis, de fizikailag értelmes hatéareset-
ben, amikor M — 0, (11.15) szerint a 2¢/c hatvanykitev6 pozitivitdsa miatt
a rakéta sebessége a fénysebességhez tart. Az intuicié azt sugallja, hogy ekkor

1
E= §Mi02
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az energidnak is el kell ttinnie. A relativitdselmélet azonban megengedi véges
energidju nulla tomegt objektumok létezését, amelyeknek az energidja és im-
pulzusa eleget tesz az ' = cP relacidénak, ezért elvben nem lehet kizarni, hogy
a tomeg eltlinése utan a rakéta egy ilyen kiilonds fizikai objektumma alakul at.
Az (11.18) szerint azonban a tomeggel egyiitt az energia is nulldhoz tart, és igy
a rakéta teljesen megsemmisiil, de csak akkor, ha g < c. Fotonrakéta esetében

1
az M — 0 hataresetben az energia a véges §Mic2 értékhez tart, tehat a to-

meg eltinése utan elvben egy ilyen energiaju nulla témegi objektumnak kell
visszamaradnia.

Barmilyen meglepd is els6 hallasra ez a kovetkeztetés, elég konnyd meggy&zni
magunkat rola, hogy nem is lehetne masképp. Egy rakéta elektroméagneses ki-
sugarzas kovetkeztében csak akkor tudja elvesziteni a teljes tOmegét, ha toké-
letesen semleges, vagyis minden egyes részecskéjével egyiitt tartalmazza annak
antirészecskéjét is. Egy nagymeéretd, szabalyozott annihildcio zajlik tehat le, a
pozitron-elektron annihilacié makroszképikus véaltozata. Az eredetileg nyugvo
M; tomegi objektumnak tugy kell 4talakulnia elektromégneses sugarzassa, hogy
a sugarzas teljes energidja legyen M;c?-tel egyenld, teljes impulzusa azonban le-
gyen nulla. Ez csak ugy lehetséges, ha a sugérzas fele negativ, masik fele pozitiv
irdnyban terjed.

Ez az utobbi kévetelmény az, ami gondot okoz, hiszen a rakéta hajtomive
végig negativ irdnyba emittalja a sugéarzast, amely a rakéta sebességétol fiigget-
leniil mindig fénysebességgel terjed. Amikor a hajtdéanyag g kidramlasi sebessége
kisebb c¢-nél, ilyen probléma nem lép fel, hiszen miutén a rakéta tullépi a g se-
bességet, a kilovellt hajtoanyag K-ban mér ugyanabban a (pozitiv) irdnyban
mozog, mint a rakéta, ezért nem nehéz megérteni, miért lehet a rakéta teljes
megsemmisiilése utan a kidramlott hajtéanyag 6sszimpulzusa nulla. A foton-
rakétanal is igy kell lennie, de a ,, hogyan” kérdésére itt mar nem lehet ilyen
egyszeriien valaszolni. A tdmeg elfogydsa utdn visszamarad6 M;c?/2 energi-
aju, M;c/2 impulzusa ,, nulla tomegi objektum” minden valoszintiség szerint
egy elektromagneses hullimcsomag, de legalabb gondolatkisérlet szintjén vizs-
galhaté modell hijan a probléma érdembeli analizise aligha lehetséges.



