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4. Termodinamika és statisztikus fizika

A kurzus két részb6l all: a termodinamikabdl és a statisztikus fizikdbdl. Mindkét téma
nagyon széles, ezért azt a konkrét célt tlizziik ki, hogy els6sorban az entréopia fogalmat
analizdljuk mind termodinamikai, mind statisztikus fizikai szempontbdl. Az analizis
soran természetesen érinteni fogjuk a két tudomanyag szamos alapvetd kérdését.

A targyaldst a termodinamika alapfogalmainak 6sszefoglaldsaval kezdjiik.

4.1. A termodinamikai egyenstily.

A tapasztalat szerint az izoldlt rendszerek spontdn médon egyszerti allapotba keriilnek
(relazdcid). A termodinamika alap-objektumai ezek az egyszerii dllapotok, amelyeket
egyensulyi allapotoknak neveziink.

0.F6tétel: Az egyszerd rendszereknek vannak olyan specidlis allapotai (az u.n.
egyensilyi dllapotok), amelyek makroszképikus szempontbdl egyértelmiien jellemez-
hetSk U bels6 energidjukkal, V térfogatukkal, és az N N2 N() molekula (részecske)
szamokkal. Az r a komponensek szdma. A relaxacids folyamatok végallapotai ebbe a
kategoriaba tartoznak.

Megjegyzések:

a)Ebben a f6tételben egyszerre (és egymadson keresztiil) értelmezziik az ” egyensuly”
és az "egyszerl rendszer” fogalmat. A legegyszeriibb — és egyben szamunkra legfon-
tosabb — rendszerek, ahol ezeknek a fogalmaknak vildgos értelme van, a gazok, gozok,
homogén folyadékok.

b)Az U belsé energia a rendezetlen molekuldris mozgds teljes (kinetikus plusz
potencidlis) energidja.

¢)Az N (i =1,2,...r) szdamok a molekulaszamok, amelyek rendkiviil nagyok, az
N4 = 6.023%x10%% Avogadro-szam nagysagrendjébe esnek. A gyakorlati szamitdsokban
ezért kényelmesebb a

N @
=

molszam hasznalata. Az elméleti fizikaban féleg altaldnos formuldkat hasznalunk, és
nem jelent problémat, ha egy szam nagy. Ezért dolgozunk a molekulaszdamokkal.

Az U, V, NO N mennyiségek (allapotjelzék) extenzivek: ha az egyensilyi
allapott gazt gondolatban kettébontjuk, akkor ezek a mennyiségek additivek, pl. U =
Uy + Us. Megjegyezziik, hogy az additivitds csak akkor igaz, ha a részecskék kozott
rovidhatotavolsagi molekuldris erék hatnak. A Coulomb erd nem ilyen, ezért a toltott
részecskékbdl 4llé rendszerekben az energia nem additiv. Ha r» = 1, a rendszert
egykomponensiinek nevezziik.

e)Honnan tudjuk praktikusan, hogy egy rendszer egyensilyi dllapotban van? A
0.fététel alapjan ezt akkor mondhatjuk, ha mar elég sokdig magéara hagyva létezett.
Az 7elég sokaig” azt jelenti, hogy mar nem kovetkeznek be észrevehetd valtozdsok.
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4.2. A bels6 energia operativ meghatarozasa

Ha egy egyszerii rendszer térfogatdt és Osszetételét (az N ()_ket) megadjuk, ezzel
még nem rogzitettitk egyértelmiien az egyensilyi allapotat: melegitéssel, razassal stb.
észrevehetd vdltozdsokat idézhetiink el benne (pl. melegebbnek taldlhatjuk). A
0.F6tétel alapjan azonban tudjuk, hogy ezek az egyensilyi allapotok csak az U belsd
energia nagysdagdban kilonbozhetnek egymadstol. Ez a tény — az energiamegmaradas
torvényével egyltt — lehetOséget ad arra, hogy egyértelmiien meghatarozhassuk két
kiilonboz6 egyenstlyi dllapot belsé energidjanak a kiilonbségét.

Ehhez elészor teljesen izoldljuk (hdszigeteljiik) a rendszert valamelyik (A) egyensilyi
allapotédban', majd mechanikai munkat végziink rajta, amelynek mennyisége a me-
chanikabdl ismert médon meghatarozhaté.

Ha pl. az 1.4bra kaloriméterében ¢ ideig w korfrekvencidval forgatjuk a propellert,
mikoézben M forgatonyomatékot fejtiink ki, a rendszeren végzett munka értékét az
M - w -t szorzat adja meg, amelynek mindharom tényezdje megmérheto.

A munkavégzés eredményeképpen a rendszer az A dllapotbdl egy mésik B dllapotba
keriil. Az energiamegmaradds tétele alapjan a két dllapot (belsé) energiakiilénbsége

Up—Us=AU=M -w-t (hOszigetelt). (1)

Ezzel a médszerrel barmely két egyensiilyi allapot kozotti belsd energia kiilonbség
meghatarozhato.

1. abra

A munkavégzésnek mas konkrét modjai is lehetségesek, ezért célszerti dltaldnos
jelolést bevezetni a rendszeren végzett munkara.
Elgjelkonvencié:

AW = a rendszer &ltal végzett munka,

—AW = a rendszeren végzett munka,

azaz ha AW > 0, akkor a rendszer végez munkat, ha AW < 0, akkor a rendszeren
torténik munkavégzés.

LA tovabbiakban az ”egyensilyi” jelzét gyakran elhagyjuk az allapot mellSl, ha az Gsszefiiggésbol
vilagos, hogy egyensiilyrdl van szé.



Az 1.abra kaloriméterében tehat
AW =-M -w-t. (2)
A (1) és a (2) Osszevetésébil
AU = —AW  (hészigetelt rendszerre).

Szavakban: Hészigetelt rendszer bels6 energidja annyival nd, amennyi munkat végziink
a rendszeren.

4.3. A h6 mennyiségi definicidja.

Rogzitsiik gondolatban az A, B éllapotot, de a rendszeren végzett AW munka legyen
— mondjuk — kisebb, mint AU = Ug — Uy. Ahhoz, hogy az A-bdl mégis eljussunk
B-be, meg kell sziintetniink a rendszer hészigetelését, és melegiteniink kell, amelynek
soran valamekkora hét kozlink vele. A ko6zolt hé AQ mennyiségét a a AU és a
rendszeren végzett —AW munka kiilonbsége méri:

AQ = AU + AW. (3)

Ez a definicié azért tartalmas, mert a jobboldalon mindkét tag mechanikai tton
egyértelmi médon megmérhetd.
El6jelkonvencié:
AQ = a rendszer altal felvett hd,

—AQ = a rendszer altal leadott ho,
azaz ha AQ > 0, akkor a rendszer hét vesz fel, AQ < 0-nal pedig hét ad le.

1.Fé6tétel (ekvivalencia tétel): Egy folyamat sordn a rendszernek atadott hét
ugy kapjuk, hogy a bels6 energia megnovekedésébdl levonjuk a rendszeren végzett
munkat: AQ = AU — (—AW), vagy mésképpen kifejezve ugyanezt, a belsé energia
megnovekedéséhez hozzdadjuk azt a munkat, amelyet kdzben a rendszer végzett.

Az 1.F6tétel az energiamegmaradas tételének termodinamikai alakja. Az ”ekviva-
lencia tétel” elnevezés arra utal, hogy a hé az energiadtadés egy fajtdja. Ezt a feltevést
mar a 0.Fotételbe beleépitettiik azzal, hogy az egyensilyi allapotot meghatarozé ex-
tenziv mennyiségek koézé nem vettiink be kiilén "hét”. A hé-energia ekvivalencia
nem volt mindig ilyen vildgos, és a hé egységét (kaléria) az energia egységétél (joule)
fliggetleniil rogzitették. Az elsé f6tétel szerint azonban a kaldria is az energia egysége,
ezért a cal és a J éppen gy konstansszorosai egymasnak, mint a kilométer és a méter.
Ardnyukat azonban kisérletileg kell megéllapitani, mivel eredetileg nem egyméshoz
viszony{tva definidltdk Sket. A tapasztalat szerint 1 cal = 4,1868 J (”a hé mechanikai
ekvivalense”).

X ok ok



Fontos megjegyzés a A értelmérol:

Az igaz, hogy AU = Ug — Ugx, de a AQ = Qp — Qa, és a AW = Wp — Wy
képleteknek egydltaldn nincs értelmaiik.

Ennek az az oka, hogy az egyensulyi allapotok jellemz6i kozott megtalaljuk az
U belsé energiat, a "hot” és a "munkéat” azonban nem. Ez utébbiak ugyanis az
energiadtadds kilonbézé formdi, tehat a hon mindig hodtadast, a munkian mindig
munkavégzést értiink.

A 7halasté példa”:

RS

[

2. abra

A téban a teljes vizmennyiség az U analogonja. A csévon a forrdsbol beérkezd viz
szimbolizdlja a gdzon végzett munkit, az esd a gdznak atadott hét (parolgds = negativ
es6). Ha a medencébe bedllitunk egy skalaval ellatott rudat, akkor ezen a skalan leol-
vashatjuk a teljes vizmennyiséget. A kalibralds ugy torténik, hogy a medencét lefedjiik
(hogy ne érje az esd), a vizet leeresztjik, majd a forrdsbdl jové csovon fokozatosan
feltoltjik. Mivel a csovon at érkezd viz mennyiségét megmérhetjiik, megéllapithatjuk
a teljes vizmennyiség és a skdlabeosztds kapcsolatat (ez az eljards hasonlit az U meg-
hatdrozdsdhoz munkavégzés segitségével.)

Vonjuk ki a lefolyécsovon valamilyen meghatarozott id6 alatt eltdvozo viz mennyiségébdl
a masik csovon ugyanezen ido6 alatt érkez6 viz mennyiségét, és a kiilonbséget jeloljiik
AW-vel. Vizorak segitségével az eléjeles AW egyértelmiien meghatarozhaté. A AW
a gaz altal végzett netté munka analogonja.

Az esd és a parolgés is ad (ugyanarra az idére vonatkoztatva) egy netté vizhozamot,
amelyet AQ-val jeloliink (az es6 mennyiségébdl kivonjuk az elpdrolgott vizmennyiséget).
Az elbjeles AQ a héatadas analogonja.

Kérdés: Hogyan lehet megmérni az es6bol és a parolgasbdl szarmazd AQ nettd
vizhozamot?

Nyilvan AQ = AU + AW. Ennek a képletnek, amely az 1.F6tétel analogonja,
teljesen vilagos a jelentése. Ugyanakkor az is nyilvanvald, hogy a té vizében nem



kiilénboztetheté meg a forrdsviz az eséviztdl (a ténak nincs W-je és Q-ja, csak U-ja
van).

A félreértések elkeriilésére sokan (helyesen) az 1.F&tételt az (3) helyett a kovetkezd
két képlet valamelyikével irjék fel:

2XQ = AU + AW
q =AU + w.

A masodik képletben g maga a hddtadds, w maga a munkavégzés, és ez a jelolés nem
sugallja azt, hogy pl. a hédtadds a testben felhalmozott (nemlétezd) hémennyiség
megvaltozasa lenne. A X jel6lés pedig kifejezetten felhivja erre a figyelmet.

Elvileg az lenne a helyes, ha e két jelolésmod koziil az egyiket hasznalnank.
Azonban mindmadig a pongyola A jelolés az elterjedtebb, ezért mégis ezt fogjuk
hasznalni. Ez azért nem igazan veszélyes, mert Ugyis pontosan észben kell tarta-
ni, hogy csak AU az, ami két bels6é energia kiilonbsége, a AQ és a AW egyetlen
szimb6lumként (nem kiilonbségként) értendd. Ugyanez a helyzet akkor is, ha infini-
tezimalis megvéltozdsokkal foglalkozunk, és a A helyett d-t irunk.

4.4. A térfogati munka

Ha A és B két egyméshoz infinitezimdlisan kozeli egyensilyi dllapot, akkor a (3)-t a
dQ = dU + dW (4)

alakban frjuk fel.
A dW fontos specidlis esete a térfogati munka:

dW = P -dV. (5)
P e
. A
3. abra

Bizonyitas: Mozditsuk el a dugattyiat dz-el olyan irdnyba, amely egybeesik a
nyomds irdnydval. Mivel a rendszer P - A erével hat a dugattyira (A a dugattyd
felszine), és az elmozdulds irdnydban hat, ezért a rendszer altal végzett dW munka
P-A.-dx=P-dV-vel egyenlo.

Ha az els6 fétételben a munkatag tisztan térfogati, akkor a tétel a

dQ = dU + PdV (6)



alakot veszi f6l.

Kérdés: Ervényes—e (5) véges térfogatvaltozasra is, azaz igaz-e a AW = P - AV
képlet?

Nem igaz, ugyanis a térfogat valtozasakor a nyomas valtozik, és ezért nincs meg-
hatarozva az a P, amivel AV-t szorozni kellene. Ha egydltaldn igaz az, hogy P a
V-nek meghatarozott fiiggvénye, akkor véges térfogatvéltozasnal a

AW:/P(V)-dV

érvényes. A térfogat (a belsd energidval és a kémiai Osszetétellel egyiitt) azonban
csak egyenstlyi allapotban hatdrozza meg a nyomast. Ezért csak akkor 1étezhet meg-
hatdrozott P(V) fuggvény, ha a térfogatvédltozds olyan lasst, hogy a gdz minden
pillanatban fel tudja venni egyensulyi allapotat. Az ilyen lassu folyamatot nevezziik
kvdzisztatikusnak. De még ez sem teljesen elegend6: a hdatadds moédjat is rogziteni
kell, pl. tgy, hogy a géz legyen kozben hészigetelt (adiabatikus folyamat), vagy pl.
ugy, hogy a hémérséklete vagy a nyomdsa legyen dllandé (izoterm, izobar folyamat).

1.Feladat: Tekintsiink hdszigetelt idealis gazt, amelynek V4 térfogatat noveljiik
meg Vp-re egyszer kvézisztatikusan, egyszer pedig ”a lehetd leggyorsabban” (pilla-
natszeriien). Ugyanaz lesz-e a két esetben a nyomds a folyamat utdn bedllé egyensilyi
allapotban?

Megoldéds: Nem lesz ugyanaz. Legyen az A éllapotban a belsé energia Uy. kva-
zisztatikus tagulasndl a gaz munkat végez, és mivel hoszigetelt, a belsé energidja
lecsokken: Ugy < U4. A mésodik esetben azonban a térfogatnovelés soran a gaz nem
végez munkat, mert "leszakad a dugattyurdl”, igy Ugs = Ug > Upy. Mivel nagyobb
bels6 energiahoz nagyobb nyomas tartozik, ezért Pgy < Ppgo.

Megjegyzés: Ahhoz, hogy a dugattyi ”leszakadjon” a molekuldkrol, gyorsabban
kell mozognia, mint a gaz molekulai. Ez — hétkoznapi mértékkel mérve — rendkiviil
nagy sebesség, koriilbeliil a hang terjedési sebességével egyezik meg a gazban. A kva-
zisztatikussag ezért teljesiilhet a dugattyd olyan sebességénél is, amely a hétkoznapi
életben el6fordul6 sebességekhez képest ugyan nagy, a hangsebességhez képest azon-
ban kicsi. Ha ilyen sebességet valasztunk, az adiabatikussag feltétele automatikusan
teljestil, mivel — egyszeri kitagulasnal — a héatadasra nincs id6. Ez az oka annak,
hogy néha adiabatikus folyamaton a gyorsan végbemend folyamatokat értik. Ez azon-
ban félrevezet6 értelmezés, mert az adiabatikussdg lényege nem a folyamat gyorsaséga,
hanem a hédtadas hidnya.de

A példa mutatja, hogy az ”adiabatikus” jelzé nem jellemzi egyértelmiien a folya-
matot, mert a "kvazisztatikus adiabatikus” és a "nem kvazisztatikus adiabatikus”
folyamatok kozott 1ényeges kiillonbség van. Az izoterm, izobdr, és altalaban az iz-zel
kezd6dé folyamatok fogalmaba automatikusan beleértjiik a kvéazisztatikussagot, az
adiabatikus folyamat fogalméba azonban nem. Latni fogjuk (4.19 fejezet), hogy a
kvazisztatikus adiabatikus folyamatokban az entrépia dllando, ezért ezeket a folya-
matokat izentrdpikusnak nevezziik.



2.Feladat: Igaz-e, hogy (3) csak kvazisztatikus folyamatokra érvényes?
Vélasz: Nem, mindig érvényes.d

3.Feladat: Az egyatomos idedlis giz nyomasét kvazisztatikus adiabatikus térfogatvaltozdsnal

1

p:n.m

n = konstans (7)

képlet hatarozza meg.
a)Hatdrozzuk meg a V4 — Vp adiabatikus tdguldsnal végzett munkat.

4. abra

Megoldds: A PV diagrammon a rendszer altal végzett munka a P(V') gorbe alatti
teriilettel egyezik meg.
Az adiabatikus folyamatot kiilonboztessitk meg a alsé indexszel:

Vi VB qv 3
AW, = PdV:n/ =g
Va Va V 2

1 1

3
PaVa — PgVsl. (8)
IR

:5[

Az utolsé 1épésben azt hasznéltuk fel, hogy (7) szerint
n=Pavi"® = PsVg",

adiabatikus valtozasnal a PV5/3 szorzat értéke nem véltozik.

A rajz szerint Vg > Vy, ezért AW, pozitiv, tehdt a folyamat sordn a rendszer (a
géz) végez munkéat. Mivel a folyamat adiabatikus (hdcsere nincs), a munkavégzés a
gz bels6 energidjanak rovasara torténik: Up < Uy, és (8) alapjan AU =Up — Uy =

—AW, = §PBVB — §PAVA. Ez a képlet 6sszhangban van azzal, hogy az egyatomos

3
idedlis gaz bels6 energidja §PV—V61 egyenld.



b)Hatdrozzuk meg a hét a rajz szerinti 1.folyamatra.

Megoldas: A folyamat A — C szakaszdban folyamatosan hét kell kozolniink a
gazzal, hogy a nyomads csokkenését kompenzaljuk, a C — B szakaszon pedig hét kell
elvonnunk, hogy éllandé térfogaton a nyomds csokkenjen. A keresett AQ; ennek a
két folyamatnak az ereddje.

Az 1.F6tétel szerint

AQ1 = (Up —Ua) + AW,

amelyben
AWq = Py - (VB — VA) = AC alatti teriilet > 0.

Az Ugp — U nem fiigg attdl, milyen folyamattal jutottunk az A &llapotbdl a B
allapotba, és — mint lattuk, — megegyezik az adiabatikus folyamatban a rendszeren
végzett munkéval, ezért

AQ, = AW, — AW, = AaBC idom teriilete.

A AQ; tehdt pozitiv, az A — C szakaszon t6bb hét kozliink a gdzzal, mint amennyit
a C — B szakaszon elvesziink.

c)Hatdrozzuk meg a hét a 2.folyamatra.
Megoldas:

AQ2 = AU + AWy = —AaBD idom teriilete < 0,

mert
AWy = Pg - (VB — VA) < AW, = —-AU.

Mint latjuk, a AW és a AQ fligg attdl, milyen folyamatban (milyen allapotokon
keresztiil) jutunk el az A allapotbdl a B éllapotba. Ez mutatja, hogy a B ponthoz
— a PV sik pontjaihoz (az egyenstlyi dllapotokhoz) dltaldban — nem rendelhetd se
”hé”, se "munka”’. Belsé energia azonban rendelhet6 hozzajuk, ezért az U valtozasa
nem fiigg az uttol. &

d)Mekkora lesz a nyomds, ha a V4 — Vp tdgulas pillanatszeri?
Megoldds: Jeldljiik a keresett nyomdst Pp-vel. Az 1.feladatbdl tudjuk, hogy pil-

lanatszer(i tdguldsndl a belsé energia nem véltozik, ezért PgVp = PaVa, ahonnan

vV,
P = V—A - P4. Mivel V4 < Vg, ez a nyomés kisebb a kiindulé P4-ndl és nagyobb a

B
kvazisztatikus adiabatikus tagulasban kapott Pg-nél:
Va\*? v
PB:<A> -PA<V—A~PA:PJ§ (V4 < Vg).
B

A 4.4bran az E pont felel meg a pillanatszerii tagulds utéan kialakulé egyensilyi
allapotnak. Az A és az E pontot nem kothetjiik 6ssze semmiféle vonallal, mert az
ilyen dtmenet kozben a giz nincs egyensulyi allapotban és a PV diagram pontjai az
egyensilyi dllapotoknak felelnek meg.d
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4.5. Az osztott rendszer és a részleges egyensuly

Ha egy rendszert (gézt) falakkal részekre osztunk, osztott rendszert kapunk. Feltesz-
sziik, hogy a falak rogzitettek, hészigeteldk (adiabatikusak), és nem engednek 4t
részecskéket (impermedbilisak). Az egyes részeket részrendszernek, alrendszernek,
vagy celldnak nevezziik. A celldk szdma tetszbleges lehet. Gyakran haszndlunk
példaul kettéosztott rendszert, és sokszor csak gondolatban végezziik el a rendszer
felosztasat. A cellak szamat feliilrél csak az a feltétel korlatozza, hogy minden cellaba
jusson elég molekula ahhoz, hogy a termodinamika torvényeit cellanként alkalmaz-
hassuk.

Az osztott rendszert, mint egészet, akkor nevezziik zdrtnak, ha megfelel6 falakkal
teljesen el van zarva a vilag tobbi részétol.

Egy osztott rendszer nem egyszerli rendszer, mert egyensilyi allapotat rengeteg
adat jellemzi: minden cellara meg kell adni a térfogatot, a nyomast és a moleku-
laszamokat. Mivel a cellak egymastol tokéletesen el vannak szigetelve, a kiilonb6zo
celldk adatai teljesen fiiggetlenek egymastal.

Képzeljiik most el, hogy egy osztott rendszerben a falakat hirtelen megsziintetjiik,
vagyis egyszerli rendszert csindlunk bel6le. A (nem osztott) gédznak azt az allapotét,
amely kozvetleniil a falak megsziintetése utdni pillanatban all fenn, részleges (vagy
parcidlis) egyensilynak nevezzitk. Az elnevezéssel azt akarjuk kifejezésre juttatni,
hogy noha a gdz, mint egész, nincs egyensilyban, bizonyos részei (azok, amelyek a
részrendszereket alkottdk) onmagukkal egyenstilyban vannak.

A részleges egyensulyt ugyanaz a rengeteg adat jellemzi, ami a falak megsziintetése
el6tt jellemezte az osztott rendszert, hiszen az allapot nem valtozhat meg egy pillanat
alatt.

A részleges egyenstly nem egyensulyi allapot, mert a falak megsziintetését kvetéen
a gézban spontan kiegyenlitédési folyamat (relaxdcié) indul meg. Ennek a folyamat-
nak a végallapota mar valédi egyensilyi allapot lesz.

Az egyszerli rendszerek egyensiilyi dllapotaibdl kiindulva az osztott rendszer és a
részleges egyensuly fogalmanak segitségével tagitani lehet azoknak a rendszereknek a
korét, amelyeket termodinamikailag le tudunk irni. A homogén egyensulyi allapotban
a hémozgas kovetkeztében dllanddan 1étrejove és megsziing inhomogenitasokat példaul
felfoghatjuk részleges egyensilyi allapotként. A 4.7 fejezetben ebbdl a nézépontbdl
targyaljuk majd az egyenstlyi allapotok stabilitasét.

Az osztott és az osztatlan rendszer kozott vannak fontos atmeneti esetek. Megte-
hetjik példaul, hogy nem tavolitjuk el az osztott rendszer falait, hanem csak — mond-
juk — a hdszigeteld tulajdonsdgukat sziintetjiik meg (azaz adiabatikusbdl diatermi-
kussé tessziik 6ket). Ebben az esetben olyan gdz jon létre, amely csak a hékicserélédés
szempontjabdl van részleges egyensilyban, mert csak héaramlas indul meg benne, és
a relaxaciés folyamat végén csak a bels energia eloszldsa szempontjabdl keriil igazi
egyensulyba. A nyomas példdul tovéabbra is kiillénbozni fog a kiillonb6zé cellakon beliil.
Megtehetjik azt is, hogy a falakat meghagyjuk adiabatikusnak, csak rogzitésiiket
sziintetjiikk meg (dugattyivd véltoztatjuk Oket). Az aldbbiakban az ilyen dtmeneti
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eseteknek is fontos szerepe lesz.

Az elmondottak illusztréldsara tekintsiink egy kettéosztott zdrt rendszert (5.4bra).
Az egyszerliség kedvéért azt is tegyiik fel, hogy a gdz egykomponensii.

Ebben az esetben az osztott rendszert hat adat jellemzi: Uy, Vi, Nj ésUs, Vo, No.

Valtoztassuk a falat hirtelen adiabatikusbdl diatermikussa. A véltoztatas pil-
lanatdban részleges egyensulyi allapotd gazt kapunk, amelyet ugyanaz a hat adat
jellemez, amely az osztott gézt jellemezte.

A valtoztatast kovetden azonban hicsere indul meg, azaz bels6 energia daramlik a
rendszer egyik részébdl a masikba. Ez addig folyik, amig a belso energidk eloszlasa
szempontjabdl egyensily alakul ki a két részrendszer kozott.

Jeloljiik a bels6 energidk egyenstilyi értékeit Us-el és Us-vel. Természetesen altaldban
Uy # Uy, és Uy # U,. De az energiamegmaradds térvénye annyit megkdvetel, hogy
az

Ul+UQZU1+U2

egyenlGség teljesiiljon.

De mi lesz akkor, ha ”véletleniil” az osztott rendszer energidi megegyeznek az
egyensulyi energidkkal, azaz Uy = U, és Uy = Usy?

Ebben a specidlis esetben nem indul be kiegyenlitodési folyamat, és a fal diater-
mikussd tétele utdn nem részleges egyensilyi, hanem (a belsé energia szempontjabol)
valodi egyensiilyi allapot alakul ki.

Nyilvan nagyon fontos tudni, mi lehet az az elv, amelyik az osztott rendszer pa-
raméterei koziil kivalasztja azokat, amelyek egyensulyi allapotnak felelnek meg és
ezaltal meghatarozza a kiegyenlitédési folyamatok iranyat. Ez az elv az entrdpia elv.

5. abra

4.6. Az entréopia-maximum elve
2.F6tétel:
a. Minden egyensulyban 1év egyszerl rendszerhez rendelheté egy S fliggvény — a

rendszer entrépidja —, amely a rendszer allapotét jellemz6 U, V, N(M, N®) _ N()
extenziv paraméterek fliggvénye, és a bels6 energia névekedésével monoton né.
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b. Egy osztott rendszer entrépidja a részrendszerek entrépiajanak osszegével egyenld.
Ez a tulajdonsig — az additivitas — azt fejezi ki, hogy az entrdpia extenziv
mennyiség.

c. A részleges egyensiilyi allapot entropidja megegyezik annak az osztott rendszernek
az entrépidjaval, amelybdl a falak bizonyos szigetel6 tulajdonsdgainak megsziintetésével
keletkezett.

d. A részleges egyensulyi allapotbdl kialakuld egyenstlyi dllapotot az a feltétel hatarozza
meg, hogy entrépidja legyen a lehet6 legnagyobb érték, amely a falak még meg-
maradé szigetel$ tulajdonsdgaival (és a megmaradasi tételekkel) Gsszefér.

Az aldbbiakban magyarazé megjegyzéseket fliziink ehhez az Gsszetett definiciéhoz.

Mirél van itt egyaltalan sz6? Azt vizsgdljuk, hogy ha egy hészigetelt edényben
a gaz nincs egyensulyi allapotban és ezért relaxacids folyamatok indulnak meg ben-
ne, milyen &allapotjelzok jellemzik majd azt az egyensilyi allapotot, amely végiil a
kiegyenlitédési folyamatok befejezédése utan kialakul. A 2.f6tétel abban az esetben
ad valaszt erre a kérdésre, ha a kiindulé nemegyensilyi allapot részleges egyensulyi
allapotként foghaté fel. Ebben az esetben a kovetkezé mddon kell eljarni:

1.A részleges egyensilyi dllapotot falak segitségével gondolatban osztott rend-
szerré alakitjuk 4t (ha valéban osztott rendszerbél jott 1étre, a falakat gondolatban
visszagllitjuk).

2.A rendelkezésre all6 teljes U belsé energiat és a teljes rendszer N darab mole-
kuldjat minden lehetséges médon szétosztjuk az osztott rendszer cellai kozott.

3.Minden egyes leosztasnal a b. pont alapjan kiszamitjuk az osztott rendszernek az
adott leosztashoz tartozé entrépiajat. A kiilonbozé leosztasokhoz dltaldban kiillonbozé
entropiat kapunk.

4.Kivélasztjuk azt a leosztdst, amelyhez a legnagyobb entrépia tartozik. A d. pont
alapjan ez a leosztéas valdsul meg abban az egyensiilyi allapotban, amely a relaxacids
folyamatok végén létrejon. A maximélis entrépidju osztott rendszer az, amelynek
falait megsziintetve nem részleges, hanem valédi egyensilyi allapotot kapunk. Min-
den egyéb esetben kiegyenlitddési folyamat indul meg, amely a maximalis entrépiaji
allapot felé kozeliti a rendszert.

A kovetkezd fejezet végén ezt az eljardst egy konkrét (bar nem egy valédi fizikai
rendszerre vonatkozd) példdn illusztraljuk.

Az elmondottak alapjan nyilvanvald, hogy a kiindulé nemegyensilyi dllapot entrépidja
bizonyosan kisebb, mint a bel6le kialakulé egyenstlyi allapot entrépiaja, vagyis a
zart rendszerekben spontdn végbemend kiegyenlitédési folyamatok eredményeképpen az
entropia mindig né. Ez az entrépia-novekedés torvénye.

Az entropia-maximum elvét természetesen csak akkor alkalmazhatjuk a relaxacids
folyamat végallapotanak tényleges meghatarozaséara, ha ismerjiik az S konkrét fliggvényalakjat,
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az u.n. fundamentdlis fiigguényt. Az elnevezés magyardzata az, hogy a fundamentdlis
fiigguény ismerete tartalmazza az 0sszes termodinamikai informdcidt a rendszerrdl.
Miés szavakkal: a termodinamika kész recepteket nytijt arra, hogy az S(U, V, N, ...N(T))
ismeretében barmilyen termodinamikai kérdésre megfelelhessiink. A fundamentélis
fliggvény szerepe ebbdl a szempontbdl emlékeztet a Lagrange-fliiggvény szerepére a
mechanikdban.

Arra azonban nincs recept, hogyan lehet megtaldlni ezt a fiiggvényt. Két uton
lehet prébalkozni:

a)Minél tobb kisérleti-tapasztalati termodinamikai tényt ismeriink, annal nagyobb
az esély arra, hogy kitaldljuk azt a fundamentélis fiiggvényt, amely a receptek alapjan
megmagyarazza ezeket a tényeket.

b)A rendszer atomi-molekuldris szerkezetének ismeretében a statisztikus fizika elv-
ben lehet6vé teszi a fundamentdlis fliggvény kiszamitasat.

Az idedlis gdz példdjan mindkét eljardst be fogjuk mutatni.

Az entrépia additivitdsa korlatozast ré a fundamentdlis fliggvény matematikai
alakjara.

Vegyiink egy V térfogati, U belsd energigji, NV ... N molekulaszami egyensilyi
allapott gazt. A géz entrépisja S(U,V, N, . N())-el egyenls.

Ezt a gzt osszuk fel gondolatban n darab azonos térfogatii részrendszerre (osztott
rendszerként képzeljiik el). A térfogatok egyenl8ségébol kovetkezik, hogy a bels6 ener-
gia és a részecskeszamok is egyenlden oszlanak meg a részrendszerek kozott. A funda-
mentélis fliiggvény ismeretében az egyes alrendszerek entrépiaja S(U/n,V/n, N /n,
..N) /n)-el egyenlé. Mivel n darab ilyen egyforma alrendszer van, ezért az additi-
vitds alapjdn a gdz teljes entrépigja ennek a kifejezésnek n-szerese:

S(U,V,NO Ny =n.SU/n,V/n,NV/n, . N /n).

Ennek a reldciénak kordbban (Mechanika jegyzet, 1.16 fejezet) mésik alakjdval taldlkoztunk,
amelyet n = 1/ helyettesitéssel kapunk:

SOAU, AV, AN ANT)Y = AS(U, V, NV | N, (9)

A (9) azt mutatja, hogy az entrdépia a véltozdinak homogén els6 foki fiiggvénye.
Ezt a korlatozéast réja az entropia additivitasa a fundamentalis fiiggvény matematikai
alakjara..

Specidlisan egykomponensii rendszer esetében A = 1/N vélasztassal azt taldljuk,
hogy

S(U, V, N) =N - s(u,v), (10)

ahol w = U/N, v = V/N, s(u,v) = S(U/N,V/N,1) az egy részecskére juté belsd
energia, térfogat és entropia.

4.Feladat: Az alabbi fiiggvények egy-egy hipotetikus termodinamikai rendszer
fundamentdlis fliggvényei (a, b pozitiv konstansok). Valasszuk ki koziilikk azokat,
amelyek eleget tesznek az additivitds kovetelményének.
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A) S = a(N-V.U)Y3
N.U 2/3
B = R
s = o (%)
C) S = a-(N-U—-b-VH/2
V3
D) S = N
E) S = a-(N?.V.U»)Y5
uv
F) S = a~N'1nb.N2
2 2
G) S = a/N-U-e 0 V/N
H) S = a/N-U.e 0 UV/N,

Megoldas: A B) és a H) kivételével mind kielégiti az additivitdst. Az A) pl. eleget
tesz (9)-nak, ugyanis

a(AN - AV -AU)Y3 =X a(N-V-U)/3.&

4.7. A stabilitasi feltétel

A homogén elséfokusdgon kiviil a redlis rendszerek fundamentélis fliggvényére tovabbi
feltételt ré az a kovetelmény, hogy az egyensilyi allapot legyen stabil. A 6.4brén
a kozépsO rajz a gaz egyensilyi dllapotat szimbolizalja. A szaggatott vonal két
képzeletbeli alrendszerre bontja fel a rendszert. Egyenstlyban mindkét alrendszerben
(4dtlagosan) ugyanannyi molekula van és az atlagos belsd energia is ugyanakkora.
Idedlis gaznal a belsé energia a molekulak kinetikus energidjanak az osszegével azo-
nos, ezért a belso energidk egyenléségét sematikusan ugy abrazoltuk, hogy mindegyik
molekula sebességvektorat azonos nagysagunak tuntettiik fel.

Az dbréan négy részleges egyenstlyi dllapotot is felrajzoltunk ugyanilyen semati-
kus médon. Ezek olyan részleges egyensilyok, amelyekben a molekulaszdm eloszlasa
megmaradt egyensulyinak, a belsé energia azonban kiilonb6z6 a jobb- és a baloldali
részrendszerben. Ilyen (és ennél bonyolultabb) részleges egyensilyi allapotok a ka-
otikus hémozgés (fluktudcidk) kovetkeztében folyamatosan létrejonnek. Mivel azon-
ban entrépidjuk kisebb, mint az egyensulyi dllapot entrépidja, az entrépianévekedés
torvénye kovetkeztében ezekben a részleges egyensilyi allapotokban az egyensulyba
torténd visszarendezddés tendencidja erésebb, mint a fluktudcidé tovabbi névelésének
a tendencidja, ezért az egyensuly hamar visszadll. Ez jelenti azt, hogy az egyensuly
stabil.

Az analdgia a mechanikai egyensillyal nyilvanvalo. A godorben nyugvéd golyd
stabil egyensulyi helyzetben van, mert ha ebbdl az allapotdbdl kimozditjuk, olyan
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er6 kezd hatni ra, amely visszaallitani igyekszik az eredeti helyzetet. A golyé a hegy
tetépontjan is egyensulyban van, de ez instabil egyensily, mert a kis elmozdulasokndl
létrejove erd az egyensulytol vald tovabbi eltavolodast segiti eld.

XA S/
ST\A Ejy/en'sdliyi éll;dl:;\otO A/ST

ST S [ N

Ly TN

6. abra

Indexeljiik a 6.4bra két alrendszerét 1-el és 2-vel és a rajznak megfelelen tegyiik
fel, hogy a két térfogatrész allapota csak a belsé energia értékében kiilonbozik egyméstol:
Ny =Ny =N, Vi =Vo=V. Az S(U, V, N) fundamentalis fliggvény ismeretében
kiszamithatjuk az entropidjukat:

S =S, V, N) Sy =S(Usy, V, N).
Ha a rendszer stabil, az egész rendszer S(U; + Us, 2V, 2N) entrépidja nem lehet
kisebb, mint S; + Sa:
S(Ul +U2a 2Va 2N) > S(Ula ‘/a N)+S(U27 V" N)

A homogén els6fokusdg, valamint a (10) alapjén ez az Osszefliggés az

s (“1;“2 v> > % [s(u1, ) + s(ug, v)] (11)

alakban is frhaté, amelyben? u; = Uy /N, uy = Us/N. Ennek a matematikai feltételnek
kell teljestilnie ahhoz, hogy a rendszer egyensilyi helyzete stabil legyen.

Noha s(u, v) kétvaltozos figgvény, a (11) csak az u-fliggés jellegét korldtozza. A
2.f6tétel definicidjanak a. pontja értelmében rogzitett v-nél az s(u, v) az v monoton
noévekvo fiiggvénye. A (11) pedig azt mondja ki, hogy barhogy vélasszunk is ki két

uy, ug értéket, az u = w = §(u1 + ug) kozépértéknél s(@, v) nagyobb, mint az

1
s1 = s(uy, v) és az so = s(ua, v) értékek § = 5(51 + s2) szamtani kozepe.

2Kisbetiivel mindig az egy részecskére juté (fajlagos) mennyiséget jeloljiik. Kivétel az n, amelyik
N/V-t jelent.
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Ez a feltétel nyilvén teljesiil, ha s(u, v) (rogzitett v-nél) az u monoton névekvd
konkdv fiiggvénye (7a.dbra), és nem teljesiil, ha a fiiggvény konvex (7b.4bra).

Nyilvanvald, hogy ez a kovetkeztetés érvényes magéra az S(U, V, N) = N-s(u, v)
fundamentdlis fliggvényre is, amelynek tehat adott V, N mellett az U monoton
novekvo konkav fliggvényének kell lennie. A konkav jelleg analizisb6l ismert feltétele
alapjan azt is mondhatjuk, hogy a stabilitas sziikséges feltétele az, hogy a funda-
mentalis fliggvény U-szerinti masodik parcidlis derivéltja ne legyen pozitiv:

928
505 <0. (12)

7. abra

X ok ok

A fundamentdlis fiiggvény alaptulajdonsdgainak tisztizasa utéan most mér lehe-
toségiink van a 2.fGtétellel kapcsolatban megfogalmazott eljaras illusztraldsara egy
példan. Vegylink megint kettéosztott rendszert, és korlatozddjunk energia kiegyenlitédésre
(a falat rogzitetten hagyjuk, csak adiabatikusbdl diatermikussé tessziik). A cél annak
az Uy, Us bels energidnak a megkeresése, amely a relaxacié utdn kialakulé egyenstlyi
allapothoz tartozik.

Elvi eljaras: Fenntartjuk a fal adiabatikussiagat, de a rendelkezésre 4ll6 bels6
energiit minden lehetséges médon elosztjuk a két részrendszer kozott. A belsé energia
szempontjabdl az az eloszlas lesz egyensulyi, amelynél az osztott rendszer entropiaja
maximalis.

Legyen a példdaban a fundamentalis fliggvény mondjuk

S=a-(N-V-U)'3  (a=konst>0).
A kettéosztott rendszer entrépidja az additivitas alapjan a kdvetkezd:

Sosstont = a [(N1 - Vi - UD)V3 4 (N Va - U) 2] (13)
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Amikor a falat diatermikussa tessziik, megindul a belsd energia dramlédsa a részrend-
szerek kozott, a részecskeszam és a térfogat azonban valtozatlan marad. Az S-ben
ekkor V és N konstans, ezért a fundamentslis fiiggvény S = bU'/? alakd, amelyrél
konnyt 1atni, hogy konkav fliggvény.

A (13)-t is az attekinthetEbb

Sosztott = bl U11/3 + b2U21/3

alakban frhatjuk, ahol b; és by pozitiv konstansok.
Az energiacsere soran Uj is, Uy is valtozik, Osszegiik azonban az energiamegma-
radas tétele miatt allando érték:

U, + Uy =U = konst.

A relaxéciés folyamat kivetkeztében bedll termikus egyenstilyi allapothoz tartozé Uy
és Us belsé energia abbdl a kovetelménybdl hatdrozhaté meg, hogy az osztott rendszer
Sosztott entropidja — az Uy +Us = U feltétel figyelembevételével — legyen maximalis.
Megtalaldsuk érdekében fejezziik ki S,s.tott-ban Us-t Uj-en keresztiil az Us =
U — U; segitségével
Sosztott - blUll/B + bQ(U - Ul)l/Sa

és a fliggvény Uj-szerinti derivaltjat egyenlitsiik nulldval:

dsosztott

_ 1 —2/3 —2/3] _
s —3@Wi bo(U — U1)~2/3] = 0.

Ebbél az egyenletbdl és az energia-megmaradasbol kapjuk a keresett egyensulyi belsé
energidkat:
e
~ 3/2 | ,3/2
bl/ _|_ b2/
by/?

= —2 [
b2 4 b3/

Az S-fiiggvény konkav jellege kivetkeztében ez valéban maximum:

d?Soszto 1 2 _
ﬂ— . (_3) |:b1U1 5/3+b2(U_U1)—5/3:| <O

v 3

Tegyiik fel, hogy kezdetben U; < U; volt, tehét a kiegyenlitédés sordan Uy nd, és —
mivel Uy +Us = konstans, — Us csokken. De az a. pont alapjan mindkét részrendszer
entropidja sajat belsé energidjuk monoton novekvo fiiggvénye: S; = biUil/ 3 (1=1,2).

Ezért a vizsgélt relaxacié soran S7 né, Sy azonban csokken: csak a zdrt rendszer
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teljes entropidja az, amelynek a relaxdcio sordn feltétleniil névekednie kell. Az egyes
részrendszerek entropidja ekozben csokkenhet is.

A 2.Fotétel lényegét tehat abban foglalhatjuk Gssze, hogy spontan kiegyenlitédési
folyamat sordn a teljes rendszer entrépidja né. A példabdl lathatd, hogy ekozben
egyes alrendszerek entrépidja csokkenhet.

4.8. Gyors és lassu kiegyenlitodési folyamatok

Két egyensulyi allapot kozotti kiegyenlitédési folyamat soran zart rendszerben az
entropianovekedés mértéke fliggetlen attél, hogy a kiegyenlitédési folyamat milyen
gyorsan torténik meg, mert az entrépia dllapotfiggvény (a relaxacié elétti és utdni
allapot entropidjat az U, a V értéke, valamint a részecskeszdmok egyértelmiien meg-
hatarozzak).

Nevezziik a kiegyenlitédést lassunak, ha a folyamat soran a rendszer végig részleges
egyensilyi dllapotban van. Ellenkezd esetben a folyamat gyors.

Példaként képzeljik el megint a mar vizsgdlt zart, kettéosztott rendszert, amely-
ben — mondjuk — P; > P,. A rendszer teljes entrépidja legyen Sy (kezdeti allapot).

Ha a falat hirtelen ”megsziintetjiik” (kiemeljiik), részleges egyenstlyi dllapott egy-
szer(l (osztatlan) rendszert kapunk, amelynek entrépidja véltozatlanul Sy. De ez csak
kozvetleniil a fal kiemelése utan érvényes. Megindul ugyanis a nyomaskiegyenlitodés,
amelynek folyaman a rendszer mar nem lesz részleges egyensulyi allapotban: a ki-
egyenlitédés gyors. Ezért nem is tudunk entrépiat rendelni hozzd. Az egyensily
azonban hamar bedll, és a rendszer allapotat djra jellemezni lehet az U, V, N() ex-
tenziv paraméterekkel®. Az entrépidnak meghatdrozott S, (végallapot) entrépidja
lesz, amely nagyobb, mint Sy (1d. a 9.feladatot a 4.18 fejezetben).

Ugyanerre a végallapotra azonban lassu folyamattal is eljuthatunk. Ekkor a fal
hirtelen kiemelése helyett apro lyukat fiarunk rajta. A nyoméskiegyenlitédés most is
megindul, de olyan lassan, hogy a két alrendszer folyamatosan egyensilyi allapotban
lesz az extenziv paraméterek lassan valtozé értéke mellett. Az ilyen tipusi folyamatot
”fojtasosnak” nevezziik (a fojtdst megvaldsité lyukat valamilyen pordzus anyaggal, pl.
vattadugdval is helyettesithetjiik). Az entrépidt minden pillanatban kiszdmithatjuk,
mert a rendszertink a folyamat sordn végig részleges egyensilyi dllapotban van. Ami-
kor a kiegyenlitédés mar leallt, a falat kiemelhetjiik tgy, hogy ezzel egyaltalan nem
valtoztatjuk meg a kialakult egyensilyi allapotot, amely természetesen ugyanaz, mint
az elézé esetben volt, és entrépidja is az elébbi S,-vel egyezik meg. Az entrépia
tehat a lassu kiegyenlitodés sordn is pontosan ugyanannyival n6tt meg, mint a gyors
kiegyenlitédésnél (emlékezziink rd, hogy a rendszer, mint egész, zart, tehdt pl. a
molekuldk energiaveszteség nélkiil jutnak at a lyukon).

Kérdés: Mondhatjuk-e azt, hogy egy fojtasos kiegyenlitddési folyamat kvaziszta-
tikus?

3 A tovabbiakban tobbnyire N()-el fogjuk jeldlni a részecskeszamok Gsszeségét.
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Vélasz: Nem, mert egy folyamat akkor kvazisztatikus, ha egyenstlyi allapotokon
keresztil megy végbe, mig a lassu kiegyenlitédés részleges egyensulyi allapotokon
keresztil torténik. A részrendszerek azonban kiilon-kiilon 6nmagukkal folyamatosan
egyensulyban vannak, ezért az egyes részrendszerekben végbemend folyamat kvazi-
sztatikus. A kvézisztatikussag csak a rendszer egésze szempontjabdl sériil.de

4.9. Reverzibilitas és irreverzibilitas

A folyamatok irreverzibilitdsa a spontaneitdsukkal fligg 6ssze, ugyanis a spontan végbemend
folyamatok azok, amelyek sordan az entrépia né. Az ”irreverzibilis” jelz6 arra utal,
hogy az ilyen folyamatok spontan mdédon sohasem jatszédhatnak le forditott iranyban,
mert ez ellentmondana az entréopia névekedés torvényének. Egy folyamat tehat akkor
irreverzibilis, ha spontan médon megy végbe.

Nyilvanvald, hogy reverzibilis valtozasok termodinamikailag zart rendszerekben
csak akkor torténhetnek, ha nem spontan médon mennek végbe, hanem alkalmasan
valasztott kontrollparaméterek segitségével idézzik el6 Oket. A ”kontrollparaméter”
elnevezés arra utal, hogy a paraméterek értéke téliink fliigg, a "mi” kontrollunk alatt
all. A legegyszeriibb példa a hengerbe zart hészigetelt gaz, amelyben a dugattyi
helyzetét (ez a kontrollparaméter) "mi” hatdrozzuk meg?. Abban az esetben, ha a
kontrollparaméter(eke)t nagyon lassan, kvdzisztatikusan valtoztatjuk, a paraméterek
forditott irdnyu véltoztatdasaval a rendszer eredeti allapotat visszaallithatjuk. A kont-
rollparaméterek segitségével kvazisztatikusan el6idézett valtozasok ezért reverzibili-
sek.

Mivel az entrépianovekedés irreverzibilitassal jar, a zart rendszerekben végbemend
reverzibilis folyamatokban az entrépia allandé marad, ezek a folyamatok izentrépikusak.

Elég nyilvanvald, hogy akarmilyen gondosan prébéljuk is betartani a kvaziszta-
tikussag kovetelményét (a kontrollparamétert folyamatosan nagyon lassan véltoztatjuk),
a spontan kiegyenlitédést sohasem lehet teljesen megsziintetni. Ezért a kvéazisztatikus
folyamat idealizdlt hatdreset, és jelentéségét pont az adja, hogy hatareset: a ter-
modinamikaban rejlo lehetoségek kiaknazasanak dthaghatatlan hatarait a kvaziszta-
tikus folyamatok alapjén allapithatjuk meg (gondoljunk pl. a héerdgépek maximélis
hatdsfokdra, amelyet a 4.22 fejezetben targyalunk).

Kontrollparaméterekhez nagyon hasonlé szabalyozé elemeket részleges egyensulyi
allapotokkal kapcsolatban is szokas alkalmazni, amelyek azonban ilyenkor nem kiiszobolik
ki teljesen a folyamat spontaneitdsat, és ezért nem is biztositjik a reverzibilitast. Er-
re fontos példa az el6z6 fejezetben targyalt fojtdsos folyamat. A Joule-Thompson
folyamatban a fojtas két oldalan allandd, de kissé kiillonb6z6 nyomést tartanak fenn
gy, hogy dugattyik segitségével a nagyobb nyomadsu oldal térfogatat folyamatosan
csOkkentik, a kisebb nyomaésiét pedig megfelel6 sebességgel novelik. Ennek kovet-
keztében a magasabb nyomé&su térfogatbdl géz (vagy folyadék) dramlik folyamatosan

4A kontrollparaméterek a rendszer zartsidgat — szigoriian véve — megsziintetik, termodinamikai
szempontbdl azonban a rendszer tovabbra is zart maradhat.
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az alacsonyabb nyomdsu részbe. Az ataramlds és a ”kontrollparaméterek” valtozasa
lehet nagyon lasst, a folyamat mégsem reverzibilis, mert az egész rendszer egyensilyi
allapota csupan részleges: Csak a két résztérfogat van onmagédval egyensuilyban.
Readlis gazok esetében a két oldalon homérséklet kiillonbség 1ép fel, amelybdl kovet-
keztetni lehet a molekulak kozotti kolcsonhatésra.

Megjegyzés: A 2.F6tételbol természetesen nem kovetkezik, hogy ha egy zart rend-
szer egy A allapotdbdl valamilyen B dllapotba relaxalt, akkor az eredeti A dllapotot
mar semmilyen médon sem allithatjuk vissza. A visszaallitas lehetséges, de ehhez a
rendszer zartsagat meg kell sziintetni: célszeri mdédon csatolni kell egy masik rend-
szerhez gy, hogy az j "nagy” rendszerben lezajlé reverzibilis vagy irreverzibilis folya-
matban az eredeti rendszer (amely most mar csak részrendszer) entrépidja megfelel
mértékben csokkenjen.

k) >k ok

Attériink az egyensulyi feltételek targyaldsara.

4.10. Intenziv paraméterek

Az entrépia a belsé energia monoton névekvd fiiggvénye. Az S = S(U,V, N)) egyen-
let ezért megoldhaté U-ra, és az U = U(S,V,N)) megoldds — a belsé energia az
entrépia, a térfogat, valamint a részecskeszamok fiiggvényében felirva, — a funda-
mentalis fliggvénnyel egyenértékii informéaciot tartalmaz. Ennek a fiiggvénynek az
ismerete is lehet&vé teszi, hogy minden termodinamikai kérdést megvalaszolhassunk,
ezért ezt a fiiggvényt is fundamentélis fiiggvénynek nevezziik®.

Induljunk ki a fundamentalis fiiggvény U = U(S, V.N()) alakjébél, ami azt mutat-
ja meg hogy az S, V, NO) extenziv paraméterekkel jellemzett egyensilyi dllapotnak
mekkora a bels6 energidja. Két kozeli egyensiilyi allapot bels6 energidjanak kiilonbsége

a
oUu ouU - oU .
dU = () -dS + <) dV + () AN,
95 )y ne OV ) s no JE::I OND ) gy o

differenciéllal egyenls, ahol NG)-n NGt értjitk NU) kivételével, és a dS, dV, dNU)
differencidlok az entrépia, a térfogat és a részecskeszamok kiilonbségei a két egymashoz
infinitezimélisan kozeli egyensilyi allapotban.

A parcialis derivaltaknak standard jelolése és neve van:

(aU) =T =T(S,V,NO)) (14)
98 )y Ny
az abszolut homérséklet,
- (‘9(]) =P=P(S,V,NU) (15)
V) sno

5Kés6bb még taldlkozunk a fundamentélis fiiggvény tovabbi alakjaival.
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a nyomas, és

U — ) = ) 0
(8N(j))S,V,N(-) = w7 =uS VN (16)
a j-ik komponens kémiai potencidlja.

Mivel a hémérsékletnek és a nyomasnak van intuitiv hétkéznapi jelentése, a tovabbiakban
be kell majd bizonyitani, hogy a fenti definiciéval bevezetett T és P Gsszhangban van
ezekkel a koznyelvi fogalmakkal (ez a kovetelmény indokolja a (15) baloldaldn a mi-
nuszt).

Az r+2darab T, P, ™, ...u(") mennyiségek az intenziv paraméterek, amelyeket
a fenti definidlé Osszefiiggések az extenzivek fiiggvényeként hatdroznak meg. Ezek a
fliggvények az argumentumok homogén nulladrendi fliggvényei, példaul

TS, \V,ANV) = T(S,V, NO). (17)
Bizonyitas:
)
T()\S’,)\V,)\N(')) _ <8U()\S,)\V7AN )) _
A(AS) VNG
3()\5) V,N(') 83 V,N('> ’ ’ ’

A homogén nulladrendliség azt a kozismert tényt fejezi ki, hogy az intenziv pa-
raméterek nem valtoznak meg attél, ha a gdzbdl — mondjuk — kétszerannyit vesziink
(anyagmennyiség, térfogat, belsd energia szempontjabdl egyarant).

A homogén nulladrendiiség kovetkeztében egykomponensii rendszerekben érvényesek
az aldbbi egyenletek:

T = T(s,v)
P = P(s,v) (18)
b= p(sv).

Mint mér kordbban jeleztik, s = S/N, v = V/N.

Az r + 2 darab (14), (15), (16) egyenletet, amelyek egy-egy intenziv paramétert
fejeznek ki az extenziveken keresztiil, dllapotegyenleteknek nevezziik. Latni fogjuk,
hogy r + 1 allapotegyenlet ismerete ekvivalens a fundamentalis fliggvény ismeretével.

Oldjuk meg a

dU =T-dS—P-dV+Y p¥.dNU). (19)
j=1
egyenletet dS-re
_ 1 i ~uD )
dS_T-dU—i—T-dV—;T-dN , (20)
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és vessiik Ossze a fundamentalis fliggvény differencialjaval:

a8 S - S .
ds = ( ) ~dU+( ) AV + () dAND (21
ou V,NC) oV UN®) ; ONU) U,V,N© ( )

Az Gsszevetés a kovetkezo eredményre vezet:

a8 1 1
ou T=TU VN 22
(8U)V,N(.> T T(U,V,N(-)) (22)

o8 P P(U,V,NV)
(W>U,N<.> =7 = T(0,V.NO) 23
- (85> _ Y _ O, v.NO) (24)
OND Jy mo T T(U,V,NO)

Hasonlitsuk Gssze ezeket a képleteket az U parcialis derivaltjaival. Vegytik észre, hogy
pl. (14) és (22) nemcsak abban kiilénbozik egyméstol, hogy az egyik T-t, a mdsik
1/T-t adja meg, hanem abban is, hogy a T-t és 1/T-t kiilonboz6 vdltozok figgvényében
hatdrozza meg.

5.Feladat: Igazoljuk, hogy a stabil rendszerek homérséklete a belsé energia mo-
noton noévekvd fiiggvénye.

Megoldas:

(825) (2 1 (W) @ (W) > 0.4
oU? )y N T2 \0U )y oy — oU )y N — '

% ok ok

Megjegyzés az intenziv mennyiségek mérésérslS:

Egy extenziv mennyiség esetében annak a kijelentésnek, hogy ”kétszer annyi van
belble”, teljesen hatarozott értelme van. Ezért az extenzivek méréséhez csupan egységet
kell vélasztani, amely teljesen Onkényes. Az, hogy az egyik rendszernek valamelyik
extenzivbol "kétszer annyija van”, mint a mésik rendszernek, fiiggetlen a valasztott
mértékegységtol (”objektiv” kijelentés).

Egy intenziv mennyiség "kétszeresének” viszont énmagdban nincs értelme: azt
konnyen meg tudjuk allapitani, hogy az egyik test melegebb, mint a mésik, de hogy
"kétszer olyan” meleg-e? — ezt elvi okokbdl (a homogén nulladfokisdg miatt) nem
lehet objektiv médon megallapitani. A "kétszeres hémérséklet” kifejezésnek csak
valamilyen meghatdrozott skdldhoz viszonyitva van értelme, de két homérséklet ardanya
altaldban figgeni fog a vélasztott skdlatdl (nem ”objektiv” kijelentés).

6Nem laboratériumi mérési médszerekrsl, hanem mértékegységekrdl és skaldkrél lesz szé.
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Maradjunk a hémérséklet példdjanal. Az empirikus hémérsékleti skdla kozismert
példéja a higanyszdl magassdga. Abban a tartomanyban, amelyben a melegebb testtel
érintkez6 homérd higanyszala magasabb, a higanyszal magassaga alkalmas empirikus
skala a homérséklet mérésére azaltal, hogy minden magassaghoz hozzarendeliink va-
lamilyen hémérsékletet (pl. a kozismert eljardssal a viz olvaddspontja és forraspontja
alapjan meghatdrozott nyomés mellett). Jeloljik 7-val az igy kaphaté empirikus ab-
szolut homérsékletet, amelynek egysége a Kelvin fok, és amely szerint a viz fagyasi
homeérséklete 1 atm nyomason 273,15 K. A nagy kérdés természetesen az, hogy ez a
T ugyanaz-e, mint a fentebb definialt 7"

? oUu
T=T=|—=— .
(55>v,w<->

A kérdés barmelyik empirikus skdlaval kapcsolatban feltehets, és természetesen ta-
gadé ra a valasz: nem varhatjuk el, hogy egy énkényesen valasztott empirikus hémér-
sékleti skala pontosan megegyezzen a T termodinamikai hdmérsékleti skdldval. De erre
nines is sziikség: elég, ha tetszdleges hdmérsékleti skaldndl meghatdrozhaté a T'(7)
fliggvény, amelynek segitségével az empirikusan mért homérsékletet dtkalibrdlhatjuk
termodinamikai hémérsékletre.

Vaélasszunk ki egy olyan termodinamikai rendszert, amely dinamikailag olyan egy-
szerli, hogy képesek vagyunk elméletileg is megbizhatéan targyalni. Szemeljiik ki
az erre a rendszerre vonatkozé valamelyik allapotegyenletet, amely a hémérsékleten
kiviil csupa — mechanikai vagy geometriai médszerekkel — mérhetd dllapotjelz6t (pa-
ramétert) tartalmaz. A legegyszer(ibb termodinamikai rendszer kétségkiviil az idedlis
gaz, és valaszthatjuk a

PV ~ %RT (25)

allapotegyenletet, amelyben m a gaz tomege, M a méltomeg, R = 8,314 JK ~'mol !
pedig az egyetemes gazallandé. Ezt az egyenletet tapasztalatilag megallapitott osszefliggésnek
tekintjiik, ezért hasznaltuk benne az empirikus homérsékleti skalat. Ugyanezen okbdl
az egyenletrdl csak azt tudhatjuk, hogy empirikusan nagy pontossiggal teljesiil (erre
utal a ).
Vegyiik azonban most figyelembe, hogy az idedlis gdz nem mas, mint egyméstol
atlagosan igen nagy tavolsagban 1év6 pontszeri molekuldk halmaza. Ennek a mecha-
nikai képnek az alapjan elméletileg levezethetjiik a fenti dllapotegyenletet. A levezetés
sordn természetesen a hémérséklet (14) definici6jat tudjuk csak haszndlni. Az deriil
ki, hogy pontosan a (25) egyenletet kapjuk eredményiil, amelyben a 7 helyén T &ll:

m
PV = RT. (26)

Ezt az egyenletet tekinthetjiik a termodinamikai hémérsékleti skdla definicidjanak:
végteleniil ritka gz esetében az egyenletnek "nincs hibaja”’. Ezért ha a hémér-
séklet mérésére allando térfogati gazhOmérét hasznalunk, a nyomads alapjan meg-
hatdrozhatjuk a termodinamikai hémérsékleti skaldt (ha az eredményeket végtelentil
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ritka gdz esetére extrapoldljuk). Ennek birtokdban barmilyen empirikus hémérsékleti
skalat atkalibrdlhatunk termodinamikaira.

A termodinamikai homérsékleti skdla alapjan van értelme annak a kérdésnek,
hogy mekkora a T hémérséklet kétszeres: természetesen a 2T hémérséklet. A T
teljes egyértelmiisitéséhez mar csak egységet kell valasztani. A gyakorlatban hasznalt
egység a Kelvin fok, de az elméleti szamitasok szempontjabdl sokkal természetesebb a
joule. Vegyiik figyelembe, hogy R = kNy4, ahol k = 1,38 x 10723JK ~! a Boltzmann-
allandd, N pedig az Avogadro-szam. Helyettesitsiik ezt (26)-ba, és vegyiik figyelem-

m
be azt is, hogy — N4 = N, a molekuldk teljes szama a gazban. A kT szorzat nem

mas, mint a homérséklet J-ban mért értéke. Ez nagyon nem praktikus egység, mert a
szobah6mérséklet koriili hémérsékletek nagyon kicsi, 10723 nagysdgrendii szdmokkal
fejezhetOk ki. Az elméleti fizikdban azonban ritkdn oldunk meg numerikus felada-
tokat, ezért kihasznalhatjuk, hogy a Boltzmann-allandé mindeniitt elhagyhatd, ha a
(termodinamikai) hémérsékletet joule-ban mérjiik. A tovdbbiakban ezt a gyakorlatot
kovetjik, ezért az egyesitett gaztorvényt

PV = NT. (27)

alakban frhatjuk.
Hasonlé6 okokbdl az U = g%RT képlet helyett is az egyszeriibb

U= %N T (28)
alakot hasznaljuk. Ez a képlet egyatomos idedlis gazra vonatkozik. Kétatomos gazban
a 3-as helyére 5 keriil.

A (28) képletbél leolvashatd, hogy a jouleban mért abszolit hémérsékletnek vildgos
fizikai jelentése van: nem mads, mint az idedlis gazban egy molekula egy szabadsagi
fokéra jutd (dtlagos) energia kétszerese.

Ebben a természetes egységrendszerben az entrdpia dimenziotlan mennyiség. Ez
a (14) képletbdl olvashaté le annak alapjan, hogy [U] = [T] = J.

Képleteinkben ugy térhetiink at a megszokottabb Kelvin-fokra, hogy a T helyébe

0
mindeniitt k7-t {frunk. Annak érdekében, hogy a T = 25 relacié ne valtozzon, a

k — kT véltoztatdssal egyidejiileg S helyébe S/k-t kell helyettesiteni. Az entrépia
ekkor dimenziétlan mennyiségb8l a Boltzmann-allandéval azonos dimenziéji (J/K)
mennyiséggé valik.

4.11. A termikus egyensily és a homérséklet

Korédbbi példankhoz folyamodunk, a kettéosztott gazhoz, és az entrépia-elv alapjan
beldtjuk, hogy ha a falat diatermikussa tessziik, a h6 a magasabb hémérsékletii alrend-
szerbOl aramlik az alacsonyabb homérsékletli alrendszerbe, és az egyensily beallta
utan a két alrendszer hémérséklete azonos.
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Ennek érdekében altaldnos formédban kell felirnunk az
S = S1(Ur, Vi, N1) + S2(Us, Va, N2)

teljes entropia dS = 0 szélsoérték feltételét.

Tegyiik fel, hogy a hokiegyenlit6dési folyamat lassi, a két alrendszer a folyamat
soran onmagdval végig egyensilyi dllapotban van. Ezért alkalmazhatjuk réjuk a (22)
relécit, amelynek alapjan dV = dN() = 0 kovetkeztében

1 1
dS = —d —dUs.
S T Ui + o Us

Az Uy + Uy = U = konst energiamegmaradas alapjan azonban dU; = —dU;, ezért
1 1
dS =\ = — =) dU. 29
(7~ %) (29)

Tegyiik fel, hogy 77 > T, tehat a jobboldali zardjel negativ. Az entrépia-elv
alapjan dS pozitiv, ezért dU;-nek negativnak kell lennie: az 1.alrendszer belsé ener-
gidja csokken, a Ty > Tb relacioval 6sszhangban.

Az entrépidnak akkor van szélsé értéke, amikor a két részrendszer egyensilyba
kertil. Ekkor véges dU;-nél dS = 0 és (29) kovetkeztében Ty = Th, ahogy az a h6mér-
séklettol elvarhato.

Ezzel belattuk, hogy a T termodinamikai hémérséklet valoban rendelkezik a ”ho-
mérséklet” sz6 koznyelvi jelentésével.

Kérdés: A fejezet elején foltettiik, hogy a hékiegyenlitddési folyamat lassi. Mennyi-
ben vialtozik az el6z6 gondolatmenet, ha a kiegyenlitoédés gyors?

Viélasz: Gyors kiegyenlitédésnél a relaxacié folyaméan a részrendszerek nincse-
nek onmagukkal egyensilyban, ezért nem rendelheté hozzajuk semmiféle homérséklet
(nincs hémérsékletiik). Ebben az esetben &llitdsunknak csak a mésodik része tartal-
mas: az, hogy az egyensily bedllta utan a hémérsékletek egyenlok.de

Az egyenstlyi hémérséklet kiszamitasi sémdja a kovetkezo:
A T =T(U,V,N®) allapotegyenlet ismeretében a kétismeretlenes

T(U, Vi, N{') = T(Us, Vo, N§)
U+U, = U

egyenletrendszert megoldjuk az Uj, Uz ismeretlenekre. A megoldds megadja az
Ui, Uz egyensilyi belsé energidk értékét.
2)Az Uy, U, ismeretében a kozos hémérsékletet a

T=T, =T(U, W, N)

képlettel szamithatjuk ki.
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%.(t) +7%,(t) = U = konstans
2(t)
AL v
%(t)
U A N U
t

8. 4bra

Megjegyzés: A hémozgas kovetkeztében az egyes részrendszerek belsd energidja
még egyensilyban sem tekinthetd szigortan allandénak, hanem az U; U, atlagérték
koriil fluktudlnak (8.4bra). Az id6tdl fiiggd, fluktudlsé bels§ energidkat nagy irott
bettivel jeloljik: U (t), Us(t). A mondottak alapjin Uy = (U;(t)), Us = (Us(t)), ahol
(') idSbeli dtlagoldst jelol. Az energiamegmaradds torvénye alapjan a zart rendszer
teljes energidja nem fluktudl: U (t) + Us(t) = U = konst.

Megmutathat6, hogy U;(t) atlagos eltérése Us-t6l U; /v/N nagységrendii, ami mak-
roszképikus gédzoknal rendkiviil kis érték (1/v/Na ~ 10712 nagysagrendi).

Megjegyzés a jelolésrol: A legtébb eléfordulé mennyiségnél a termodinamikai
atlagértéket nyomtatott nagybetiivel, az egy részecskére juté (fajlagos) mennyiséget
nyomtatott kisbetiivel, a fluktudlé pillanatnyi értéket nagy irottbetiivel fogjuk jeldlni.
Kivétel: n = N/V.

4.12. A mechanikai egyenstly és a nyomas

Viéltoztassuk ujra a falat hoszigetelobdl diatermikussa, de egyidejiileg a rogzitését is

sziintessiik meg: tegyiik dugattytivéd. A belsd energidk mellett ekkor a térfogatok is

valtozni kezdenek. Tegyiik fel, hogy mindkét folyamat soran az alrendszerek énma-

gukkal egyensulyban maradnak. A teljes rendszer entrépidjanak a megvaltozdsa most
1 P

1 P
dS = —d —d —d —dVs.
S T U1+T2 Us + T Vi+ T Va

Vegyiik figyelembe, hogy Uy + Us = konst, Vi + Vo = konst, ezért dUs = —dU; és

dVo = —dVi:
(11 P P
5= (L Dy (BB

A dU; és a dV; fiiggetlen egymastdl, ezért egyensilyban a dU; és a dV; koeffi-
ciensének egyarant el kell tiinnie. Ezt a két feltételt nyilvan felirhatjuk a T = Ty,
P, = P, alakban.

Az egyensilyra tehat két feltételt kapunk: a nyoméasok és a hémérsékletek egyenloségét.
A gyakorlatban a nyomésegyenléség lényegesen hamarabb bedll, mint a termikus
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egyensuly. Ebben az esetben a dugattyi mozgasa praktikusan megsziinik egy bizonyos
P 7ideiglenes egyenstilyi nyomédsnal”. A hémérsékletek ekkor még kiilonboznek, de a
lassuibb termikus kiegyenlitodési folyamat soran végiil egyenlové valnak. Ekozben a
nyomads nem marad P, hanem tart a valédi P egyensulyi nyomas felé.

Mint 14tjuk, a (15)-ben definidlt P mennyiség valéban rendelkezik a nyomésnak az-
zal a tulajdonsagaval, hogy mechanikai egyensilyban a nyomaésok egyenlék. Egyediil
ebbdl a gondolatmenetbdl azonban nem vonhaté le az a kovetkeztetés, hogy véges
nyoméskiilonbség esetén nemcsak a mechanika, hanem az entrépia névekedés torvénye
szerint is a dugattyunak a nagyobb nyomasu térfogattol a kisebb nyomésu térfogatrész
felé kell elmozdulnia.

Az egyensulyi termodinamika képletei segitségével csak a végsé P, T egyenstlyi
nyomast és hOomérsékletet lehet kiszamitani. A P ideiglenes egyensulyi nyomas meg-
hatarozasahoz tovabbi részletek ismerete sziikséges, igy els6sorban a dugattyu Mz =
A- (P — Py) — B4 mozgésegyenletéé, amelyben M és A a dugattyd tomege és kereszt-
metszete, —B% pedig a dugattyura hatd surlédasi erd.

Els6 latasra azt gondolhatnank, hogy a P olyan gyorsan all be, hogy kozben a
hécsere elhanyagolhatéan kicsi és ezért Uy = Uy, U, = U,. Ha igy volna, Vl—t, Va-t és
P-t konnyen ki lehetne szamitani. Valdjaban azonban az U; = U, feltevés még teljesen
hoszigetel6 dugattyu esetén sem &ll fenn, mert a dugattyl mozgasa soran az egyik
térfogatrész munkat végez a masikon és ez megviéltoztathatja a belso energidkat. Ez az
oka annak, hogy a mechanikai egyensiily nem targyalhaté a hémérsékleti egyenstlytol
fliggetleniil

Az egyenstlyi nyomads és hémérséklet kiszamitdsi sémaja a kovetkezd:
DAT =T(U,V,NV), P = P(U,V,N©) allapotegyenletek ismeretében a négyismeretlenes

T(Ur,Vi,NY)) = T(Us, Vo, NY)
Ub+U;, = U

P(Ulv‘/laNl()) = P(U25V27N2(-))
VitVe =V

egyenletrendszert megoldjuk az Uy, Uz, Vi, Vs ismeretlenekre. A megoldds megadja
az Uy, Uz, Vi, V3 egyensiilyi belsd energidkat és térfogatokat.
2)Az Uy, Us, V1, Va ismeretében a kozos hémérsékletet és nyomadst a

T=T, = T(U,,Vi,N)
rP=pr, = P, V,NY)
képletekkel szamithatjuk ki.

4.13. Az idedalis mechanikai rendszerek entrépiaja

Eléfordul, hogy a gdzzal nem egy mésik termodinamikai rendszer (géz) hat koleson,
hanem egy idealizélt (surléddsmentes), tisztdn mechanikai rendszer. Az entrépiamaximum
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szamitasahoz ezért ismerniink kell az idealizalt mechanikai rendszerek entropidjat.

Feltevés: az idealizdlt mechanikai rendszerek entropidja dllando érték, amely nulldnak
vehetd.

Indoklas:

a)Az idealizalt mechanikai rendszerek nem relaxdlnak valamilyen egyensily felé.
Ezért vagy nem kell entrépiat rendelniink hozzdjuk, vagy ha igen, az entrépidjuk
allandé.

B)A termodinamikai és az idealizalt mechanikai rendszerek egyensilydnak a targyaldsa
az entrépia-elv alapjan akkor lehetséges, ha az idealizalt mechanikai rendszerekhez
allandé entrépidt rendeliink (1d. a kovetkezd két feladatot).

~v)Kés6bb latni fogjuk, hogy az entrépia a termodinamikdban azért jelenik meg,
mert a rendszer szabadsagi fokainak tilnyomo részét kizarjuk a térgyalasbdl. Egy
idealizalt mechanikai rendszer mindegyik szabadsagi fokat figyelembe vessziik, ezért
logikus, hogy nulla entréopidt rendeljiink hozz4.

6.Feladat: Vizszintes, mindkét végén zart, hdszigetelt hengerben 1évé rogzitett
dugattyitdl balra bizonyos mennyiségli géz taldlhatd, allapotjelzéi U;, Vi, N. A
henger jobb oldali részében 1évé vakuumban a dugattyt és a henger vége kozott
megfeszitetlen rugé van elhelyezve.

a)Mi az egyensily feltétele a dugattyt rogzitésének megsziintetése utan?

b)Legyen a giz idedlis egyatomos giz, és a térfogat V egyenstilyi nagysiga legyen
a kezdeti Vi térfogat kétszerese: V = 2V;. Kérdés: P/P, =?, T/T) =?.

Megoldas:

a)Mivel a rugd entrdépidja zérus, a rendszer teljes entrépidja a gaz S(U,V,N)
entropidjaval azonos. Az energia megmaradéds kovetkeztében

.. D (V-W\?
U—U1—2< 1 ) (30)

ahol D a rugééllandé, A pedig a henger keresztmetszete. Ez az Gsszefiiggés mindig
érvényes, akkor is, ha a dugattyd mozgasa nem lassiu. Igy

D 2
S(U7‘/7N)—S(U1w(v‘/1) 7V7N>-

Ez az entrépia csak a V' térfogattdl fiigg, eszerint kell a maximumé&t keresniink. A
kozvetett derivalas szabalya szerint

s (08 d D ) oS B
w " (aU)V,N'dv[“w”vﬂ]*(av)w
1] D P
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Egyenstulyban ez a kifejezés zérus, ezért az egyensiilyi nyomadsra a

P=2w-w (31)

A2

kifejezést kapjuk: A-val beszorozva latjuk, hogy termodinamikai egyensilyban a gaz
nyomoereje megegyezik a rugéerovel. Ez azonos a mechanikai egyensily feltételével,
a homérséklet nem jatszik benne szerepet. Megallapithatjuk tehdt, hogy amikor a
kiszemelt gazzal idedlis mechanikai rendszer tart egyensilyt, a termodinamikai és a
mechanikai egyensily feltétele azonos.

b)Vi = V/2-nél (31)-bél

_ D _
P=—
2A2 v,
az energia megmaradasbdl pedig
_ D
U=U; — —V?
Y
Az el6z6 egyenlettel Osszevetve:
_ 1 -

Egyatomos idealis gazban

A~ =

azonos T /Ty-el:

Idedlis gazban tovabba




Megjegyzés: Tanulsdgos elemezni az el6z6 feladat alabbi logikusnak latszé meg-
oldasét, amely azonban hibas.

Induljunk ki az adiabata egyenletébdl. Az egyensilyi nyomaésra és térfogatra ekkor
felfrhatjuk a PV = PV/3 feltételt, amelybél

P /\? 1
P (V) - 25/37
Ez az érték azonban kisebb, mint az el6z8 megolddsban kapott 3/7. Hol a hiba?

A vélasz az, hogy jogtalanul haszniltuk az adiabata egyenletét. Az adiabata
ugyanis csak kvdzisztatikus adiabatikus folyamatra érvényes”, mig a feladatban lefrt
feltételek mellett a folyamat nem kvézisztatikus. kvazisztatikussd dgy tehetnénk, ha
a gz tagulasat lelassitanank olyan ellenerd alkalmazasaval, amely minden pillanatban
majdnem kiegyenliti a rugderot. Ebben az esetben azonban a gdz nem csak a rugon,
hanem az ellenerdt kifejtd szerkezeten (izmon) is végezne munkat, kovetkezésképpen
az egyensuly kisebb belsd energidndl és — ennek megfeleléen — kisebb nyomésnal
allna be, mint a feladatban leirt feltételek mellett. A hibds szdmitds ezt a kisebb
nyomast adja eredménytil.

A magyarazat kiillonosen vildgossa teheté a 9.4bra segitségével, amelyen felvazoltuk
az S(U, V1, N) és az S(U,V, N) gérbéket. A gorbék felrajzolasanal figyelembe vettiik,
hogy (23) szerint adott U és N mellett az entrépia a térfogat monoton noévekvé
fliggvénye. A kiindulé allapotot az A pont reprezentalja. Ellenerd alkalmazdsakor a
folyamat izentrépikus, ezért a folyamat végét a C pont jelzi. A feladat eredeti meg-
fogalmazasa szerint azonban ellener6t nem alkalmazunk, ezért U nagyobb, mint a C
ponthoz tartozé Ue és a folyamat a B pontban végzédik. A rajzbdl lathato, hogy az
A — B folyamat sordn az entrépia né, a folyamat irreverzibilis. Az A és a B pontot
nem kothetjiik 6ssze valamilyen meghatarozott gorbével, mert a valtozas kozben a
gaz nincs részleges egyenstlyi allapotban.

F: fogaskerék

l<q

TA félreértést elkeriilhetnénk, ha az ”adiabata”’ elnevezést az ”izentrépa’ elnevezéssel helyet-
tesitenénk, de ezt senki sem haszndlja.
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10. abra

7.Feladat: Hészigetelt hengerben stlytalan A keresztmetszetii dugattyi mozog,
amely kezdetben rogzitett. A dugattyi egyik oldaldn gdz, mésik oldalan vékuum

van. Errél az oldalrél m tomegii sily nyomdéer6t fejt ki ré (Id. a 10.dbrdt). Egy adott
pillanatban a dugattyt rogzitését megsziintetjiik.

a)Mi az egyensily feltétele a dugattyu rogzitésének megsziintetése utdn?
b)Legyen a giz idedlis kétatomos gdz, és a térfogat V egyensilyi nagysdga legyen

_ 1 _
a kezdeti V] térfogat fele: V = =V;. Kérdés: T /Ty =7.
Megoldas:

a) Az energia két részbdl tevédik Ossze, a gz belsd energidjabdl és a sily helyzeti
energiajabdl. Az energia megmaradds tétele ezért a kdvetkezd:

Vv i
UergZ:Ulerng

Vi—-V
U=U _
1+ gm A

Csak magdnak a bezart gaznak van entrépidja, amely az egész rendszer entrépidja:

S<U7v,N)=S(U1+ng1_V,V,N>.

A
as 1 gm P
77 AT
ahonnan
p_gm

R
Ez nem ma&s, mint a mechanikai egyensily feltétele.
b)Az energia megmaradds V; = 2V-nél a kovetkezd:

_ m —
U=u+22V.
A jobboldalra beirhatjuk az egyensulyi nyomast:

[S28 )

U, tehat



4.14. A koncentracié-egyensiily és a kémiai potencial

Viltoztassuk tjra a falat hészigetelébdl diatermikussa, de egyidejtileg tegyiik a j-ik
tipusi molekuldra nézve permedbilissé (és hagyjuk meg rogzitettnek). A belsd ener-
gidk mellett ekkor a j-tipusi molekuldk aramlasa is megindul a térfogatrészek kozott.
Tegyiik fel, hogy mindkét folyamat soran az alrendszerek onmagukkal egyensulyban
maradnak. A teljes rendszer entrépidjanak a megvaltozasa most

1 ny

S = 2 au, + “au —@Nm £dN“)
B P Pt A P

Vegyiik figyelembe, hogy Uy + Uy = konst, Nl(j) + N2(j) = konst, ezért dUs = —dU;
és ANY) = —dNU:

(4) ()
1 1 Ko Ky (4)
dS = (= - —)d Ba® M) N

S <T1 T2> Uit < T, Ty o

ahol u(lj ) és ugj ) a kémiai potencidl a két térfogatrészben.

A falon atdiffundéalé molekuldk nyilvdn ”magukkal viszik” mozgdsi energidjukat,
ezért a hékicserélédéstol még akkor sem tekinthetnénk el, ha a falat meghagynank
hészigetelonek. Mivel azonban az egyes molekulak mozgasi energidja szor az atlagérték
kortl, ezért dU és le(j ) még ebben az esetben is fliggetlen egymastol, ezért egyensulyban
mindkét differencidl szorzofaktoranak el kell tiinnie. Ezt a feltételt felirhatjuk a
T =15, ,ugj) = ,ugj) alakban.

Részleges egyensilyban (T7 = T mellett) a részecskék a nagyobb kémiai poten-
cidli alrendszerbdl dramlanak a kisebb kémiai potenciala alrendszerbe: ez az dramlasi
irdny felel meg annak, hogy dS mindig pozitiv. Ezért a rendszerben akkor nem 1ép
fel nett6 részecskedramlds, ha a kémiai potenciél konstans (mindeniitt ugyanaz).

Az egyenstlyi kémiai potencidl és hdmérséklet kiszdmitdsi séméja a kovetkezo:

DA T = TU,V,NO), u) = p0)(U,V,NO)) sllapotegyenletek ismeretében a
négyismeretlenes

T, Vi, NY) = T(Us, Vo, NI

U,+U, = U
M(j)(UthNf')) = M(j)(UQ,VQaNz('))
NO L NP = NG
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egyenletrendszert megoldjuk az Uy, Us, Nl(j ), 2(j ) ismeretlenekre. A megoldas meg-
adja az Uy, Us, N9, NV egyenstilyi belsé energidkat és részecskeszamokat.

2)Az egyensilyi bels6 energidk és részecskeszdmok ismeretében a kozos hémérsékletet
és kémiai potencialt a
(0, Vo N, NN
W (O, Vo, N, R, N

TETl
) —

p) = p]

képletekkel szamithatjuk ki. ‘ ‘
A molekulaszdmok egyensulyban sem allandék, hanem fluktudlnak az N 1(3 ), NQ(J )
stlagértékek koriil. Pontos pillanatnyi értékiiket NV ()-vel és N3 ()-vel jeléljiik.

* ok ok

A kovetkez6 két fejezetben az idedlis gdz kémiai potencidljat adjuk meg az ex-
tenzivek fiiggvényében.

4.15. A Gibbs-Duhem relaciék

Az S és az U az argumentumaik homogén elsé foku fiiggvényei, ezért [ = 1-el érvényes
réjuk az Euler-formula (Mechanika jegyzet, 1.16 fejezet):

ixiiaf(ml’ ) = f(z1, ., Tn)-

ox;
i=1 v

Alkalmazzuk ezt a formulét elészor az U = U(S,V, N)) fiiggvényre:

oU  oU ou
v=sY oY N ) .
s T av TV aNm AN

A parcialis derivaltak jelentését felhasznélva ezt az azonossagot a

+..+N

U=TS - PV 4N 4 4N (32)

alakba irhatjuk.

Kovetkezmény: Ha ismerjiik a (14) — (16) allapotegyenleteket, a (32)-be frva Sket
megkaphatjuk a fundamentalis fiiggvény U = U(S,V, N, .. N()) alakjat.

Az dllapotegyenletek 6sszesége tehat tartalmazza a teljes termodinamikai informaciét
a rendszerrol.

Valéjdban az (r + 2) db. éllapotegyenlet koziil csak (r 4+ 1) flggetlen, mert az
intenzivek kozott taldlhaté egy altaldnos érvénytli Osszefiiggés.

Vegyiik a (32) differencidljét:

dU = TdS + SdT — PdV — VdP +» (D dNY) + NDdu0)).

J=1
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Az aldhuzott tagok (19) kovetkeztében kiejtik egymadst, ezért

SdT —VdP + Y NYdu? =o.
j=1

Ez a Gibbs-Duhem reldcié elsé formaja. Specidlisan egykomponensii rendszerre
SdT — VdP + Ndu =0,
dyp = —sdT + vdP. (33)

A Gibbs-Duhem reldciénak a kémiai potencidlra megoldott alakja a leghasznosabb.
Az intenzivek koziil ugyanis a kémiai potencidl a legkevésbé ismert, a (33) alapjdn
viszont a tobbiek segitségével meghatarozhatoé.

Induljunk ki most az S = S(U,V, NV)) fiiggvénybdl. Az Euler-egyenlet alapjan

s a8 s a8
Z2 Z2 1) ()22
S = U@U + V8V +N aND T AN
A (22) — (24) kovetkeztében
_ 1y Py S EY )
S—TU—FTV—Z —NU. (34)

Differencialva:
ds = 2+ vd () + dV+Vd ; “ dNJ>+N<ﬂ>d p
= T T = T '
Az aldhuzott tagok kiejtik egymaéast, ahonnan
1 P p)
— il N —0.
Ud<T>+Vd<T> ; d(T) 0

Specialisan egykomponensi rendszerre
1 P
Ud <T> +Vd <T> Nd( ) =0,
LANEY P
d(T)—ud<T>—|—vd<T>. (35)

Ez a Gibbs-Duhem reldacié masodik alakja. A képletek struktirdjabél vildgos, hogy
(33)-t akkor célszerii haszndlni, ha T-t és P-t az s, v pér fliggvényében ismerjiik,

mert akkor a jobboldalon csak ez a két valtozo szerepel. Ha T-t és P-t az u, v par
fiiggvényében ismerjiik, akkor a (35) alak a hasznosabb.

ahonnan
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4.16. Az idedlis gaz kémiai potencialja

Induljunk ki a (27) és a (28) éllapotegyenletekbdl, amelyeket P-re és T-re megoldott
alakba frunk at:

2u
3v
2

= 3w (37)

A p(u,v) fiiggvényt (35) alapjan kaphatjuk meg, amelyben idedlis gdznal

31
2u

Nl N-
—

fgy

tehét

py_ 3, 1
d(T)_ 2udu Udv.

Ebbél kapjuk az egyatomos idedlis gaz kémiai potencialjat:

u/ %y Us/’2y

pw=—TIn

ahol « dimenzids konstans, amelynek értékét csak a statisztikus fizikdban a kvantum-
elmélet segitségével lehet meghatdrozni. A késSbbiekben megmutatjuk (1d. (109)-t),

3h2\ 32
hogy a = ( T > . Most ennek az Osszefiiggésnek a felhasznédlasaval becslést
m

adunk p-re.
Legyen a = /v a molekuldk 4tlagos tdvolsigat jellemz6 hossz. Akkor

B Vura
?— 311170(1/3.
2

Vegyiik figyelembe, hogy u = 2";, és helyettesitsiik be « el6bbi kifejezését is:
m

p-a

NG

NI=

= —3In
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Ha a p-t adottnak gondoljuk, a bizonytalansédgi relacié szerint a molekulak helybizony-
talansdga legalabb ~ h/p. Idedlis gdzban azonban a molekuldk ennél sokkal ritkdbban

@ P~ 33. Mivel

Vo - h

helyezkednek el: hidrogéngézban pl. szobahOmérséklet koriil
In 33 =~ 3, 5, ezért

gz ~ —10,5T  (szobahémérséklet koriil).

Mint latjuk, szobahdémérsékleten az idealis giz kémiai potencidlja "nagy negativ
szém” (a "nagy” azt jelenti, hogy a hémérséklethez képest nagy).

Eddigi képleteink egyatomos idealis gazra vonatkoztak. A levezetést megismételve
azt talaljuk, hogy altalanos esetben

ufi2y

w=—Th ONGrz

(40)
ahol egy- és kétatomos idedlis gdzra f = 3/2 és f =5/2.

Az « értéke fligg annak a géznak az anyagi minGségétol, amelynek a kémiai
potencialjaban szerepel. Mivel a logaritmus alatt dimenzidtlan mennyiségnek kell
allnia, a kiilonbozo szabadsédgi foki gazok a koefficiensei dimenzidban is kiilonbéznek
egymastol: [ay] = J/2.m>. A tovabbiakban azonban csak akkor frunk indexet az a
mellé, ha a formuldk egyértelmiisége ezt megkoveteli.

4.17. A barometrikus formula

8.Feladat: Egyatomos idedlis gdz nyugszik a foldfelszin homogén gravitaciés terében.
Meghatarozandé a stlirliség és a nyomas a magassag fiiggvényében.

Megoldas: A giz egy dlldhelyzetii, nagyon magas tartalyban helyezkedik el. Feltesz-
sziik, hogy termikus egyensilyban van (T' = konstans). A molekuldkra hat a Fold
gravitacios vonzasa. Miért nem esnek le? Nyilvan a megadott T-hez tartozé hémozgés,
valamint a molekularis iitkozések megakadalyozzak, hogy a molekuldk mind a talaj
szintjén gytljenek Ossze. Legfeljebb az varhatd, hogy a talajhoz kozelebb a stirtiség
nagyobb lesz, mint nagy magassagban. Ezt a stirtiségeloszlast kell kiszdmitani.

A feladat megolddsa reménytelen lenne, ha explicite figyelembe akarnank venni
a molekuldris itkozéseket. A kémiai potencial segitségével azonban a megoldds na-
gyon egyszeri. A feladat a részecskestirliség meghatarozasa egyensulyban, amikor
nincs netté részecskearamlas. Ekkor a kémiai potencidl az egész gdzban mindeniitt
ugyanaz (kiilonben a magasabb kémiai potencidli helyrél a részecskék az alacsonyabb
potencidld hely felé dramlandnak). Meg kell tehdt hatdroznunk a kémiai potencidlt
a magassag fliggvényében, és meg kell kdvetelniink, hogy legyen konstans. Az igy
kaphat6 egyenlet kiadja a siirliséget a magassag fiiggvényében.

Tudjuk, hogy S = konstans és V. = konstans mellett dU = pudN (1d. a (19)
képletet), vagyis a kémiai potencidl nem mds, mint a belsd energia megnovekedése,
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amikor egy részecskét (dN = 1) hozzdadunk a rendszerhez. Ha a gravitdciét nem
vessziik figyelembe (ez akkor tehet$ meg, amikor a gravitdcids potencidl kiilonbsége a
gaztérfogat fels6 és alsé hatarfeliilete kozott elhanyagolhatéan kicsi a hOmozgés ener-
gidjdhoz képest), akkor — mint 1ldttuk — a kémiai potencialt a (40) képlet hatdrozza
meg.

Amikor a gravitdciés potencidl szerepe lényeges, 6t is bele kell venni a belsé ener-
gidba. Ezért ha z magassigban adunk egy részecskét a gazhoz, nem pontosan a
(40)-ben meghatérozott energiandvekedés kovetkezik be, hanem mgz-vel nagyobb (m
a molekulatomeg). Ennek kovetkeztében z magassdgban a kémiai potencidl

3/2

z /UZ

ty =—TIn

+ mgz
-vel egyenl6. Egyatomos idedlis gdzban u = =T. Feltevés szerint a hémérséklet az
egész, gazoszlopban allandd, ezért u, valdjaban nem fiigg z-t0l, és a fenti képlet a

ty = —TIn v, + mgz + konstans

alakra egyszertisodik.
Mint mondottuk, egyensilyban a u, nem fligghet z-t6l, ezért

—Tln v, + gmz = K = konstans,

azaz,
gmz — K
’Uz =€ T
Nyilvan
K
vw=e¢ T,
ezért
gmz
v, =vge T . (41)

v, az egy molekuldra juté térfogat z magassigban. Ez az n, stirliség reciproka®, ezért

érvényes az
gmz

n, =nee T (42)

barometrikus formula: a silriiség exponencialisan csokken a magassag fiiggvényében.
Ugyanez igaz a nyomasra is:

_gmz
P,=n,T=Pe T

8y = V/N, n = N/V. Idedlis gizra tehat P = nT.
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Ezt a képletet érthetjiik gy, hogy a PV = NT gaztorvényt alkalmazzuk lokdlisan z
magassagban. De azt is mondhatjuk, hogy P, a hidrosztatikai nyomds, vagyis a z-nél
magasabban elhelyezked egységnyi keresztmetszeti oszlopban talalhaté gaz sulya:

P, = g/ p(2)dz" = gm/ n,dz (£2) n,T.&

Tanulsdg: Ha egy termodinamikai rendszert kiilsé térbe helyeziink, az erdtér
hatésat ugy vesszik figyelembe, hogy a kémiai potencidlba belefoglaljuk a részecskék
potencidlis energidjdt az adott kiils6 térben (ezért nevezziik p-t kémiai potencidinak).
Vegyiik észre, hogy kiilso térben a részecskére hato er6 a potencidl csokkenése irdnydaban
hat (er6 = minusz gradiens potencidl). A kémiai potencidl ugyanilyen értelemben hat
a részecskékre: a részecskék a kémiai potencidl csokkenése iranyaban dramlanak.

4.18. Az idedlis gaz entropiaja

A (34) alapjan az egy részecskére jutd entrépia a kovetkezé:

Ide beirva a (36), (37), (40) kifejezéseket kapjuk az egyatomos idedlis gdz entrépidjat
(fundamentdlis fliggvényét):
s = k+In (u3/2v> (43)

Us/i2y
S = N.S:N.[m+lnN5/2], (44)

ahol kK = g —In . Az 4ltaldnos esetben

Uty
P f+2 e .
Ez utébbi képletben x = S~ In a. Az entropia kifejezésében szerepl6 x konstans

dimenziétlan szdm és az értéke fiigg annak a gaznak az anyagi minéségétdl, amelynek
a fundamentalis fliggvényében szerepel. Ennek ellenére — az a-hoz hasonléan, — a k-
t is index nélkiil irjuk, kivéve azokat az eseteket, amikor az index hidnya félreérthetévé
tenné a képleteket. A kvantumelméletben elvben az a-val egyiitt a « is kiszamithato,
de a gyakorlati alkalmazasokban ez a lehet6ség ritkan all fenn.

Mint kénnyen meggyézddhetiink réla, a (44), (45) fundamentélis fliggvény konk4v,
homogén els6foku és az U fliggvényében monoton né.
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9.Feladat: Szamitsuk ki az entrépia megvéltozasét az 1.feladatban targyalt gyors
folyamatra.

Vi

Megoldas: AS = N - In V—B. Ez az idedlis gz szabad tdguldsdt kiséré entropia-
A

novekedés.

Erdemes specializalni ezt a képletet infinitezimélisan kis térfogatnovekedéssel jard
szabad tagulasra. Ekkor V4 =V, Vg = V +dV. Ha =z < 1, akkor a logaritmus-
fiiggvény Taylor-sora alapjén In (1+z) = z+o(z?). Igy In (Vp/Va) = In (1+dV/V) ~
dV/V, és dS = gdv. Az idedlis gaz allapotegyenlete alapjan pedig dS = gdv.

Ezt a képletet sokkal egyszeriibben is megkaphattuk volna. Nem kell mast tenni,
mint (20)-ban figyelembe venni, hogy idedlis gaz szabad tdguldsénal dU = dN 0 =o.
Ez az sszehasonlitds azért tanulsidgos, mert ravilagit: a (20) Osszefiiggés (és a 4.10
fejezetben targyalt tobbi hozzd hasonlé képlet) nemcsak kvdzisztatikus folyamatra
érvényes, hanem gyors véltozasra is, ha a vdltozds mértéke kicsi.de

Megjegyzés: Latjuk, ha a kisérletek alapjén ismerjik az r +1 = 2 db (36), (37)
allapotegyenletet, ki tudjuk szamitani bel6liik az idedlis gdz fundamentdlis fliggvényét.
Ez a targyalds azonban egyéltaldn nem vilagitja meg az entrépia fizikai jelentését.
Késobb tisztazzuk a fizikai jelentést, és ennek alapjan tisztdn elméleti megfontolasok
segitségével is levezetjiik a (44) képletet.

10.Feladat: Fejezziik ki az idedlis gdz entrépiajat U helyett T-n keresztiil.

Megoldas: f szabadségi fokndl U = gN T, ezért

_ fooff
S—N~(,‘$—&—2ln2—|—2hr1T—lnn>7 (46)

ahol n = N/V a siirliség.&

4.19. A dQ =T - dS formula

Irjuk fel a (19) képletet impermeabilis falak esetére (amikor dN@) = 0):
dU =T-dS — P-dV. (47)

Ez a képlet azt mutatja meg, hogy az S, V, NO) és az S+ dS, V + dV, NO pa-
raméterekkel jellemzett allapotban mekkora a bels6 energidk kiilonbsége. A képlet le-
vezetésénél nincs sz6 az egyik allapotbdl a mésikba torténo fizikai atmenetrdél. Csupan
annyit kell kihasznélni, hogy az U(S, V, N (')) fliggvény parcialis derivaltjai hogyan
fiiggnek Ossze a hémérséklettel és a nyoméssal az U, V, N() paraméterti egyensiilyi
allapotban. Ezért akar kvazisztatikus, akar ”pillanatszeri” atmenet torténik a két
infinitezimalisan kozeli egyensulyi allapot kozott, a képlet mindkét esetben érvényes.
Természetesen ugyanez a helyzet a (20)-al is.
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A (47)-ben szereplé P-dV kifejezésrél azonban tudjuk, hogy kvdzisztatikus dtmenetben

a rendszer dltal végzett dW munkdval egyenld, ezért kvézisztatikus esetben (47) a
dU =T -dS —dW

alakban is irhaté. Hasonlitsuk Ossze ezt a képletet az energiamegmaradast kifejezd
dU = dQ — dW képlettel, amely — (47)-hez hasonléan, — mindig érvényes. Azt
talaljuk, hogy kvazisztatikus esetben a d@ héatadas a T - dS kifejezéssel egyenlo:

dQ = T-dS (48)
dQ
ds T (49)

Kérdés: érvényes-e (48) véges entropiavéltozdsra is, azaz igaz-e a AQ =T - AS
képlet?

Ezt a kérdést a dW = P-dV képlettel kapcsolatban is feltettiik (4.4 fejezet) és most
is ugyanugy valaszolunk rd, mint ott: Nem igaz, ugyanis az entrépia véltozasakor
a hémérséklet valtozik, és ezért nincs meghatarozva az a T, amivel AS-t szorozni
kellene. Ha egydltaldn igaz az, hogy T az S-nek meghatarozott fiiggvénye, akkor
véges entrépiavaltozdsndl a

AQ = / T(S) - dS

képlet érvényes. Az entrdpia (a térfogattal és a kémiai Gsszetétellel egyiitt) azonban
csak egyensilyi dllapotban hatdrozza meg a hémérsékletet, ezért ez az integral-képlet
csak meghatarozott tipusu kvazisztatikus folyamatra alkalmazhaté.

Az adiabatikus folyamat definiciéja szerint a folyamat sordn d@ = 0. Ezért ha még
a kvézisztatikussag feltétele is teljesiil, akkor (49) szerint dS = 0: egy kvazisztatikus
adiabatikus folyamat izentrépikus.

Fejezziik ki ezeket az Osszefiiggéseket olyan formaban, amelybdl szembetiing, me-
lyik Osszefiiggés milyen feltételek mellett érvényes:

AU dQ — dwW
| | (50)
dU = TdS — PdV

A = mindig érvényes, véges valtozdsokra is. A = egyenlSség feltétele csupén az, hogy
a véltozasok legyenek kicsik. A || egyenldség érvényességéhez ezen kivil még az is
sziikséges, hogy a folyamat legyen kvazisztatikus.

Tusztraljuk ezeket a viszonyokat a 9.feladattal. Infinitezimalis szabad tédgulasnél
van térfogatvaltozds, de nincs munkavégzés (PdV # dW = 0), van entrdépiavaltozas,
de nincs hédtadds (TdS # dQ = 0). Az energiamegmaradds tétele azonban érvényes:
dU = dQ — dW = 0. Ebbdl az egyenléséghdl kovetkezik a szintén érvényes dU =
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TdS — PdV alapjan az, hogy dS = ng (amelyet a 9.feladatban az idedlis géz
fundamentdlis fliggvényébdl is levezettiink).

Emlékeztetiink ra, hogy ha a hoéatadas kiilonboz6 homérsékletii testek kozott
torténik, akkor (29) szerint entrépiandvekedéssel jar, tehat nem lehet kvazisztatikus.
Ezért kvazisztatikus folyamatokban csak azonos homérsékletli testek kozott enged-
het6 meg héatadds. Ez meglehetOsen paradox kijelentés, hiszen csak a hémérsékletek
kiilonbozoségével érhetjiik el, hogy az 1-es testrél héatadéds torténjen a 2-es testre. A
(29) azonban mutatja, hogy 77 — T»-nél dS akkor is nulldhoz tart, ha dU; = dQ,
véges marad: reverzibilis h6atadas az 1-es testrdl a 2-esre annal pontosabban valésul
meg, minél kisebb a Ty és a To hémérséklet kozotti kiillonbség (az elébbi javara).

Reverzibilis munkavégzés és koncentracié-valtozas esetén a hémérsékletekhez ha-
sonlé a viszony a nyomasok, illetve a kémiai potencidlok kozott. kvazisztatikus
térfogatvaltozasnal példaul a dugattyura két oldalrél hatd erd kiillonbségének infi-
niteziméalisan kicsinek kell lennie.

A (48) lehet6vé teszi, hogy a konstans térfogaton vett hékapacitasokat kifejezziik
az entréopiamegvaltozason keresztiil:

oo (@), (D, e

11.Feladat: Hatarozzuk meg az idedlis giz adiabat4jat az UV és a PV diagram-
mon.

Megoldds: ”Adiabatdn” a kvdzisztatikus adiabatikus (= izentrépikus) folyamat
allapotait tartalmazé gorbét értjiik. Az adiabata egyenlete ennek kovetkeztében S =
konstans. Az (egyatomos) idedlis gdz entrépidjanak (44) képlete alapjén az UV
valtozokban az adiabata egyenlete

U3/2V = konstans.

3
Ha ebben a képletben U-t U = §PV—vel helyettesitjiik, az adiabata

PV®/3 = konstans
alakjdt kapjuk.de
Hogyan moédosul a (48) képlet abban az esetben, amikor a test, amelynek belsé
energidja dQ-val megnd, nincs egyensilyi dllapotban énmagdval (a hédtadds nem kvé-

zisztatikus). A test entrépidja ebben az esetben még hdéatadds nélkiil is né, ezért a
dQ és a dS kozotti kapcsolat dltaldnos forméaja a dS > dQ/T egyenlStlenség.
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4.20. A keveredési entrépia

Tekintstink egy V' térfogati hiszigetelt edénybe zart idedlis gazt. A belsd energia és a
részecskeszam legyen U és N, a molekuldk legyenek mind — mondjuk — 1-es tipustak.
Képzeljiik el, hogy egy adott idépillanatban a molekulak egy részét 2-es tipusiava
véltoztatjuk (N = N + N(?)) gy, hogy az adott pillanatbeli helyzetiik és mozgdsi
energidjuk ne valtozzon (V' és U valtozatlan). Idedlis gazrdl 1évén szé6 a hémérsék-
let és a nyomds is valtozatlan marad (az idedlis gz allapotegyenletei érzéketlenek a
molekuldk tipusdra). Az entrépia azonban védltozni fog: megnd.

A viéltoztatas elétt az entrépia S(U, V, N)-el egyenld. Ahhoz, hogy a véltoztatds
utani értéket kiszamithassuk tisztdaznunk kell, hogyan lehet egy géazelegy entropiajat
meghatarozni. A 2.f6tétel b. pontja itt nem alkalmazhatd, mert a gazelegy nem osz-
tott rendszer, a kiilénboz6 tipusi molekuldk nincsenek szétvélasztva kiilon cellakba.
Idealis gazokra azonban érvényes a parcidlis nyomdsok torvénye és ez arra mutat, hogy
idealis gazok elegyének az entrépidjat is az additivitas alapjan kell kiszamitani: idedlis
gdzok (idedlis) elegyének az entrdpidja a komponensek entropidinak az dsszegével
egyenld. Valéban, legyen

S(U,V,NO) =8, (U;,V,NY) + ... + S.(U,,V,N")), (52)

N @)
ahol U; = o U (N a molekuldk teljes szdma). Ha ezt az egyenldséget parcidlisan
derivéljuk a kozos V térfogat szerint és tagonként alkalmazzuk (15)-t, pontosan a
parcidlis nyomésok torvényére jutunk (az egyes komponensek hémérséklete azonos,
mert U; /N = U/N = fT/2).
Ennek alapjan a valtoztatds utan kapott elegy entropidja az

S" = S(Uy, V, NO) + S(Uy, V, N?)

Osszeggel egyenld, amelyben U; és Uy és 1-es és a 2-es tipusu molekuldk kinetikus
energidja. Mint mar jeleztiik, az S’ nagyobb mint S: az S’ — S killonbséget keveredés:
entrépianak nevezziik és ASye,-€l jeloljik.

A ASj., képletének levezetéséhez célszerti S’-t és S-t a belsd energia helyett a
(k6z6s) hémérsékleten keresztiil kifejezni. A (46) szerint

S =N (+J021’>+J20 ]; flnT lnn(l))+N(2)~<n+f_3+flnf+f1nT lnn(2)>

[\)
[\)
[\)
o |

ahol természetesen n(?) = N /V. Ha (46)-t ebbél a kifejezésbdl kivonjuk, a logarit-
must szorzé6 N-t (N + N(Q))—Vel7 a suriségeket pedig részecskeszam és a térfogat
hényadosaval helyettesitjiik, a keveredési entropiara a kovetkezd képletet kapjuk:

@ N (53)

_ N
ASkey = N1 N N

Egy r-komponensi gaz keveredési entrépidjat ugyanilyen tipusu r-tagi Osszeg fejezi
ki.
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12.Feladat: Tekintsiink egy kettéosztott rendszert, amelynek két alrendszere

kiilénb6z6 — 1-es és 2-es — tipusi részecskékbdl all6 idedlis gazt tartalmaz. A
részecskeszdmok legyenck N és N(2) (N(l) + N® = N), a belsd energidk és a
N® N

térfogatok pedig legyenek aranyosak a részecskeszdmmal: U; = TU, Vi = N V.
A térfogatrészekben a hémérséklet és a nyomaés ekkor ugyanaz. Mennyivel né meg a
rendszer entrépidja, ha a falakat munkavégzés nélkiil kiemeljiik (vagy mindkét tipusi

részecskére nézve permedbilissd tessziik) ?

Megoldas: A végdllapot entrépidja nyilvdn az elébb kiszamitott S’-vel egyenld.
Mivel az idedlis gz fundamentélis fliggvénye nem fligg a gdz anyagi mindségétdl, a
kezdeti helyzet entrépidja az entrépia extenziv jellege miatt egyszertien S(U, V, N)-el,
az egykomponensli gaz entrépdjaval egyenld. Ezt S’-bél kivonva megkapjuk tdjra a
keveredési entrépidt. Feladatunkban tehdt az entrépia pontosan az (53) keveredési
entrépidval né meg. Ez a tény indokolja a ”keveredési entrépia” elnevezést.do

Két szepardlt giz elegyedése nyilvan irreverzibilis folyamat. Azt taldltuk, hogy
a keveredési entrépia nem mas, mint az ebben a folyamatban bekovetkezd entrépia
novekedés.

Ha az el6z6 feladatban a két térfogatrészben a molekuldk azonos tipusuak, ak-
kor S’ egyszertien S(U, V, N)-el egyenl. Az el6bb azonban megmutattuk, hogy a
még szeparalt rendszer entrépidja is ugyanennyi. Azonos tipusid molekuldk esetében
tehét az S’ — S "keveredési entrépia” zérus. Eszerint a két résztérfogatot elvilaszto
fal kiemelése ekkor reverzibilis folyamat, ami igaz is, mert a falat visszahelyezve az
eredeti allapotot kapjuk vissza. Kiilonb6zo tipusi molekulak esetében ez nyilvan nem
torténik meg.

Adott U, V és N = N 4 N®) mellett a gzelegy nyomésa és hémérséklete nem
fligg attol, mekkora a két részecsketipus aranya az elegyben. Azt jelenti-e ez, hogy —
legalabbis idedlis gdzoknal, — az elegyet semmi sem kiilonbozteti meg a tiszta gaztol?
A kovetkezd feladat mutatja, hogy természetesen nem jelenti ezt. Amennyiben ren-
delkezéstinkre allnak olyan eszkoézok (pl. szelektiven dteresztd hartydk), amelyeknek a
segitségével kiilonbséget tudunk tenni a kétfajta molekula kozott, az elegy és a tiszta
gaz tulajdonsagai kozott fontos kiillonbségeket talalunk.

13.Feladat: Hészigetelt edényt fallal kettévélasztunk, a baloldali részben a-
tipust, a jobboldaliban b-tipusu egyatomos molekuldkbdl all6 idedlis gazt helyeziink
el (11.4bra). A fal maga két dugattyibdl all: mindkett8 diatermikus, a baloldali csak
az a-tipusu, a jobboldali csak a b-tipusu molekulakat engedi at. Mozgassuk el kvazi-
sztatikusan a baloldali dugattyut az edény baloldali faldig, a jobboldalit a jobboldali
falaig, gy, hogy a gazok teljesen keveredjenek Gssze. Hatarozzuk meg a gaz altal
végzett W munkat.

Megoldas: Miért lesz egydltalan munkavégzés? A feladat szerint a folyamat
izentréopikus. A folyamat soran azonban a két kiillonbozo fajta gaz osszekeveredik és
ez ASke, entropiandvekedéssel jarna. Ez az entrépiandvekedés annak kovetkezménye,
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hogy (47) jobboldalan a logaritmus alatt szerepel a részecskeszam. Nyilvanvalé, hogy
az entrépia csak akkor maradhat valtozatlan, ha az ugyanebben a képletben szerepld
bels§ energia megfeleléen lecsokken (a folyamat sordn az Ossztérfogat véaltozatlan).
Az U-nak ez a csokkenése az, ami munkavégzésre forditédik.

A feladat az, hogy az Sy = S, egyenldség segitségével kifejezziik az U, belsd
energiat a folyamat végén a kezdeti allkapot Uy, bels6 energidjan keresztiil:

U732y Ug/zvb
Sy = Ngl|xk+In k2| + N, |k +In —EL
_ N5 N2
r 3/2 3/2
— k a k
= Na K)-i-lnm +Nb K}—f—h’lm s
[ UtV ultv
SU = Na K/+1n%/2 +Nb H+]~n Ubr/2 =
NG Ny
[ Uy’ v Uy’ v
— Na K/+h’lm +Nb l€+lnm .
N,, V, N, V, N, N,, V
P -
I
a T b a T b 1
11. 4bra
A résztérfogatok Uyy, Ukp, Uy Uy belsd energidit az
Uka:%:% U’ua:Uvb:&
N, N, N N, N, N

képlet alapjan fejeztiik ki Ug-n és U,-n keresztiil. Ez a képlet annak kovetkezménye,
hogy a dugattyik diatermikussdga és a folyamat kvazisztatikussiga kovetkeztében a

2 U
résztérfogatok hémérséklete azonos, a hémérséklet pedig a T = 3N képlet alapjan

az U/N hényadossal ardnyos.

Az entrépidk felirt kifejezéseit egyenlitve és a logaritmus tulajdonsdgait felhasznalva

az
2N, 2N,

V.\ 38 (Vo) 3N
U, = = U,
(V) <V) g
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eredményre jutunk. Nyilvan U, < Uy: a bels6 energia csokken, a keverés sordn a gaz
végez Uy — U, munkat. Mivel a folyamat kvazisztatikus, visszafele is megvaldsithato
ugyanennyi munka drdn: a rendcsindlds (a dolgok visszarakdsa a helyiikre) munkat
igényel.

* 3k ok

Eddigi példaink lehetové teszik, hogy megvilagitsuk az entrépia egy fontos nem
formalis-matematikai sajatossagat. Azt tapasztaltuk, hogy az entrépia kiilonbozé
jarulékokbol all 6ssze és izentrépikus folyamatokban az egyik jarulék a masik rovasara
véaltozhat. A 9.feladat mutatja, hogy a térfogat novekedésével az entrépia né (” térfogati
jarulék”). Adiabatikus taguldsnél ezt a ”belsé energidbdl szarmazé jarulék” kom-
penzélja: az entrépia azért maradhat allandd, mert a térfogat névekedésébol szarmazo
entropia névekedést a bels6 energia csokkenésébdl szarmazé entrépia csokkenés kom-
penzélja. Ez arra mutat, hogy egy &llapot entrépidja né, ha megné a molekulak
mozgési energidja (sebessége). Mint ebben a fejezetben tapasztalhattuk, az entrépiat
a rendezetlenség — a kiilonb6z6 fajta molekuldk Osszekeveredése — is noveli. Az
utolsé feladatban targyalt izentropikus folyamatban a molekulak mozgési energidjabdl
szarmazo jarulék csokkenését az Gsszekeveredésbdl ered6 entropia novekedés egyenlitette
ki.

4.21. A maximalis adiabatikus munka

Ha egy rendszer nincs egyensulyban, spontdn relaxdcié soran egyensilyba megy at.
Altaldnos tapasztalat, hogy ha ezt a folyamatot a "kell6 mederbe tereljiik”, munkat
lehet kinyerni beldle. Vajon mekkora a maximalisan kinyerheté munka?

Vizsgaljuk meg a problémat az elézé feladat példajan. Kezdetben a baloldali
térfogatrészben a-tipusu, a jobboldaliban b-tipusu molekuldkat talalunk. Amig ezt
az osztott rendszert vizsgaljuk, egyensily van. Forditsuk azonban a figyelmiinket az
osztatlan (egyszer(l) rendszerre, amelyet a fal (a két dugattyid) eltdvolitdsa utédn ka-
punk. Ha a falat hirtelen mozdulattal, munkavégzés nélkiil kiemeljiik, a koévetkez6
pillanatban az osztatlan gaz részleges egyensilyi dllapotat kapjuk, amelyben a mo-
lekuldk még mindig az osztott rendszernek megfelel6 térbeli eloszlassal rendelkeznek.
Nevezziik ezt a részleges egyensulyi allapotot 1-es allapotnak. Rovid relaxacié utén,
amelynek sordn az entrépia a keveredési entrépia értékével megné (S 1), a rendszer a
2-es egyenstlyi allapotba keriil. Mivel a rendszer zart, a relaxacié soran a bels6 ener-
gia nem véltozik (U = konst). Az l-es éllapot relaxdcidjabdl semmi hasznos munka
sem szarmazott.

Vegyiik azonban most kézbe a dolgot, és ahelyett, hogy a véletlenre biznank
a két gaz Osszekeveredését, a két szelektiven dteresztd dugattyt segitségével kvézi-
sztatikus adiabatikus (izentropikus) eljardssal keverjitk Oket Gssze, ahogy a példdban
tettik. Ezzel az eljarassal a gdzok Osszekeveredése kozben a bels6 energia egy részét
kinyerjiikk (U |), és ha a dugattyut idedlis munkagéphez csatlakoztatjuk, hasznos
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munkara fordithatjuk.

S V=konst
N_=N,=konst

12. abra

A grafikus dbrdzolas (12.4bra) kiilondsen vildgossd teszi a helyzetet. A grafikon
gorbéje az egyensulyba keriilt teljesen Osszekeveredett gaz S entrépidjat tinteti fel
a belsé energia fliggvényében konstans N,, Ny, V mellett. A dugattyuk ekkor mar
véghelyzetben vannak (igy is gondolhatjuk, hogy eltdvolitottuk Sket). Forditsuk
azonban most a figyelmiinket a kezdeti helyzetre. Ez egy osztott rendszer, amelyben
a két egymadshoz tapadd dugattyi a két részrendszert elvédlaszté fal. Ha ezt a falat
gondolatban eltavolitjuk, egyszerii rendszert kapunk egy specidlis részleges egyensiilyi
allapotban, amelynek entrépidjat a 2.f6tétel c. pontja alapjan kiszamithatjuk. Az
elébb ezt 1-es allapotnak neveztiikk. Mivel az éllapot bels6 energiajat is ismerjiik,
a 12.4bran feltlintethetjiikk az ennek a részleges egyensulyi allapotnak megfelel6 1-es
pontot.

Egy ilyen részleges egyensulybol hészigetelt koriilmények kozott (konstans U-nal)
a gaz a 2.-vel jelzett egyensulyi dllapotba relaxal. Ez a folyamat entrépia novekedéssel
jar, ezért kellett az 1. pontot az S(U) gorbe alatt felvenni. Az 1. és a 2. pontot nem
kothetjiik Ossze semmiféle gorbével, mert a relaxacié bizonyosan gyors, a kdzbenso
stadiumok nem részleges egyensulyok.

A feladatban targyalt reverzibilis folyamat a két dugattyd altal harom részre ta-
golt osztott rendszer egyensiilyi allapotain keresztiil torténik, amelyeknek az osztatlan
rendszer meghatarozott részleges egyensilyi allapotai felelnek meg. Ezeket a részleges
egyensilyi dllapotokat gy kapjuk, hogy a dugattyikat gondolatban eltdvolitjuk. Az
entropidjuk a 2.f6tétel c. pontja alapjan meghatarozhatjuk. Mivel bels6é energidjuk
is ismert egy-egy meghatarozott pont felel meg nekik a 12.4bran. Ezek a pontok raj-
zoljdk ki az 1.-bél kiindulé vizszintes egyenest®, ami azért szaggatott vonald, mert —
az S(U) gorbével ellentétben, — az osztatlan (egyszer(l) rendszernek nem egyensulyi,
hanem részleges egyenstlyi dllapotait tartalmazza. A szakasz 3. végpontja a reverzi-
bilis 6sszekeverési folyamat végallapota. Az 1 — 3 dtmenet sorédn Uy —Us = Uy, — U,

9A vizszintességhez természetesen az is szitkséges, hogy a munkagépben ne térténhessen entrépia
valtozds. Mint tudjuk (4.13 fejezet), ez a feltétel idedlis munkagép esetén teljestil.
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munkat nyeriink ki, ennek nagysigat szamitottuk ki a 13.feladatban. Ha nem biz-
tositunk tokéletes kvazisztatikussdgot, valamilyen kdzbens6 4. pontban végezziik és a
kinyert munka (Us — Uy )-nél kisebb (az 1 — 2 dtmenetben egyéltaldn nem torténik
munkavégzés).

Miért (Us —Uy) a mazimdlis kinyerheté munka? Azért, mert az entrépianévekedés
torvénye szerint az 1 — 3 folyamat az 1-bél kiindulé és az S(U) gorbén egyenstillyal
végz6dé kiegyenlitodési folyamatok hatdresete: az 5.pontba példaul nem juthatunk el
a rendszer zartsaganak megsziintetése nélkiil.

A példa az altalanos esetet is hiien tiikrozi: egy zart rendszer részleges egyensilyi
allapotabol akkor nyerjitkk ki a maximalis lehetséges munkat, ha reverzibilis mdodon
vezetjiik a rendszert az egyensiily felé. Késobb latni fogjuk, hogy ebben a formajaban
konkliziénk nyitott rendszerekre is érvényes. Megjegyezziik, hogy ezek az elvek sem-
mit sem mondanak arrél, milyen konkrét eljaras segitségével lehet a maximalis munka
kinyerését megvaldsitani.

14.Feladat: Zart kettéosztott rendszer mindkét alrendszerének ugyanaz a térfogata
(Vi = Vo = V/2), ugyanabbdl a tipusd idedlis gdzbdl egyforma mennyiséget tartal-
maz (N; = Ny = N/2), Uy, Us bels6 energidjuk (hémérsékletiik) azonban kiilonbozé.
Hatarozzuk meg a maximélis adiabatikus munkat, amely a homérsékletkiilonbség ki-
egyenlitédése kozben kinyerheto.

1.Megoldas: A maximalis munk&t izentrépikus folyamatban kapjuk. A folyamat
végén érvényes U belsS energiat ezért az

N U? vy N, vl vye . Uiz .y
2 (N2 T (R T NG

egyenlet hatarozza meg. A megoldés az Uy és az U; mértani kozépértékének kétszerese:

U=2yU -Us.

Ez az energia kisebb, mint a kezdeti Uy 4+ Us bels6 energia. A kinyerheté munka tehat
(Ul + Uy — 2/U7 - Ug)—vel egyenlé.

A maximélis munka kinyerése utdn a kézos hémérséklet értéke a T és a To mértani
kozepe:

2 2 2 N N
T=—U=—.2. U -Uy=—.-2. Ty =—Ty = /T - T+
fN fN 1 2 fN 29 1 29 2 1 2

mig spontan kiegyenlitddés utan a homérséklet a 77 és a Ty szamtani kozepe.
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t(id)

13. abra

2.Megoldas: A kvazisztatikus kiegyenlitédési folyamat soran a homérsékletek pil-
lanatnyi értékét jeloljiik T;-vel (i = 1,2). Ha — mondjuk — az 1.test hémérséklete a
magasabb, akkor 7 a T;-1él csokken T-re, a Tz pedig To-r6l né T-re (13.4bra).

Ennek a folyamatnak valamelyik kozbens6 pillanatdban az 1.test belsé energidja
dQ1-el, a 2-es testé dQo-vel véltozik (dQ; < 0, dQo > 0). A folyamat feltevés szerint

d d
izentrépikus, ezért —% = % Misrészt dQ; = Cy - dT;, ahol Cy a hékapacitds'®.
1 2
Ezért
_dTh _dTy
Ti T

Az egyenlet konnyen integralhaté 77 - 7o = konstans eredménnyel. Ebbél kdvetke-
zik, hogy a kezdeti hémérsékletek szorzata megegyezik a végallapoti hémérsékletek
szorzataval, azaz T = /17 - T3 valéban.

Az elemi folyamatban végzett munka

AW = —dQ; — dQ; = —Cy (dT; + dT3) = —Cy (1 - T;:g?) dT;.
1

Ennek az integralja T; és T kozott adja meg a maximalis adiabatikus munka értékét,
ugyanazt, amit az el6z6 megoldasban kaptunk:

VTiTz
fore [ ()
Ty 1

=—Cy [\/ Wy =T+ 1T (

(felhasznaltuk, hogy U = CyT).
Térjiink vissza egy pillanatra a folyamatnak arra az infinitezimélis kozbeesd sza-
kaszéra, amelyben a 77, T3 hémérséklet (71 + dT7)-re és (T2 + dTz)-re valtozik. Az

1 1
\/ﬁ_Tl>:| Uy +U; — 24U U,
142

10A feladat ideslis gdzra vonatkozik, amikor Cy = fN/2, de a 2.megoldds mindig alkalmazhatd,
amikor a (71, 7T2) intervallumban a h8kapacitds konstansnak tekinthetd.
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ennek sordn végzett dW munkanak és a magasabb hémérsékletli 1.test altal leadott
|dQ1] hének a hdnyadosit nevezziik a folyamat hatdsfokdnak (n) az adott szakaszban.
Az el6z6 képletek felhasznalasdval a hatdsfokot az

AW ~Cy (dTi+dTe) | AT _Ti-Ts

= 4
"=l T —Cv-an T oY

alakra hozhatjuk. A kovetkezd fejezetben latni fogjuk, hogy ez nem més, mint a
T1 hémérsékletii hotartalyhoz és a 7o homérsékleti hiit6hoz tartozdé Carnot-ciklus
hatéasfoka, ami valéban az adott hdmérsékletek mellett elérheté maximalis hatdsfok.d

15.Feladat: Zart kettéosztott rendszer mindkét alrendszerének ugyanaz a hé-
mérséklete (77 = Ty = Tp), ugyanabbdl a tipusi egyatomos idedlis gézbdl egyforma
mennyiséget tartalmaz (N; = No = N/2), Vi, V; térfogatuk azonban kiilonbozé.
Ennek kovetkeztében a térfogatrészekben a nyomds sem ugyanaz. Hatarozzuk meg a
maximalis adiabatikus munkat, amely soran a térfogatrészek kozotti hémérsékleti és
mechanikai egyensiily kialakuldsa kézben kinyerheto.

Megoldas: A maximalis munka elvben ugy nyerhetd ki, hogy a térfogatrészeket
elvalaszté falat el6szor dugattyuva valtoztatjuk és kvazisztatikusan kozépre vissziik,
mikozben a rendszer AW’ munkédt végez (ami lehet negativ is) és hémérsékletek
kiilonbozové valnak. Masodik 1épésben a hémérsékletkiilonbséget kiegyenlitjiik, mikozben
AW" munkat nyeriink ki (ennek nagységéat az elézd feladatban hatdroztuk meg). A
AW teljes kinyerhet6 munka a AW’ + AW 6sszeggel egyenld.

A AW nagysagat egy lépésben is kiszamithatjuk az entropia allanddsaga alapjan.

A kezdeti allapot entrépidja

N U*n N U v,
Sk—2<li+1n(]\f/2)5/2 +5 l‘ﬂ?‘i‘h’lW N

3 N
ahol Uy = 33" Ty az egyes részrendszerek kezdeti energidja.
A végallapoti entrdpia:
U2y
Sv N(Ii+1n Z\]5/2) 5

ahol U = ;N~T.

Mindkét entrépiat a fal eltavolitdsa utdn létrejové egyszerii rendszer entrépiajanak
tekinthetjiik: Sy a kiindulé dllapotbdl kaphaté részleges egyenstlyi allapot, S, pedig
a végallapotbdl kaphato valédi egyensilyi allapot entrépidja.

A két entrépiat egyenlitjiik és az egyenletet megoldjuk U-ra:

ViV 1/3
U=/ (V) U,
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amit atirhatunk homérsékletre:

4Vive\ V3
T:( ‘/122) Tp.

A kinyerheté maximalis munka

ALV, 1/3
V2 »

AW =2Uy — U = 2Uy - 1—(

T AS=—AQ/T,
Hétarold QT

AQ

Héerégép < el
ealis

DQ, munkagé
DQ, &P

Hiit6 =
T, AS=AQ,/T,

14. abra

4.22. A héer6gép maximalis hatasfoka

A termodinamika mdr kindtte a héer8gépek hatdsfokdnak javitdsdt célzé vizsgdlatokat. (Ezek
olyan szerkezetek, amelyek a hét munkdvd alakitjak, mint pl. a g6zgépek és a gdzturbindk.)
Noha a termodinamika ezen korai alkalmazdsai nyilvanvaléan tdvol vannak a kémidtol, ldatni
fogjuk, hogy analdg megfontoldsok alkalmazhatdak olyan kémiai folyamatok tdargyaldsakor is,
mint példdaul elektromos dramot termeld galvdinelemekben végbemend kémiai reakcidk vagy
a proteinek bioszintézise. Ugyancsak alkalmasak olyan megfontoldsokra, hogy miként lehet
alacsony hémérsékleteket elérni.

P.W.Atkins, Fizikai kémia

Két kiilonboz6 hémérsékleti testben tdrolt azonos mennyiségii hé (belsé energia)

dQ

7értéke” nem azonos. A dS = — képlet alapjan ugyanis adott d@ hé elvondsa

annal kisebb entropiacsokkenéssel jar, minél magasabb annak a testnek a hoémér-
séklete, amelytdl a dQ-t elvonjuk. Magasabb hémérsékletii testtol tehat kénnyebb
elvonni adott d@ ho6t, mivel az entrépiacstkkenés, amit pétolni kell, kisebb. Ez a tény
indokolja, hogy a magasabb hémérsékletii testben tarolt hot értékesebbnek tekintsiik.

Egy hoerogépnek tehat az entrépia elvvel 6sszhangban a kovetkez6 séma szerint
kell miikédnie:
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A gép egy T,, magas hémérsékletii hétartalytol elvon AQ hét ugy, hogy kozben a
hotartaly bels6 egyensilya nem bomlik meg. A hétartdly entrépidja a folyamat soran
A
T—Q—el csokken!!.

"A AQ egy bizonyos AQs részét a gép visszataplédlja egy T, alacsony hémérsékletii
hétartalyba (hiitébe), szintén anélkiil, hogy a hétartdly belsé egyensilyat megbon-
2

tana. A hiito entropidja ekozben

A magas hémérsékletii h(’)'tartély%él felvett energia AQ1 = AQ — AQs részét a
gép egy idedlis (zérus entrépidji) munkagépnek adja 4t. Mindezen miiveletek utdn a
héerdégépnek a kiindulé allapotaba kell visszakeriilnie, hogy a ciklust ujrakezdhesse,
és folyamatosan szallithassa az energiat a munkagépnek.

Ha a viszonyok olyanok, hogy

értékkel megno.

AG: | AQ
T, = T,
azaz
Ta AQ2
— <
<32, (55)

akkor a gép miikodése nem keriil ellentétbe az entrépia-névekedés torvényével.

A két kiilonbozd hémérsékletii hdtartalyt tartalmazé rendszer természetesen részleges
egyensulyi dllapotban van; ha magara hagynank, munkavégzés nélkiil hémérséklet ki-
egyenlitédéssel relaxalna. A rendszer mint egész zart, ezért a relaxaciés folyamatbdl
akkor nyerjiik ki a maximalis mennyiségii munkat, ha kvazisztatikussa tessziik. Fz
torténik a Carnot-ciklusban (15. és 16.4bra) .

A kinyerhet6 adiabatikus munka mennyiségét az entrépia elv korlatozza. A Carnot-

A
ciklus esetében ezt a korlatot a A%l hatdsfok nyelvén fejezziik ki. Az (55) alapjdn
AQ2 Ta
= — = — . < -
20=a0-80: = (1- 52 ) a0< (1- 75 )ae o)
ahonnan latjuk, hogy a hatasfok nem lépheti til az
T, — T
—m -a 57
U T (57)

maximalis lehetséges értéket (Carnot-hatdsfok)'?.

Ha a gép miikodése soran spontan relaxacios folyamatok torténnek, a gép a cik-
lus végén magasabb entrépidji allapotba keriil, mint amilyenben a ciklus kezdetén
volt. A ciklikus miikédés érdekében ezt az entrépia-novekedést valamilyen médon (a

1A kiilonféle tartdlyokrél 1d. a 4.28 fejezetet.
12Erre a kévetkeztetésre mar a 14.feladatban is eljutottunk.
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gép alkatrészeinek hiitésével) at kell haritani az alacsony homérsékleti hétartdlyra,
ami csak Ugy torténhet, hogy a AQ-bdl nagyobb hdnyadot kell elnyeletni ezzel a
hétartéllyal. Ez a hasznosithaté AQ; csokkenéséhez vezet. A munkagép eltérése az
idedlistdl (a surlédds) ugyanilyen okbdl szintén a hatdsfok csokkenését eredményezi a
Carnot-hatasfokhoz képest.

A véazolt elméleti lehetdség gyakorlati realizéldsa a Carnot-ciklus, amelyet a a T'S
diagrammon abrézoltunk. A T'S diagram fontos tulajdonsiga, hogy a folyamatot
abréazold gorbe alatti (el6jeles) teriilet (48) kdvetkeztében a héfelvétellel egyenld.

Tg:’lz
Ty b-- 1 > 2
-~ y
Tof-—- 44 < {3
E ! S'éz
A B °
15. abra

A gép maga egy hengerbe zart gdz, amelyet dugattyi segitségével lehet expandéltatni
vagy komprimélni. A dugattyd 6ssze van kapcsolva a munkagéppel. A hengert magat
termikus kontaktusba lehet hozni a két hétartallyal, vagy izolalni lehet.

A ciklus leirdsa a kovetkezo:

1— 2 fazis: A giz T,, — 0 hémérsékleten izotermikusan expanddl, és az A12B
teriiletnek megfelel6 hét von el a magas hémérsékletii termosztattél. A héatadas
azonos hémérsékleten torténik, ezért reverzibilis: a gaz altal felvett AS = Sp —
S4 entréopia megegyezik a magas homérsékletli hétartaly entrépia csokkenésével. Az
expanzio soran a gaz AWio > 0 munkat végez a munkagépen.

2— 3 fazis: A gdz izentrépikusan expanddl tovabb, és bels6 energidja rovasara
AWs3z > 0 munkat végez a munkagépen. A folyamat addig tart, amig a gdz homérséklete
T,-ra csokken.

3— 4 fazis: A munkagép T, + 0 hémérsékleten izotermikusan Gsszenyomja a
gézt, mikozben reverzibilis médon az A43B teriiletnek megfelels hét ad at a hiitének.
A folyamat mindaddig tart, amig a giz az 1— 2 fazisban felvett AS entrdépiat
atadja a hiitének, és ezzel visszadllitja eredeti entropidjat. A munkagép a folyamat
soran —AW3,4 > 0 munkat végez.

4— 1 fazis: A gdz izentrépikusan komprimdlédik tovabb mindaddig, amig hé-
mérséklete T,,-re n6. A munkagép —AW,; > 0 munkét végez a gazon.

A 4— 1 fazis végén a gdz entrépiaja és hédmérséklete visszall az eredetire. Mivel a
részecskeszam végig allando, ezért a gaz valéban ugyanabba az 1. egyensilyi allapotba
kertil vissza, amelybdl kiindult.
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A magas hémérsékletii hétartalybol felvett hé az A12B téglalap teriiletével, a
hasznos munka a zart TS diagramm &ltal koriilvett teriilettel egyenlé. A két teriilet
ardnya a két magassag aranyaval egyenlo, ezért

AQI _Tm_Ta_
AQ T,

Mint latjuk, a Carnot-ciklus megvaldsitja a termodinamikailag maximalisan le-
hetséges hatasfokot.

16.Feladat: Abrézoljuk a Carnot-ciklust a PV diagrammon.
Megoldas:

16. abra

A gorbe altal hatérolt (el6jeles) teriilet a gz (a héerdgép) dltal végzett munka. Ez
pozitiv (tehét egy ciklusban a géz végez munkdt a munkagépen), mivel az adiabatdk
meredekebbek, mint az izotermak. Ha az izotermék lennének meredekebbek, a mun-
kavégzés negativ volna. A 4.24 fejezetben azonban latni fogjuk, hogy az entrépiaelv
kovetkeztében egy adiabata és egy izoterma metszéspontjaban mindig (redlis gdzoknél
is) az adiabata a meredekebb.de

4.23. Az inverz Carnot-ciklus

Az entropiaelv kovetkeztében a bels energia spontan dramldsa mindig a magasabb
hoémeérséletii testrol az alacsonyabb hémérsékletii test felé iranyul. A hidtés és a fiités
forditott irdanyu adramlast igényel. A héiram iranya bizonyos mennyiségii munka
célszeru befektetésével megvaltoztathaté. Valéban, tegytik f6l, hogy a T}, hémérsékletii
kornyezetben egy T, < T;, homérsékletii testet még jobban le akarunk hiiteni. Ha a

kornyezet a testtél AQ hét elvon, a test entrépidja -val csokken, és ez a csokkenés

a

A
nagyobb, mint a kérnyezet entréopidjanak T—Q megnovekedése. Ha azonban a kornye-

zet bels6 energidjat a AQ-n kivill még |AW|-vel is megnoveljiik gy, hogy egy idedlis
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munkagép munkat végez rajta, akkor elérhetjiik, hogy a rendszer teljes entrépidja ne
csOkkenjen. Ennek feltétele:

AQ _ AQ+|AW|

T, T, (58)

T AS=(AQHAWD/T,

Hiits-
vagy flitdgép Idealis

munkagép

T, AS=—AQ/T,
17. &bra
A hiités hatdsossagét a AW teljesitménytényezd méri. Az (58) alapjan

AQ _ Tu  _
AW| = T - T,

€p.

Az €, a hiités maximédlis lehetséges teljesitménytényezdje, amely akkor valésul
meg, ha a hiitési folyamat reverzibilis.

17.Feladat: Mutassuk meg, hogy a forditott irdny1 (inverz) Carnot-ciklus hfitési
folyamatot valdsit meg, amelynek teljesitménytényezije maximalis.

Megoldas: A folyamat megint a T'S diagrammon koévethet6 végig a Carnot-ciklus
targyaldsahoz hasonlé médon.

Az idedlis munkagép édltal végzett munka az 1A B4 és a 2A B3 téglalapok teriiletének
a kiilonbségével egyenld. Ezért

AQ T,
AW | T, — T,

= Gh.*

Fiitésnél ugyanezt a folyamatot hdszivattyiuként interpretaljuk: T,, a flitendd he-
lyiség hémérséklete, T, pedig a kiilsé levegéé. A hdszivattyu teljesitménytényezdje
AQ + |AW|

[AW|
taplal be a belso helyiségbe:

, annal nagyobb, minél kisebb munkaval minél nagyobb bels6é energiat
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AQ+|AW|  AQ
IAW|  |AW]

Az ey a fités maximdlis lehetséges teljesitménytényezdje, amely akkor valésul
meg, ha a fiitési folyamat reverzibilis. Ha az inverz Carnot-ciklust hészivattytuként
hasznéljuk, teljesitménytényez6jét a az 1AB4 és az 1234 idomok teriiletének a hanyadosa
adja meg, ami éppen es-el egyenld. A Carnot-ciklus tehdt hdszivattyiként is az op-
timalis lehetOséget valdsitja meg.

+1§T TT =ey.

Tgéz
Tm 77777 1 - 4
Y A
Tap---2! > '3
E .S,
A B °
18. 4bra

A hészivattyut és a kozonséges flitéspiralt érdemes szampélda segitségével Gssze-
hasonlitani. Legyen a szoba homérséklete T, = 300K, a kinti homérséklet pedig
T, = 290K. Ekkor ey = 30, vagyis egy 1 kW-os idedlis hészivattyd olyan teljesitményt
nyujtana, mint egy 30 kW-os flitéspiral. Ha a hémérsékletkiilonbség nem nagy, a
hoszivattyd a hideg levegd bels6 energiajabol sokkal tobbet hasznosit, mint amennyi
a befektetett energia (a példdban AQ = 29 - JAW/|). Noha a kereskedelemben kap-
haté hészivattyuk teljesitménytényezdje csak = 6, még mindig sokkal elénytsebbek a
flitOspiralnal.

4.24. A masodfaji perpetuum mobile

A hétdrolé és a hiité kozotti hémérsékletkiilonbséget a hétarols allandd fiitésével (vagy
a hiité dllandé hiitésével) kell biztositani. Ha egy "nagy test” (pl. a tengerviz) belsd
energidjat az energiamegmaradas tételével 6sszhangban gy lehetne atalakitani hasz-
nos munkava, hogy koézben a ho egy részét nem kellene egy alacsonyabb hémérsékletii
hiitének atadni, akkor hatalmas mennyiségii energia valna hasznosithatéva és azt a
szerkezetet, amely igy miikodne, joggal nevezhetnénk mdsodfaji perpetuum mobilének
(azért "mésodfajd”, mert az energiamegmaradds tételét nem sértené meg).

C)nmagéban egy ilyen atalakitds nem okoz problémat: ez torténik példdul, ami-
kor egy géz izotermikusan kiterjed, és kozben Osszenyom egy rugdt, vagy felemel
egy targyat. Kz azonban még nem orokmozgd, mert nem tudja ezt a miiveletet
tetszOlegesen hosszi idon keresztiil ciklikusan ismételns.
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Egy valédi méasodfaju perpetuum mobilének azt kell tudnia, hogy minden ciklus-
ban AQ hét von el egy T hémérsékletii hétartdlybdl, talakitja egy (idedlis) mun-
kagép energidjava, és a ciklus végén visszakeriil pontosan ugyanabba az allapotba,
mint amilyenben a ciklus kezdetén volt.

Példaként analizdljunk egy ”taldlméanyt”, amelyrdl feltaldléja azt &allitja, hogy
mésodfaji perpetuum mobile.

Feltaldl6: ” A gépem ciklusa két fazisbdl all.

1.fazis:

Egy géazzal toltott hengert T homérsékletli termosztatba helyeziink gy, hogy a
géz homérséklete legyen T — 0 (infinitezimalisan kisebb T-nél). Ekkor a termosztat
kvazisztatikus médon hét ad at a gaznak. Ahhoz, hogy a gdz homérsékletét allando
értéken tartsuk, a hengert lezaré dugattyit engedjiik kifelé mozogni (izoterm tagulés).
Eko6zben a gdz W1 munkdt végez a dugattyihoz csatlakoztatott idedlis (nulla entrépiaji)
munkagépen.

2.fazis:

A hengert szigeteljiik a termosztattol, és kvazisztatikusan visszasllitjuk az eredeti
térfogatot (adiabatikus Gsszenyomads). Ekozben a reverzibilis munkagép —Ws munkat
végez a gazon.

Konkluzié: Legyen az els§ fazisban a gaznak dtadott hé AQ. Mivel a gaz eredeti
allapotat visszaallitottuk, az energiamegmaradas tétele alapjan a gaz altal végzett
W1 4+ W munkanak egyenlonek kell lennie a géz altal felvett AQ hovel:

Wi+ Wy = AQ (59)
A két fazis folyamén tehét a szerkezet a termosztatbdl elvett AQ hét hasznos munkéva
alakitotta at. Mivel a két fazis utdn a gaz — és az idedlis munkagép — eredeti
allapotaba keriilt vissza, az atalakitas korldtlan ideig folytathatd.”
Hol a hiba?

Szabadalmi szakérts: ”A folyamat minden 1épése reverzibilis, ezért a gdz +
termosztat + munkagép egyuttesében — amely zart rendszer, az entrépia nem
valtozhat. A munkagép entrépidja végig zérus, a termosztat entrépidja pedig a ciklus
els6 fazisdban AQ/T-vel csokkent. Ezért a gdz allapota nem lehet a ciklus végén
ugyanaz, mint ami a kezdetén volt: a 2.F&6tétel kovetkeztében entrépidja a folyamat
sordn bizonyosan megnétt AQ/T-vel. Ezért nem igaz, hogy a két fazis utdn a giz az
eredeti allapotaba kertilt vissza.”

A miésodfaji perpetuum mobile lehetetlenségének ez a bizonyitasa teljesen dltaldnos,
nem korlatozddik a feltaldlé konkrét javaslatdara. Arra mutat ré, hogy a maéasodfaju
perpetuum mobile megvalésitidsa az entrépia-elven bukik meg. Az egyes konkrét
elképzelések esetében azonban részletesebb analizis is elvégezhetd.

Legyen a gaz kezdeti allapota a, maximalis térfogati allapota b, a adiabatikus
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Osszenyomds utani allapota pedig c¢. Mint mondottuk, a gaz entrépidja az a —
b — ¢ folyamatban megn6:

AQ

ASQESC_SCL:T

Tegyiik fel, hogy a gdz idedlis. A (44) alapjdn
s, = nom () 23y Ut AU 8y (14 AU
7 U, S 2 U, 2 Uy )’
ahol AU = U, — U,. Ennek alapjan

3 AU
AQ=3NT-In <1+ - >

a

y=xX
y=In(1+x)

X

19. abra

3
Idedlis gazban §N T = U, (az a dllapotban a gdz hémérséklete bizonyosan T', de

a ¢-r6l ez nem mondhaté el), ezért

AQ AU
=1 1 .
U ”(*U)

a a

A 19.4brardl leolvashatd, hogy minden z-re In (1 + z) < z, ezért

AQ _ AU
U, — U,

— AQ < AU. (60)

Mivel AU = U, — U, # 0, ezért a gaz altal folvett AQ — Wy — W7 energia nem
nulldval, hanem ezzel a AU-val egyenlé:

AU = AQ — Wy — W7
Az (60) kovetkeztében ezért a gdz dltal végzett munka (59) helyett
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Wi+ Wse=AQ — AU <0.

Mivel W7 + W5 negativ, a szerkezet nem végez hasznos munkat, hanem — éppen
ellenkez6leg, — munkat kell befektetni ahhoz, hogy miikodjon.

Ez a kovetkeztetés az aldbbi abrardl is leolvashatd, amelyen az adiabatat és az
izotermat rajzoltuk fel:

<

I

<
<f---

20. abra

Az idedlis gaz adiabatdinak egyenlete P = konst/V°/3, izotermdinak egyenlete
pedig P = konst/V. Ha egy adiabata és egy izoterma a (Vp, Pp) pontban metszi
egymast, akkor egyenleteik a kovetkezok:

P = P(‘)/VO (izoterma)
PV,
P = ;)/5(;3 (adiabata).
A metszéspontban tehat

<dP> = <POVO> __ B (izoterma)
avy, V2 /), Vo
ap\ [ 5 RV 5 PR ,
(dV)O = (—3- V5/3 O_—g-vo (adiabata).

Abszolut értékben az adiabata derivaltja a nagyobb, tehat a metszéspontban
az adiabata a meredekebb: az adiabatikus Gsszenyomaéaskor végzett munka abszolit
értékben nagyobb, mint az izotermikus tagulasnal végzett munka.
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Latjuk, hogy ha a két gorbe metszéspontjdban az izoterma lenne meredekebb,
lehet6ség volna masodfaju perpetuum mobile készitésére, és ez megsértené az entrépia
elvet.

Kovetkezmény: Az entrépia-elv megkéveteli, hogy egy adiabata és egy izoterma
metszéspontjaban mindig (tehat redlis gdzokndl is!) az adiabata legyen a meredekebb.

4.25. A 2.fotétel és a fluktuacidk

A termodinamikai egyensilyt jellemz6 paraméterek altalaban nem szigoruan allanddk.
A hiszigetelt gz bels6 energidja ugyan allandé érték (U = U), a részecskesfirliség
azonban fluktudl és csak dtlagban egyenld N/V-el. Kis valészinliséggel még nagyon
nagy striiségingadozasok is el6fordulhatnak. Annak valésziniisége példaul, hogy a
gdz minden molekuldjat a hémozgds kovetkeztében véletleniil az edény egyik felébe
osszezsifolddva talaljuk (1/2)N-el egyenld. Ez rendkiviil kis szdm, de — elvben, —
kiilonbozik zérustol.

A fluktudcioknak koszénhetéen — gy latszik, — lehetdség nyilik a 2.Fététel
kovetkezményeinek a kijatszaséara.

Feltalalonk, akivel az el6z6 fejezetben talalkoztunk, wjra jelentkezik, miutan tu-
domaést szerzett réla, hogy a termodinamikai allapotjelzok nem szigorian allandok.

Feltalalo: ”Taldlméanyomndl a 2.fizis okozott problémat: az adiabatikus Ossze-
nyomds tobb munkat emésztett fel, mint amennyit az izoterm tagulds produkalt.
Valdjaban azonban a 2.fazis munkavégzés nélkiil is megvaldsithato: egyszertien meg
kell varni, amig a gaz fluktudcié kovetkeztében a henger eredeti V, térfogataban gytilik
Ossze. Ha ekkor a dugattyut hirtelen visszasllitjuk az eredeti térfogatnak megfelelé
helyzetbe, nem kell munkat végezniink a gdz nyomadsa ellenében. Ezért djra el le-
het kezdeni az izoterm tagulast, amelyben a hasznos munkavégzés torténik, és ezt
tetsz6legesen sokszor megismételhetjiik (ha nem is szigortian periédikusan).”

Az ellenvetésre, hogy a feltételezett mértékii fluktuacié csak nagyon ritkdn fordul
eld, a feltaldlé azt valaszolja, hogy 6t a dolog most elvileg érdekli. Ha az elképzelésben
nincs elvi hiba, majd kigondolja, hogyan lehetne a miikodést effektivebbé tenni.

Egy masik ellenvetés felhivja a figyelmet arra, hogy a talalmany miikodéséhez meg
kell tudni gy6zodni arrdl, hogy a géz térbeli eloszldsaban éppen egy nagy fluktuacié
kovetkezett be. Ez a megfigyelés bizonyosan munkat, energiabefektetést igényel.
Egyéltalan nem zarhaté ki, hogy az ezzel jard entropianévekedés az, ami meghaladja
a termosztat AQ/T entrépiacsokkenését. Mérpedig ha igy van, akkor érvénybe 1ép a
szabadalmi szakért6 altaldnos érvényti ellenvetése (1d. az eléz6 fejezetet): a megfigyeld
(személy vagy miiszer) entrépiandvekedése miatt a gép nem miikédhet ciklikusan.

A feltaldlé erre azt valaszolja, lehet, hogy ez a helyzet, de egyrészt korantsem
bizonyos, mésrészt ha igy is volna, nem feltétleniil tenné lehetetlenné a perpetuum
mobile hosszan tart6, ismétlédé miikodését. A megfigyelés bonyolult miiszerekkel
torténik, esetleg emberi részvétel mellett. Egyéltalan nem lehetiink biztosak ben-
ne, hogy egy ilyen hallatlanul komplikalt rendszer entropidja egyéltalan értelmezheté
(emlékezziink rd, hogy a részleges egyenstlyndl bonyolultabb éllapotok entrépidjét
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nem is definidltuk). De ha a megfigyel6-rendszerre érvényes volna is a 2.F6tétel,
ebbdl még nem kovetkezne feltétleniil, hogy a fluktuacidkat hasznosité gép ugyanolyan
hamar ledllna, mint az eléz6 fejezetben javasolt egyszerii szerkezet. A termosztat
AQ/T entrépiacsokkenését kompenzdlé entrépiandvekedés ugyanis bekovetkezhetne
olyan helyen (pl. a diszpécser agydban, aki ezt naponta kialussza), ahol nem teszi
lehetetlenné a szerkezet miikodését.

A vita természetesen akadémikus jellegii. Még senkisem prébélta meg, hogy egyet-
len hoétartalybdl hiité nélkiil a fluktudcidk segitségével energiat csikarjon ki, mert a
probléma kisérletileg praktikusan vizsgalhatatlan. A meggy6z6 elméleti targyalast
az teszi lehetetlenné, hogy gyakorlatilag csak a legegyszeriibb rendszerekhez tudunk
entrépiat rendelni. A probléma tartalmi tdrgyaldsat ezért ezen a ponton megszakitjuk,
és attériink a kérdéskor torténetének vazlatos ismertetésére.

J.C.Maxwell 1871-ben megjelent Hétandban olvashatjuk a kovetkez6 hiressé valt
sorokat:

Ez az allités [a 2. F6tételrdl van sz6] kétségkiviil igaz, amig nagy tomegii
testekkel van dolgunk, amelyeken beliil nem vagyunk képesek sem felis-
merni az egyes molekuldkat, sem pedig banni veliik. De képzeljiink csak
el egy olyan kiilonleges képességekkel rendelkez6 lényt, aki végig tud-
ja kovetni minden egyes molekula palyajat; ez a lény — még ha egyéb
tekintetben a mienkhez hasonlé korlatozott képességii volna is, — meg
tudna valésitani olyan dolgokat, amelyek szadmunkra ma elérhetetlenek.
Lattuk ugyanis, hogy egyenletes homérsékletli levegével telt edényben
a molekuldk korantsem mozognak mind ugyanazzal a sebességgel, no-
ha az atlagsebesség minden tetszolegesen kijel6lt, nagyméretiit molekula-
csoportban ugyanakkora.

Tegyiik fel, hogy egy ilyen edényt valaszfal segitségével egy A és egy B
részre osztunk. A vélaszfalon kis nyildst hagyunk, amelyet az egyes mole-
kulékat érzékelni képes lény gy nyit vagy zar, hogy A-bdl csak a gyorsan
mozg6 molekuldk mehessenek at B-be, B-bdl viszont csak a lasstiak juthas-
sanak A-ba. Kovetkezésképpen egy ilyen lény képes munkavégzés nélkiil
megndvelni a hémersékletet B-ben és lecsokkenteni A-ban — a termodi-
namika masodik f6tételével ellentétben.

A Maxwell altal elképzelt 1ény, amelyet utébb Mazwell-démonnak neveztek el, a
molekuldk sebességének a fluktudcidjat hasznélja fel arra, hogy munkavégzés nélkiil
hémeérséklet-kiilonbséget hozzon 1étre'®. De taldn még egyszeriibben lehetne nyomaskiilénbséget
létrehozni, amivel szintén ellentmondanank a 2.Fétételnek. Képzeljiik el, hogy a
valaszfalon hagyott nyilast rugds csapdajtéd zarja, amely — mondjuk — a B-oldal felé
nyilik. Azt gondolhatndnk, hogy az A-térfélbdl érkezd elegendéen gyors molekuldk
maguktol kinyitjdk az ajtét, és — legaldbbis egy résziik — atjut B-be. A B-bdl vi-

13 A molekuldk sebességeloszlasat a 4.44.fejezetben targyaljuk.
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szont egyetlen molekula sem tud atkeriilni A-ba, és ezért nyomaéaskiilonbség jon létre
a két térfél kozott.

Ez utébbi elképzelést — mivel nem szerepel benne semmiféle ”démon”, — el-
lendrizni lehetett pontos szamitéas segitségével, amelyet a neves fizikus, Smoluchowski
végzett el 1912-ben. Az deriilt ki, hogy az elgondolds nem miikodik. Az ajté ugyanis
a molekulakkal val6 iitkozések kovetkeztében T hémérsékleten T atlagos energidval
fog rendelkezni'4. Ha az ajté tomege nagy és a rugd nagyon erds, a mozgisan ez a
kis energia nem vehet6 észre. De ha az ajténak valéban ki kell tudni nyilnia, amikor
egy-egy molekula beleiitodik, nem szabad til nagy tomegtinek lennie, és a rugd sem
lehet til erés. Ekkor azonban az ajté altalaban nem lesz bezart dllapotban, hanem
lengeni fog. Ezért B-bél is atjuthatnak molekuldk A-ba, s6t, az ajto egy 1okéssel ezt

még eld is segitheti.

1929-ben Szilard Ledé mutatott ra arra, hogy Maxwell valdsziniileg tévesen gon-
dolta, hogy a molekuldk észlelése nem jar energiabefektetéssel. A ”démon” helyett
kitalalta a ”Szilard-gépet”, amely a dolog lényegét tekintve azonos volt feltaldlénk
taldlmanyéaval, csak — az egyszeriiség kedvéért — egyetlen molekulabdl all6 ” gédzzal”
mikodott. A gépet miikodtetd személy vagy eszkoz csak mérés utjan gybzodhet
meg réla, hogy a molekula a kijelolt (eredeti) térfogat-részben van-e, és a mérés
altalaban energiadisszipacidval jar. Szilard megkockaztatta azt a hipotézist, hogy ez-
zel az energiadisszipaciéval egyiitt jaré entropia-ndvekedés minden esetben legaldbbis
kompenzilja a termosztat entropia-csokkenését. Szilard maga — és utdna még sokan
mésok is — idealizalt gondolatkisérletek analizisével probaltédk ellenérizni ezt a hi-
potézist, és a vizsgdlt esetekben igaznak taldltdk (ezekben a gondolatkisérletekben
természetesen csakis miiszeres megfigyelésrdl volt szd, személyek nem szerepeltek
benntik).

Vigyaznunk kell arra, hogy a probléméat ne prébaljuk korkoros érveléssel ”megol-
dani”. Az igaz, hogy ha — a Maxwell-démonhoz hasonléan — valéban meg tudnank
figyelni egy S entrépidju egyensulyi allapoti termodinamikai rendszer valamelyik
részleges egyensulyi allapotdt (példdul azt, amelyikben a molekuldk mind az edény
egyik felében tartézkodnak), akkor a megfigyelés utani pillanatban a rendszer entrépidja
S-nél lényegesen kisebb lenne. Erre két mdédon reagdlhatunk. Elfogadhatjuk, hogy
megfigyelésiink valéban entrépiacsokkenést eredményezett, tehat ilyen koriillmények
kozott a 2.F6tétel érvényét veszti. De kiindulhatunk abbdl a hipotézisbdl is, hogy
a 2.Fotétel univerzalis érvényességii. Ha ez a helyzet, akkor fel kell tennink, hogy
a megfigyelés soran valahol megfelel6 mértékii entrépiandvekedés kovetkezett be. Fz
torténhetett a kornyezetben, vagy sajat szervezetiinkben. A 2.F6tétel mellett azonban
nem érvelhetink azzal, hogy a megfigyelési folyamat mindig entrépiandvekedéssel jar.
Ezt ugyanis magabol a fétételbdl kovetkeztettiik ki és ezért érvelésiink hibas korben
mozogna.

1By az ekviparticié tétel kovetkezménye, amelyrdl a 4.54 fejezetben lesz sz6.
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4.26. Folyamatok hotartalyban

Vizsgédljuk meg a hengerbe zart egyatomos idedlis gaz térfogatvaltozasat abban az
esetben, amikor a hengert 7" homérsékletii hotartalyba helyezziik. Dugattyt segitségével
noveljiikk meg a gaz térfogatat Vu-rol Vp-re és tegyiik fel, hogy a folyamat kezdetén
(Va-ndl) és a végén (Vp-nél) a gz egyenstilyba keriil a hétartallyal (felveszi a T' hé-
mérsékletet). A folyamat kozbensd stddiumaiban azonban ezt nem koveteljiik meg.
Szamitsuk ki a gaz altal végzett AW munkét.

Adott mennyiségii idedlis gaz bels energiajat a hémérséklet egyértelmiien meg-
hatérozza, ezért a bels6 energia a folyamat kezdetén és a végén azonos. Ennek kovet-
keztében az entrépianak csak a térfogati jaruléka véaltozik meg, pontosan gy, mint a

szabad tdguldsndl (9.feladat). Ez az entrépiavdltozés AS = N - In V—B—val egyenld.
A

A folyamat kozben a géz AQ hot von el a hétartalytdl és mivel belsd energidja a
folyamat elején és a végén ugyanaz, ezt alakitja 4t munkava: AW = AQ. A hétartély
entrépidja ennek kovetkeztében (49) alapjin

-vel véltozik meg, mivel a hétartaly altal felvett AQ’ h6mennyiség a rendszer &ltal
felvett AQ ho negativja. A hotartalyra nyugodtan alkalmazhatjuk az infinitezimalis
megvaltozasokra érvényes (49)-t, ugyanis az a AQ hémennyiség, ami a hengerbe
zart gaz szempontjabol jelentds, a nagyméretli hotartaly belsé energidjdhoz képest
infinitezimalisan kicsi.

A géz, a munkagép és a hétartaly zart rendszer, amelynek entrépidja nem csokken-
het. Ha a munkagép ideélis mechanikai rendszer, amelynek az entrépidja nulla, ezt a
feltételt a

AS +AS >0 (61)

egyenl6tlenség fejezi ki. Az entrépiavaltozasok értékét behelyettesitve kis dtrendezés
utan azt talaljuk, hogy
AWST-AS:TNolnE. (62)
Va
Egyenloséget csak akkor kapunk, ha az entrépiavaltozas zérus, vagyis a folyamat
reverzibilis. A reverzibilitdst azzal biztosithatjuk, hogy a folyamat legyen kvaziszta-
tikus, a gdz hémérséklete az egész folyamat sordn csak nagyon kis mértékben legyen
alacsonyabb T-nél. Roviden: a mazimdlis munkdt a reverzibilis izoterm folyamatban
kapjuk. A AW értékét ebben az esetben a VP = NT allapotegyenlet segitségével is
meghatarozhatjuk.

18.Feladat: Oldjuk meg a 13.feladatot abban az esetben, amikor a henger T" hé-
mérsékletit htartalyban van és a rendszer a folyamat kezdetén és végén egyensulyban
van a hétartallyal.
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Megoldas: Szdszerint megismételhetjitk azt, amit az elébb a tdguld gazzal kap-
csolatban mondottunk. Az egyediili kiilonbség az, hogy a rendszer entrépidja nem a
térfogati jarulék, hanem a keveredési entrépia kovetkeztében né meg: AS = ASkey.-
Igy

AW < T - ASke, =T - (Naln Nﬂa + Npln j\i) .

A maximélis munkéat a reverzibilis izoterm folyamatban nyerjiik ki.de

Hogyan kellene médositani a meggondolasunkat az altalanos esetben, pl. akkor ha
a gazt nem tekinthetjik idedlisnak? Redlis gdz belsd energidja a homérsékleten kiviil
a térfogattdl is fiigg (a molekuldk kozotti potenciélis energia az dtlagos molekuldris
tavolsdgtol fligg, ez utébbi pedig adott részecskeszdmndl ardnyos a térfogattal). A
hétartalybdl nyert AQ-bdl ezért le kell vonni a bels6 energia AU megnovekedését és
csak ez a kiilonbség fordithaté munkavégzésre. Eszerint a korabbi meggondolasunkon
csak annyit kell valtoztatni, hogy a AW = AQ képlet helyett a AW = AQ — AU
formulédt alkalmazzuk. Ezt kapjuk:

AW <T-AS— AU. (63)

Vegytik most figyelembe, hogy csak az olyan folyamatokra korlatozédunk, ame-
lyeknek kezdetén és végén a rendszer T' homérsékleten termikus egyensilyban van.
Ennek kovetkeztében célszerii bevezetni az

F=U-T-8S (64)

(Helmholtz-féle) szabadenergidt, amely kizdrdlag a rendszerre vonatkozé adatokat tar-
talmaz (U, T, S a rendszer belsd energidja, hOmérséklete és entrépidja). Az (64)
nemcsak egyensilyban hatdrozza meg a szabadenergiat, hanem — az U és az S ad-
ditivitasa alapjan — részleges egyensulyban is, feltéve, hogy a homérséklet minden
részrendszerben azonosan 7.

A szabadenergia segitségével (63) a

AW < —AF (65)

alakban irhaté, ugyanis — feltevésiink szerint — a relaxédcié kezdetén és végén a
rendszer hémérséklete megegyezik a termosztatéval, ezért AF = AU —T - AS.

Egy hétartalyban spontan lefoly6 kiegyenlitodési folyamatbdl tehat maximélisan
AW = —AF munka nyerhetd ki; ez az allitds a zart rendszerekre érvényes AW =
—AU analogonja (4.21 fejezet). A maximalis munkét akkor kapjuk, ha a képleteinkben
< helyén mindeniitt = 4ll, vagyis ha AS + AS’ = 0. A maximélis munka tehat re-
verzibilis folyamatban nyerhetd ki.

Tegyiik fel most, hogy a rendszerhez nem csatlakoztatunk munkagépet. Az el6z6
gondolatmenetben ekkor AW = 0, és (65) a

AF <0 (66)
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egyenlétlenségre redukélodik. A képlet az egyenl6tlenséget az (61) formuldabdl 6rokolte.
Ha a rendszer + hétartdly zart rendszerben végbemegy spontan kiegyenlitédés, ak-
kor (61)-ben hatdrozottan a > jel érvényes, ezért ekkor (66) szerint AF < 0. Ter-
mosztatba helyezett rendszerben tehat a spontan kiegyenlitédési folyamatok a sza-
badenergia csokkenése iranyaban mennek végbe. Ez a torvény felel meg termosztatba
helyezett rendszereknél az entréopia-novekedés torvényének, amely zart rendszerben
érvényes.

Mindebbél kovetkezik, hogy a hotartalyba helyezett rendszer termodinamikailag
stabil dllapota az, amelyben a szabadenergia értéke a lehetd legkisebb. Ez a kovet-
elmény fejezi ki a rendszerre vonatkozé adatokon keresztiil azt, hogy termodinamikai
egyensulyban a rendszer + hdtartdly zart rendszer entrépidja maximalis.

Az F szabadenergia a rendszer dllapotfiiggvénye, nincs benne utalds a termosztatra.
A folyamatok iranyanak meghatdrozasandl, valamint a maximélis munka kiszamita-
sandl a benne szereplé T' természetesen egyenld a termosztiat hémérsékletével, de ez a
T egyben a rendszer hémérséklete is. A szabadenergia jelentésége abban van, hogy a
segitségével egy termikus szempontbdl nyitott rendszer fontos tulajdonsdgait ki tud-
juk fejezni egyediil a rendszerre vonatkozé informacid segitségével.

19.Feladat: Az a-tipusi és a b-tipusi idedlis gdz atomjai képesek ¢ = (ab)
molekuldt képezni (e kotési energidval), és a ¢ molekuldk is idedlis gdzt alkotnak.
Elegyitsiink T" hémérsékletii termosztatban helyezett V' térfogati edényben a, b és
¢ tipusti idedlis gzt (molekulaszamok N, NS, NI?)). Hatdrozzuk meg az N(@),
N® N egyensilyi molekulaszdmokat!

Megoldas: A relaxécié sordan az a-tipusu és a b-tipusi atomok teljes szama valtozatlan:

N(a) _|_N(c) — Néa) +N(§C)
(67)
NO® £ N = No(b) + Néc).

A részecskeszamok kozott ezért csak egy fiiggetlen van, legyen ez N(¢).

Egyensuly azoknal a részecskeszamoknal lesz, amelyeknél a szabadenergia értéke
az adott T és V mellett minimalis. Elegyitéskor U is, S is additiv, ezért F = F, +
Fy + F,. Ezt az F-t (46) felhasznaldsdval T-n, V-n és a részecskeszdmokon keresztiil
kell kifejezni:

F, = NOT[3 -k, —3m2-3mT-InV+In N
F, = NOT[2 -k, —3m3-—3mT-InV+InNOJ (68)
F. = NOT[S—k,—3In3—5InT—InV+InNO| - N

Csak az F,. utolsé tagja igényel magyardzatot. Ez a tag az F, = U, — T'S. képlet
U, tagjabol szarmazik, és azt veszi figyelembe, hogy az Gsszes molekula nyugszik, U,
nem valik zérussé, hanem —N(9e-al egyenl§.
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Az egyensily feltétele konstans T' és V mellett

OF oF, OoN@  9r, oN® OF.

NG ~ aN@ aN© T aN® aN@ T an@ = O

ahol (67) szerint
ON(@  gN®)
ON© ~ gN©
A szabadenergiak egyszer(i médon fiiggnek a részecskeszamoktol, ezért ez utébbiak
szerinti derivalasuk eredményét az aldbbi egyszeru képletek adjak meg:

I .
aN@ — N@ T
oF,  F,
aNo — No T
oF, F,
g — wo T
frjuk ezeket az egyensily feltételébe:
Fa Fb 1= Fc
Nar T NoT TS Nor

Helyettesitsiik ide be (68)-bél a szabadenergidk konkrét kifejezéseit. Osszevonss
utan ezt kapjuk:
N© K
In—— = |—— /T
N@ . N® VT

1 3 5.5
(IHK:2_l€a_‘%b+ﬁc_3ln2+2h’l2+1).

A képlet egyensulyra vonatkozik, ezért alkalmaztuk a feliilhuzast.
A logaritmust természetesen el lehet hagyni. Célszerii bevezetni az
N

N@ N®
@ — O LA

v
egyensulyi striiségeket, mert akkor a képletbol eltiinik a térfogat. Végeredményben
tehat ezt kapjuk:

n(c) K c /T
n@ . n® ~ 7

Ez az egyenlet fejezi ki az adott feladatban a tomeghatds torvényét: a reak-
cidtermékek és a reagensek egyensulyi strliségeinek szorzatabdl képzett hanyados

(69)
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adott T-nél fiiggetlen a siiriiségek kezdeti értékétél. A (69) jobboldalan 4116 mennyiség
a kémiai egyensilyi dllandd. Ha ezt ismerjiik, a (69), valamint a (67)-bdl kaphatd

n@ = pldypld_po
n® néb) + n((f) _n©

lehetévé teszi, hogy az n(()a), néb), n(()c) kezdeti koncentracidk alapjan kiszamitsuk az

egyensilyi koncentrécidkat (hdrom egyenletiink van a hdrom ismeretlenre).

Elemezziik (69)-t. Az egyensilyi dllandé novekedésével (csokkenésével) az egyenstily
a c reakciétermék (a, b reagensek) felé tolédik el. Adott T-nél az e kitési energia nove-
kedésével az egyenstlyi dllandé rohamosan né, a reagensek egyre szivesebben képeznek
molekuldt. Ennek a tendencidnak azonban ellene dolgozik a hémozgds, mert T nove-
kedésével az egyensulyi dllandé csokken.

A reakciébdl kinyerheté maximalis munka (F — F)-el egyenld, amely az egyenstilyi
koncentracidk ismeretében kiszdmithatd.de

4.27. A szabadenergia mint fundamentalis fliggvény

Korébban lattuk (4.10 fejezet), hogy az U (S, V, N(-)) belsé energia ismerete egyenértékii
az S(U,V,N©)) fundamentalis fiiggvény ismeretével, ezért joggal minSsithetjitk
U(S,V,N ('))—t is fundamentalis fiiggvénynek. Ebben a fejezetben azt mutatjuk meg,
hogy F(T,V,N (')) hasonlé értelemben szintén tekinthet6 fundamentélis fiiggvénynek.

Hangstlyozzuk, az S, az U, vagy az F csak akkor fundamentalis fiiggvény, ha
azoknak a természetes vdltozoknak a figgvényében irjuk fel 6ket, amelyeket az el6z6
bekezdésben hasznaltunk. Ennek az az oka, hogy csak ebben az esetben képezhetiink
beldliik parcidlis derivaldssal r + 2 darab &llapotegyenletet 1°. A tovabbiakban az S-
r6l, az U-1dl és az F-r0l csak csak akkor mondjuk azt, hogy ismerjik dket, ha ismerjiik
a természetes valtozdikon keresztiil kifejezett fiiggvényalakjukat. Ez természetesen
egyaltaldn nem jelenti, hogy tilos lenne 6ket mas valtozdkon keresztiil kifejezni.

Vizsgaljuk a szabadenergiat ebbdl a szempontbdl. Ha egy termodinamikai rendszer
egyensulyi allapotat infinitezimalis médon megvaltoztatjuk dgy, hogy egy mésik —
az el6z6hoz kozeli — egyensilyi allapotra tériink at, akkor az F is valtozast szenved,
mivel U-bol, T-bol és S-bol U + dU, T + dT, S + dS lesz:

dF =dU —TdS — 5dT.

A (19) alapjan ez az egyenlet atirhaté a

dF = —SdT — PdV + Y _ yWdN®)

j=1

15Ld. a (14) — (16), valamint a (22) — (24) egyenleteket.

67



alakba, amelynek alapjan

8F>
S = —(= = S(T,V,N" 70
(57 =5 ) (70)
P = <8F> = P(T,V,N") (71)
v T,N()
. OF .
G - (9 = 9T V. NOY. 9
I <3N(”)T,V,N<-> p (T, V, N) (72)

Ezek az egyenletek mutatjdk, hogy az F' természetes valtozéi a hémérséklet, a
térfogat és a részecskeszamok. Ha ugyanis ismerjiik F-t ezeknek a véltozoknak a
fiiggvényében, derivéldssal generdlhatjuk az r+2 darab (70) — (72) allapotegyenletet,
és segitségiikkel az alabbi 1épésekben meghatarozhatjuk U-t és S-t:

a)A (70)-t megoldjuk T-re. Ezzel megkapjuk T-t az U természetes valtozdinak
(S, V, NO) figgvényében.

b)Ezt a T-fuggvényt behelyettesitjiik (71) és (72) joboldaldba, és ezzel a nyomadst
és a kémiai potencidlokat is megkapjuk ugyanezen valtozok fiiggvényében.

¢)Mindezeket a filggvényeket (32) jobboldalédba frva megkapjuk az U(S,V, N())
fundamentalis fliiggvényt.

d)AzU = U(S,V,NO) egyenletet S-re megoldva kapjuk a fundamentlis fiiggvény
eredeti, S(U,V, N()) alakjat.

20.Feladat: Hatdrozzuk meg az f-szabadsagi foku idedlis gdz szabadenergiajét.

Megoldds: A (44) felhaszndldsdval

F=U-TN - {fﬁ—&-gan—l—an—f—;%nN].

Ezzel azonban még "nem ismerjilk” a szabadenergiat (mint fundamentdlis fiiggvényt),
hiszen nem a 7', V, N természetes valtozok fiiggvényében adtuk meg. Elegendd

azonban U-t gN T-vel helyettesiteni:

F:NT{J;—F;—ngn‘;—glnT—an—HnN]. (73)

Ezt a képletet a 19.feladatban valdjdban mar alkalmaztuk.de

21.Feladat: Fejezziik ki a 19.feladat kémiai reakciéjanak egyenstlyi feltételét a
komponensek kémiai potencidljan keresztiil.

Megoldds: A (72) alapjan

8F 8Fa _ (a) aF an _ (b) 8F _ 8Fc _ M(c)’

ON@ ~ gN(@ T OON® T gN® T T BN@ T aN(©
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ezért az egyensily feltétele a
pl = p@ 4,0 (74)

alakban is megfogalmazhaté. Amikor (9 < u(® + u®) t5bb atom egyesiil idSegység
alatt molekuldva, mint amennyi disszocial, amikor viszont u(¢) > p(® + 4 ®) | a helyzet
forditott. A dinamikus egyensulyt a (74) feltétel fejezi ki. A p-t a kémiai reakcidk
lefrasdban betoltott fontos szerepe miatt nevezik kémiai potencidlnak.de

22.Feladat: Igazoljuk, hogy a szabadenergia ismeretében a belsd energiat a

U= —T2% (i) (75)

képlet segitségével szamithatjuk ki, amely a bels6 energiat a szabadenergia természetes
valtozdinak a fiiggvényében adja meg.

Igazolas:

0 (F 19F F\ (70) S F
— 27 J— = — 2 —_—— =" — 2 _— = — = =
T8T<T> T (TaT T2> T ( & TQ) FiTS=U

Megjegyzés: A termodinamika fenomenologiai elmélet, nem foglalkozik konkrét
fizikai rendszerek fundamentélis fliggvényeinek meghatarozasaval. A statisztikus fizi-
ka feladtakorébe tartozik, hogy médszereket dolgozzon ki a fundamentalis fiiggvények
kiszamitasara az egyes fizikai rendszerek mikroszkdépikus-molekularis modellje alapjan.
A fundamentalis fliggvények eddig targyalt harom alakja koziil erre a szabadenergia a
legalkalmasabb, mivel természetes valtozdi (a konnyen kezelhetd részecskeszamokon
kiviil) a kortilményekre jellemz6 T és V' (nem pedig a rendszerre jellemz6 S vagy U,
amelyek nem adhaték meg a koriilmények alkalmas megvélasztdsaval). Ez az oka
annak, hogy a szabadenergia jelent6sége nem korlatozodik az energetikai problémak
targyaldsara.

4.28. Kiilonféle ”tartalyok”

Ebben a részben a kiilonféle ”tartalyokkal” kapcsolatos fogalmakat foglaljuk Gssze.
1)Ho6tartaly, vagy termosztat.

Jeloljik AQ-val azt a héatadéast, amelyik valamely folyamatban tipikusan fellép.

A folyamat szempontjabol hétartdalynak neveziink egy olyan testet, amelynek U
belsé energidja sokkal nagyobb AQ@Q-nal: U > AQ.

A AQ nagysagrendli h6mennyiség felvétele és leaddsa soran a hétartaly hémér-
séklete praktikusan nem vdltozik meg (a hétartdlynak ezt a tulajdonsdgdt emeli ki
a termosztdt elnevezés). A hémérséklet ugyanis — mivel homogén nulladfoki (in-
tenziv) mennyiség, — a fajlagos (egy részecskére juté) mennyiségektdl fiigg. Egy-
komponens(i rendszernél pl. T = T(U,V,N) = T(u,v). A bels§ energia egységnyi
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T 1 0T (u,v
megnovekedésénél a hémérséklet megnovekedése ezért ( ) = — (u,v) ésez

W),y N ou
a mennyiség konstans u, v mellett N — oco-nél zérushoz tart. Ennek kovetkeztében

d
a hétartédly kvazisztatikus hofelvételénél a dS = TQ reldciét integralhatjuk és az 1/T

faktort kiemelhetjiik az integraljel elé. fgy

A
AS = TQ (hétartalyra), (76)

ahol AQ és AS a hétartdly bels6 energidjanak és entropidjanak véges megvéltozasa.
2)Térfogattartdily, vagy barosztat.

Jeloljiik AV-vel azt a térfogatvéaltozast, amelyik valamely adott folyamatban ti-
pikusan fellép.

A folyamat szempontjabdl térfogattartdlynak neveziink egy olyan testet (gazt),
amelynek V térfogata mellett AV elhanyagolhatéan kicsi: AV <« V.

A hétartaly esetéhez hasonldéan belathatjuk, hogy tipikus térfogatvéltozasnél a
térfogattartaly nyomasa praktikusan allandé marad: ezt fejezi ki a barosztdt elnevezés.
Ezért térfogattartilyra a dW = PdV relici6 véges, AV nagysagrendii térfogatvaltozasnal
is érvényben marad (feltéve, hogy a folyamat sordn a térfogattartily végig egyensilyban
van onmaggval):

AW =P-AV  (térfogattartdlyra). (77)
3)Részecsketartaly.

Jeloljitk ANG)-vel azt a részecskeszém-véltozast, amelyik valamely adott folya-
matban tipikusan fellép.

A folyamat szempontjabdl részecsketartalynak neveziink egy olyan testet testet,
amelyre AN <« NG, A részecsketartdly pU) kémiai potencidlja praktikusan
allandé marad a részecskeszam tipikus megvaltozasanal, ezért ekkor

AU = p9 - ANG)  (részecsketartalyra) (78)

(feltéve, hogy a folyamat sordn a részecsketartdly végig egyenstlyban van 6nmagdaval).

4.29. A szabadentalpia

Hogyan lehet altalanositani az el6z6 fejezetek megfontolasait olyan esetekre, amikor
a relaxdlé rendszer hécserén kiviil a térfogatat is tudja valtoztatni és ezédltal nem-
csak a hémérséklete, hanem a nyomdsa is be tud &llni a koérnyezet (légkor) dltal
meghatarozott értékre. Mint mindjart latni fogjuk, ehhez elegendd, ha az U belso
energiat a H entalpidval helyettesitjiik.

Melegitsiink zart edényben valamennyi vizet, ameddig teljes egészében gbzzé ala-
kul (és tegyiik fel, hogy az edény kozben nem cserél hét a kornyezetével). A me-
legités soran kozolt AQ hé ekkor teljes egészében a g6z bels6 energidjava alakul at:
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AQ = AU. Ha azonban ugyanezt a folyamatot nyitott edényben valésitjuk meg, a hé
egy része a légkor bels6 energidjat fogja novelni. A gbz térfogata ugyanis nagyobb a
vizénél, és a térfogatnovekedés munkavégzéssel jar: AQ = AU + P - AV. Ebben a
képletben AQ a rendszerrel (a vizmolekuldkkal) k6zolt hé, P a levegd nyomésa, AU
a rendszer bels§ energidjanak, AV pedig térfogatdnak megnovekedése.

Az 4j P-AV tag sziikségessége kiilondsen szembe6tld, ha a folyamatot két 1épésben
hajtjuk végre. Elészor konnyl dugattyival lezarjuk az edényt, amely a g6z képzodése
sordn elmozdul tgy, hogy az edény térfogata AV-vel megnd. A 1égkér (barosztat)
térfogata ugyanennyivel csokken és mivel a nyoméas kézben allandéan ugyanaz a P,
a légkor belsé energidja P - AV-vel megné: ennyi munkat végez az edénybe zért
gbz a légkéron. A melegités befejezése és a dugattyt megdlldsa utdn a kiils6 és a
bels6 légnyomas megegyezik egymadssal, ezért a dugattyiut eltavolithatjuk anélkiil,
hogy a mechanikai egyensulyt megbontanank. Ugyanahhoz a végéllapothoz jutunk,
mint ha az edény végig nyitott lett volna, de vildgosan latjuk, hogy a kozolt AQ
hémennyiségbdl csak AQ — P - AV novelte a vizgdz bels6 energigjat.

Ennek a meggondolasnak az alapjan célszerii bevezetni a

H=U+PV (79)

entalpidt, amely a rendszer &llapothatdroz6ibdl (U, P, V) felépiils allapotfiiggvény.
Amikor a rendszer P nyomdsi kornyezetben valamilyen kezdeti dllapotbdl valami-
lyen meghatarozott végéllapotba relaxal, és az dtalakulds sordn a belsd energia AU =
(U, — Ug)-val, a térfogat AV = (V,, — V})-val véltozik meg, akkor az energiamérlegben
AU és P-AV mindig egyiitt Iép fel. Ha az atalakuldst melegitéssel hozzuk létre, akkor
— mint lattuk — AQ = AU + P - AV = AH, vagyis a felhasznédlt ho az entalpia
megvialtozasaval egyenlé. Megjegyezziik, hogy a légkor barosztatnak tekinthetd, a
légnyomds ugyanis nem valtozik meg attdl, hogy a rendszer térfogatvaltozdst szen-
ved. Ezért a 1égkoron végzett munka (a légkor belsé energidjanak a térfogatvaltozas
kovetkeztében el6allé megnovekedése) akkor is P - AV-vel egyenld, ha a rendszer
nyomasa csak a relaxacié kezdetén és végén egyezik meg a P kiilsé nyomaéssal.

Mindezek alapjén vildgos, hogy a szabadenergia (64) képletére vezetd gondolatme-
netben figyelembe kell venni, hogy a AW kiszamitasanal a hétartdlybdl nyert AQ-bdl
nemcsak a bels6 energia AU megniévekedését, hanem a rendszer altal a kornyezeten
végzett P - AV "haszontalan” munkat is le kell vonni. Ennek kévetkeztében (63)
jobboldalan még megjelenik a —P - AV tag is:

AW <T-AS—AU—-P-AV =T -AS - AH. (80)
A szabadenergia mintdjara célszerli bevezetni a
G=H-TS=U+PV -TS (81)

(Gibbs-féle) szabadentalpidt, amely a rendszer allapotfiiggvénye. A szabadentalpia
segitségével (80) a
AW < -AG (82)
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alakban frhatd, ugyanis — feltevés szerint — a relaxécids folyamat kezdetén és végén a
homeérséklet és a nyomas megegyezik a ” termo-barosztat” homérsékletével és nyomasaval.

A (82)-bél levonhaté kvetkeztetések hasonléak ahhoz, amiket a szabadenergidval
kapcsolatban allapitottunk meg:

1) Termo-barosztatba helyezett rendszerben a spontan kiegyenlitédési folyamatok
a szabadentalpia csOkkenése irdnydban folynak le.

2) A —AG maximalis munka reverzibilis folyamatban nyerhet6 ki.

3) A rendszer termodinamikailag stabil dllapota az, amelyben a szabadentalpia
minimAlis.

4.30. A szabadentalpia mint fundamentalis fiiggvény

A térgyalés a szabadenergidhoz hasonld.

d6d = dU+P-dV+V -dP-T-dS—-S5-dI' =

= —SdT+VdP+Y pDdNY), (83)
j=1
s = _(8G> — S(T,P,NV) (84)
or P,N()
Rl
vV o= +(> =V(T,P,N® 85
P ) 1 i) ( ) (85)
) oG .
W = (== = 9T, P, NO). 86
r (MU))T’P’N(‘) W9, P,NO) (56)

A szabadentalpia természetes valtozoi a hGmérséklet, a nyomaés és a molekulaszamok.
Hasonlitsuk ossze (81)-t (32)-vel. Ezt taldljuk:

G = Z'“(j)N(j)' (87)

Jj=1

A szabadentalpia eszerint a hOmérsékleten, a nyoméson és a molekulaszamokon ke-
resztiil kifejezett kémiai potencidlok molekulaszamokkal silyozott Gsszege. Specialisan
egykomponensii rendszerre

G =N - u(T,P). (88)

Ha ennek a képletnek a differencidljat vessziik, és Osszevetjik (83)-mal (r = 1-nél),
akkor a (33) Gibbs-Duhem reldciéra jutunk.

23.Feladat: Hatdrozzuk meg az f-szabadségi foki idedlis gaz szabadentalpidjat.
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NT
Megoldés: A kémiai potencial (40) kifejezésébe U = gN T-tésV = ?—t helyet-
tesitve

_ Fin
G——NT{Q ng—hat

f+2
2

f; In7T —In P} (89)

+

_ S fH2
= N.T[n S g+ ="

nT —1In P] (90)

4.31. Osszefoglalas a folyamatok irdnyardl

7 A szikla azért gordiil le a hegyoldalon, mert a volgyben a helyzete ’energeti-
kailag kedvez8bb’ (az energidja kisebb).”

” A hidrogén géz és az oxigén gaz keveréke azért alakul at robbandsszeriien vizzé,
mert ez ‘energetikailag kedvez8’ a szdmadra (a viz belsd energidja a kotés kovetkeztében
alacsonyabb).”

Ezek a példak — amelyeknek a szama tetszés szerint szaporithatd, — arra utalnak,
hogy az olyan rendszerek, amelyeknek médjuk van energiat cserélni a kérnyezetiikkel,
a lehetséges legkisebb energidju allapot felé torekszenek. A latszat ellenére azonban
a folyamatok irdnyanak meghatirozasiban az energianak csak kozvetett szerepe van.

Tekintsiik el6szor a mechanikai példékat. Ha szikla helyett egy labda esését
vizsgaljuk, azt latjuk, hogy a talajrdl visszapattan, pedig ”energetikailag az lenne a
legkedvez6bb” a szamaéra, ha ott maradna. Egy id6 utan azonban a labda pattogasa
lelassul, és a végén valéban az alacsonyabb potencidlis energian keriil nyugalomba.

A AU potencidlis energia kiilonbség a kornyezet és a labda anyagénak bels6 ener-
gidjava alakul at. Amig ez a AU a labda mechanikai mozgdsinak energidja volt,
nem tartozott hozzd entrépia (a mechanikai rendszerek entrépidja zérus). A labda
anyaga és a kornyezet azonban termodinamikai rendszer, ezért amikor belsé ener-
gidjuk megnétt, az entrépidjuk is szitkségképpen megndtt valamilyen AS értékkel (az
entrépia a belsé energia monoton novekvé fiiggvénye). A labda + kirnyezet rend-
szerben tehdt a labda nyugalomba jutdsa irreverzibilis folyamat. Az energiamegma-
radas megengedné, hogy a disszipalédott potencidlis energia ”visszafokuszalédjon” a
labdéra, és djra az eredeti magassagba emelje. Ez a folyamat azonban AS nagysigi
entropiacsokkenéssel jarna, amit az entropia-elv nem enged meg.

A mechanikai folyamatok tehat azért torténnek az energiacsokkenés iranyaban,
mert

1)a mechanikai mozgdshoz tartozé entrépia fiiggetlen az energidtdl (mindig zérus),
és

2)a surlddéssal jaré energiaveszteség noveli az entrépidt a kdrnyezetben és a rend-
szer anyagaban.

Térjiink most 4t a kémiai folyamatokra. Az A — B folyamatban A jeloli Ossze-
foglaléan a reagenseket, B pedig a végtermékeket. A folyamat lejatszédhat visszafelé
is (A <— B), ekkor a reagensek és a végtermékek szerepet cserélnek.
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Melyik az ”energetikailag kedvez6” irdny adott nyoméson és homérsékleten? Nyilvan
az, amelynél hd szabadul fel (a kdrnyezet belsd energidja megnd, a rendszeré lecsokken).
Az ilyen folyamatokat exotermnek vagy exergonikusnak nevezziik.

A feltételt az entalpia segitségével lehet tomdren megfogalmazni. Ha Hg < Ha,
akkor az A — B folyamatban a rendszer altal elnyelt hé negativ (AQ = AH =
Hp — Hy < 0), a rendszer energidt ad 4t a kornyezetnek, tehdt az A — B az
”energetikailag kedvez8” (exoterm), A <— B pedig az ”energetikailag kedvezdtlen”
(endoterm vagy endergonikus) irdny. A tapasztalat szerint azonban nem igaz az, hogy
a spontan atalakulasok kivétel nélkiil hofelszabadulassal jarnak: megfigyelhetok olyan
spontan folyamatok is, amelyek hét vonnak el a kornyezettél.

Energetikailag kedvez6 iranyd folyamatban a kornyezet entrépiaja né. Ezért, ha
csak a kérnyezetnek lenne entrépidja, akkor a spontan folyamatok mindig exoterm
irdnyban torténnének. De ha az a rendszer, amelynek az atalakulasat vizsgaljuk,
maga is termodinamikai természetii (a kémiai reakci6knél ez a helyzet), akkor neki is
van entrépidja. Ez az entrépia viszont akkor nd, ha a rendszer hét vesz fol (a folyamat
”energetikailag kedvezdtlen”), és eléfordulhat, hogy a rendszer entrdépidjinak ez a
megnovekedése kompenzalja a kornyezet entropiacsokkenését.

Osszefoglalva: Exoterm folyamatokban a kornyezet entrépidja né, a rendszeré
csokken, endotermeknél a helyzet forditott. A folyamat aszerint fog exoterm (”ener-
getikailag kedvezd”), vagy endoterm (”energetikailag kedvez&tlen”) irdnyban lezajlani,
hogy a teljes entrépia melyik esetben névekszik.

A szabadentalpia lehet6vé teszi a pontos kritérium megfogalmazasat: AG = Gg—
Ga <0Oesetén A — B, AG = Gg — G4 > 0-nal pedig A +— B a spontan reakcio
irdnya.

Amikor a hémérséklet alacsony, a AG = AH — TAS kiilonbségben &ltalaban
az els6 tag domindl. Ekkor AG el6jele megegyezik AH el6jelével, és a folyamat
az "energetikailag kedvez&” irdnyban megy végbe: a |AH| = |AQ| hét a kornye-

AQ|

entropiacsokkenését, amely a belsé energia csokkenésével jar egyiitt. A homérséklet
emelkedésével azonban — a |AQ)| reakci6hd éllandésdgat feltételezve, — a kornye-
zet entropia-novekedése egyre kisebb, és elegendéen magas hémérsékleten mar nem
haladja meg a rendszer |AS| entrépia-csokkenését. Ez akkor kovetkezik be, amikor
AG-ben a masodik tag — T novekedése miatt — nagyobbd valik, mint az els6. Ettél
a pillanattdl kezdve az endoterm irdny vélik kedvezévé (TAS > AH > 0), ez lesz a
spontan valtozds irdnya.

zet veszi 101, és az ezzel jard entrépia novekedés meghaladja a rendszer |AS]|

Mint a 4.20 fejezet végén mar szd volt réla, a térfogat novekedésével az entropia
még valtozatlan belsé energia mellett is n6. Ebbol mar sejthetd, hogy adott T-nél és
P-nél a T -AS tag akkor lehet jelentSs, ha a reakcié gazhalmazéllapoti résztvevéinek
moélszdma véltozik (ha né, akkor AS > 0, ha csokken, akkor AS < 0). Ebbél 14tszik,
hogy — a tapasztalattal egyezéen — a gazképzodés az endoterm irdnynak kedvez.
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4.32. Az Q) potencial

A fundamentdlis fiiggvény még hidnyzo6 alakjat Q potencidlnak nevezziik. Definicidja:

Q:F_Z'u(j)]\](j):U_TS_ZM(j)N(j). (91)

j=1 j=1

A (91) Gsszefliggést differencidlva a

dQ = —SdT — PdV — Y NWdp0).

j=1
egyenlségre jutunk, ahonnan
0
s = ~(57)  =s@va) (92)
V,u()
aﬂ)
P = —|= = P(T,V, ") 93
(5 = PEVA) (93)
NGO <3(Q)) = NOT,V, 40), (94)
8/”‘ J T,V,n()

Az ) természetes valtozdi tehat a hémérséklet, a térfogat, valamint a kémiai poten-
cidlok; a részecskeszam nincs kozottiik.
A (91) és a (32) sszevetésébdl latjuk, hogy

Q=—P(T,V,u) -V, (95)

OP 4 OP
S=V|{=— N(J)zv( ) ) 96
(3T)V$#(,) ol v,T (96)

24.Feladat: Hatdrozzuk meg az f szabadségi foki idedlis gaz Q0 potenciéljat.
Megoldds: Oldjuk meg (90)-t P-re, és helyettesitsiik a megolddsban G-t N - y-vel:

ahonnan

¥ f/2
po i (f+2)/2 <2> 7+ /201 T
ahonnan
¥ f/2
Q= ek~ (f+2)/2 <2) VT(f+2)/26u/T.$ (97)
Az Q-potencialt fogjuk haszndlni az idedlis gazok kvantumelméleti targyaldséra.

X 3k ok

Ennél a pontndl lezarjuk az entrépia termodinamikaban betoltott szerepének vizsgalatat,
és attériink az entrépia mikrofizikai jelentésének targyaldsara.
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4.33. Entropia és informacio

Az entrépia legkiilongsebb tulajdonsiga az, hogy a magukra hagyott (zart) rend-
szerek entrépiaja sohasem csOkkenhet. Nehéz lenne még egy olyan alapveté fizi-
kai mennyiséget talalni, amely ehhez hasonlé tulajdonsiggal rendelkezik. Létezik
azonban egy fontos fogalom, amely ebbdl a szempontbdl meghokkentéen hasonlit az
entropidhoz: az informdcid, pontosabban az informdcio-hidny. Ha ugyanis egy rend-
szerrél rendelkeziink valamekkora informéciéval, majd magara hagyjuk, bizonyosak
lehetiink benne, hogy a rendszerre vonatkozé informécionk az id6 haladtaval csak
csOkkenhet, vagy — ami ugyanaz, — az informécié-hidnyunk névekedni fog vagy leg-
feljebb édllandé marad.

Lattuk, hogy az idedlis mechanikai rendszerek entrépidjat konstansnak kell te-
kinteniink. Ez nem egyszerii konvencid, hiszen szdmos esetben ki kell hasznalni
(mi csak a mechanikai egyensily vizsgdlatdnal alkalmaztuk), és mindig a tapaszta-
lattal egybehangzé kovetkeztetésekre vezet. Ezért az entrépia fizikai jelentésének
tisztazasanal fontos szempontnak kell tekinteniink, hogy az idedlis mechanikai rend-
szerek entrépiajardl tudjuk, hogy allando.

De hol a hatar az idedlis mechanikai rendszerek és a termodinamikai objektumok
kozott? Ha vennénk a faradsdgot, az edénybe zart egyatomos idedlis gazt példaul
targyalhatnank idealis mechanikai rendszerként is. Ehhez ”csupan” explicit médon fi-
gyelembe kellene venni mindegyik gazrészecske helyét és sebességét, példaul ugy, hogy
meghatdrozott sugari rugalmas golydcskaknak tekintjiik Sket (”golyémodell” )16, Eb-
ben a felfogasban azt kellene mondanunk, hogy a giz, amely eredetileg az edény egy
részébe volt bezarva, a fal eltdvolitasa utan pedig kitolti az egész rendelkezésére allo
térfogatot, a szabad tagulas sordn végig ugyanolyan entrépidji. Ez a kovetkeztetésiink
persze gyokeresen ellentmond a termodinamikabdl szamithatd entropiavaltozasnak
(9.feladat).

Viszont tokéletes harménidban van azzal, hogy az entrépia az informacié-hidnnyal
fligg Ossze! Ha ugyanis valéban minden molekula pélydjat figyelembe vessziik, akkor
elég a molekulak kezdohelyzetét és kezdbsebességét megadnunk ahhoz, hogy a rendszer
allapotdrdl (Mechanika jegyzet 1.30 fejezet) minden kés6bbi idépillanatban pontos in-
formacidval rendelkezziink akkor is, ha egydltaldn nem néziink kézben a rendszerre. A
Newton-egyenletek megolddsa ugyanis helyettesiti a rendszer tényleges megfigyelését.
Eszerint, ha az entrépiat azonosnak vessziik az informécié-hidnnyal, akkor az idedlis
mechanikai rendszerhez nulla entrépidt kell rendelniink (ahogy abban kordbban mér
megdallapodtunk), mivel elvi lehetdség van arra, hogy minden idSpillanatban kimerité
informéciéval rendelkezziink a rendszer allapotardl.

Most mar meg tudjuk mondani, mi a kiilénbség az idedlis mechanikai rendszer
és a termodinamikai rendszer kozott. A kiilonbség nem abszolit, hanem nézépont
kérdése: azon muilik, milyen modszerrel vizsgaljuk az adott rendszert. Ha figyelembe
vessziik az Osszes szabadsagi fokdt, akkor a mddszeriink mechanikai, és a rendszer

16A molekuldk mozgasit egyelére a klasszikus mechanika szerint képzeljiik el. Kés6bb
természetesen at kell majd térniink a kvantumelméleti targyaldsra.
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mechanikai rendszer (az ”idedlis” jelz6t a tovdbbiakban elhagyjuk). Ha a szabadsdgi
fokok egy részét kizarjuk az explicit targyalasbol, akkor a mddszeriink termodinami-
kai, és a rendszert termodinamikai rendszernek tekintjik. Ez utébbi esetben még elvi
lehet6ségiink sincs arra, hogy szamitassal kovetni tudjuk a rendszer idSbeli valtozéasat.

A termodinamikdban ténylegesen a szabadsdgi fokok 6ridsi tobbségét (7 Avogadro-
szadmnyit”) zarunk ki a tdrgyaldsbol, hiszen pl. 1 mdlnyi egyszerii egykomponensii
rendszer egyensulyi allapotat 3N 4 szabadsagi fok helyett harom adattal jellemezziik.
A "termodinamikai” jelz&be altalaban ezt a tényt is bele szokds érteni. A mechanikai
rendszer tehat az egyik széls6 eset (egyetlen szabadsagi fokot sem zarunk ki), a termo-
dinamikai rendszer a mésik (a szabadsdgi fokok dont6 tébbségét kizarjuk). Vildgos,
hogy a surlédas a mechanikai rendszerbdl termodinamikait csinal, hiszen azoknak a
molekuldknak a mozgasat, amelyek a surlédési hot f6lveszik, nem targyaljuk explicite.

Induljunk ki tehat abbdl a munkahipotézisbél, hogy az entrépia ardnyos a rend-
szerre vonatkozo informdcio-hiannyal. Ezzel természetesen nem allitjuk azt, hogy
az entrépia-novekedés torvényét az informécié csokkenése "magyardzza” (1d. a 4.42
fejezetet). Csupdn arrdl van szé, hogy az entrépia-névekedés térvényében és az in-
forméltsag spontan cstkkenésében vildgunk struktirdjanak ugyanaz az — egyébként
nehezen megfoghaté — sajatossdga nyilvanul meg. Az entrépia Osszekapcsolasa az
informacioval mégis nagyon jelentds lépés. Az informdacié ugyanis kozvetleniil az
emberi gondolkoddshoz kétéd6 fogalom (szemben az entrépidval, amely a gdzok fi-
zikdjahoz kot6édik szorosan), ezért lehetdség van arra, hogy az informdcié elméletét —
az informéacidszerzés folyamatdnak analizise alapjan — deduktiv-matematikai titon
felépitsiik. Az tovabbiakban ezt az utat kovetjik végig. Munkahipotézisiink meg-
erOsitését abban fogjuk megtalalni, hogy ezen az tton az empirikus allapotegyenletekre
torténd hivatkozds nélkiil le tudjuk vezetni az idedlis géz entrépidjanak (44) képletét
(a konstans értékével egyiitt).

4.34. Makroallapotok és mikroallapotok

Ha egy rendszer éallapotdt pontosan ismerjiik, akkor azt mondjuk, hogy ismerjiik
a rendszer aktualis mikrodllapotdt. A mikrodllapot konkrét természete fligg attol,
hogy a targyaldasunk a klasszikus-, vagy a kvantummechanikat koéveti. Klasszikus
nézépontbdl a mikroallapot egy pont a rendszer fazisterében, vagyis a ¢; koordinatak
és a p; impulzusok Gsszesége (Mechanika jegyzet, 1.30 fejezet). A kvantummechanika
szerint a mikrodllapot a rendszer egy konkrét kvantumallapota.

Latni fogjuk, hogy ritka gazok esetében — és egyelore ezt az esetet tartjuk elsésorban
szem elott, — a két felfogasmadd kozott nincs akkora kiilonbség, mint ahogy varnank:
a kvantummechanika valéjaban pontositja a klasszikus targyalast. Ennek az az oka,
hogy a gazmolekuldk makroszképikus méretii edényben mozognak. A kvantummecha-
nika ebben az esetben arra vezet, hogy a mikroallapotot jellemzé fazispont mintegy
elmosodik: a mikrodllapot tovabbra is elképzelhetd fazispontként, bar van valamek-
kora kiterjedése (fdziscella).
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Vegytink most valamilyen egyensulyi izolalt dllapoti gdzt (az egyszertiség kedvéért
egykomponensiit). Ha egy adott pillanatban sikeriilne megfigyelniink a molekuldk
helyzetét és sebességet, akkor a megfigyelés eredménye egy fazispont lenne, vagyis
megtudnank, melyik mikroallapotban volt a gaz a megfigyelés pillanataban.

A megfigyelést az adott egyensiilyi dllapotban sokszor megismételve természetesen
mindig mas és mas mikrodllapotot kapnank eredményiil. Ennek az az oka, hogy az
egyensulyi allapotot jellemzé hdrom adat (az U, a V' és az N) rengeteg kiilonb6z6
mikrodllapottal fér 6ssze. Az U’, V, N paraméterti mdsik egyensilyi allapothoz is
rengeteg mikrodllapot tartozik, noha U’ # U miatt a két egyensilyi 4llapot egyet-
len mikroallapota sem kozos (az U’ energidji egyensulyi dllapotban az U energidji
egyensulyhoz tartozé mikroéllapotok taldlati valészintisége zérus, és viszont).

Nyilvanvalo, hogy az egyensilyi allapotok meghatarozzdk azoknak a mikroallapotoknak

a korét, amelyek hozzdjuk tartoznak, és azt a valdsziniiséget is, amellyel az egyes
mikrodllapotokat megtalaljuk, amikor a hipotetikus részletes megfigyelésnek vetjiik
ald a rendszert. Ugyanezt feltételezhetjiik a részleges egyensulyi allapotokrdl is.
Ebbél a nézdpontbdl az egyensilyi, valamint a részleges egyensilyi allapotokat mak-
rodllapotoknak tekintjik. A makroallapotokat eszerint azzal az alaptulajdonsidgukkal
jellemezhetjiik, hogy a rendszer részletes megfigyelésekor a kiilonféle mikroallapotokat
meghatdrozott valdsziniiséggel kapjuk eredményiil (specidlisan nulla valdsziniiséggel
kapjuk azokat, amelyek energetikai, vagy mas okbdl ki vannak zarva az adott mak-
roéllapotbdl).

Térjink most vissza az entréopiara. Tekintsiink egy hatarozott makrodllapoti
— mondjuk hoszigetelt, egyensilyi dllapotban 1év6 — egykomponenst gézt. Ha is-
merjlik a gaz belso energidjat, térfogatat és a részecskeszamot, akkor ismerjik a gz
makrodllapotat. A gdz azonban minden pillanatban hatarozott mikroallapotban van,
amely pillanatrdl pillanatra véaltozik: a gdzmolekuldk Osszeségét jellemzd (kissé ki-
terjedt) fazispont kusza gorbét ir le a fazistérben. A mikroallapotra nézve tehét in-
formadcié-hidnyban (bizonytalansdgban) szenvediink. Ennek az informécié-hidnynak a
mértéke nyilvan megegyezik azzal az informdcid-nyereséggel, amelyre akkor tesziink
szert, amikor megtudjuk, hogy pillanatnyilag melyik mikroallapotban tartézkodik a
rendszer.

Azt mondhatjuk tehat, hogy az adott makrodllapot entrépidja ardnyos azzal az
informdcio-nyereséggel, amelyre akkor tennénk szert, ha sikeriilne megtudni a rend-
szer aktudlis mikrodllapotdt.

Ahhoz, hogy ezt az elképzelést formulava alakitsuk, sziikségiink van egy képletre,
amely az informécié mennyiségét fejezi ki. A 40-es évek végén a tavkozléssel fog-
lalkoz6 mérnokok a Bell Laboratériumban kidolgoztak az informécidelméletet, amely
egy ilyen Osszefiiggésen — a Shannon-formuldn — alapul. A kdvetkez6 fejezetben ezt
a képletet diszkutdljuk.
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4.35. Az informaciéo-mennyiség

Tegyiik fel, hogy egy bizonyos iligyben n egymaést kizar6 lehetoség valdsulhat meg,
amelyeknek csak a p1, pa, ..., p, valészinliségeit ismerjiik. Mekkora (milyen mennyiségii)
informéacié birtokaba jutunk, amikor megtudjuk, hogy a lehetéségek koziil melyik
valésult meg?

A keresett informdcié-mennyiséget jeloljik I(p1,pa, ..., pn)-€l, vagy réviden I-vel.
Azt a képletet keressiik, amelynek segitségével a megadott valdszintliségek alapjan
kiszamithatjuk I-t.

Egy kozlésben meglévd informdcio mennyiségét annak a bizonytalansdgnak a mértéke
jellemzi, amelyet megsziintet. Az igy értelmezett informacié-mennyiség nem fiigg
attol, hogy az informdacié melyik konkrét lehet6ség megvaldsulasarol ad hirt: hiszen
akarmelyik lehetO6ség valt valora, ugyanakkora bizonytalansagot sziintetett meg. fgy
példaul az a kozlés, hogy nem huztak ki a sorsjegyemet, ugyanolyan mennyiségii
informéciét tartalmaz, mint az, hogy kihuztdk. Egy idegen ezen valdsziniileg nem
iitkdzne meg, de szdmomra a két informdcié tartalmi kiillonbsége 6ridsi. Az informécié
mennyisége azonban a tartalmi kiilonbségekre érzéketlen, és mivel mindkét kozlés
ugyanazt a bizonytalansdgot szlinteti meg, ugyanakkora (ugyanolyan mennyiségii) in-
forméciét hordoz. Az is vildgos, hogy ez az informécié-mennyiség az adott példiban
nagyon kicsi, hiszen alig lehetett kételyem a sorshizés kimenetele feldl.

Nem szamithatunk arra, hogy az informéacié-mennyiség képletét barmibdl is leve-
zethesstk: mindenképpen posztuldlnunk kell. De ezt gy kell megtenniink, hogy Gssz-
hangban legyiink ”informécié” fogalmunk intuitiv sajitossdgaival (figyelembe véve,
hogy kizdrdlag az informéacié mennyiségére vagyunk kivancsiak, a tartalmatol teljesen
fiiggetleniil.)

Olyan formulét keresiink, amely rendelkezik az aldbbi négy tulajdonsiggal:

A). Ha egy kivételével mindegyik p; zérus, akkor I = 0. Ebben az esetben ugyanis
elére bizonyosak vagyunk a kozlés tartalméban, ezért amikor meg is kapjuk azt, az
informaltsdgunk egyaltalan nem n6 meg.

Az informécié-mennyiség praktikusan nulla marad, ha egy kivételével az Osszes
tobbi valészintliség nagyon kicsi. Ez akkor is igaz, ha a kozlés valamelyik kis valészintiségli
esemény bekovetkeztérdl tuddsit (tehdt varatlan).

B).Adott n-nél I akkor maximélis, amikor a lehet&ségek egyenléen valdsziniik
(pi = 1/n). A maximdlis érték legyen anndl nagyobb, minél nagyobb n.

C).Fiiggetlen kozlésekre nézve I legyen additiv. Ha az egyik kozleménynek n,
a masiknak m lehetséges kimenetele van, és valdszinliségeik p1, po,....pn-e€l, ill. q1,
q2,---,gm-€l egyenlok, akkor annak valdszintisége, hogy az els6 esetben az i-ik, a masodikban
a j-ik lehet&ség valosul meg, p; - q;-vel szorzattal egyenld. Az additivitas feltétele tehdt
a kovetkez6:

I(pIQIa ---aanm) = I(pla -~-apn) + I(le ~-~7Qm)- (98)
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D).Az informaciémennyiség az egyszeri alternativa esetében legyen egységnyi:
I(1/2, 1/2) = 1 bit. A C. figyelembevételével azt taldljuk, hogy n fliggetlen egyszerii
alternativa informaciémennyisége n bit.

25.Feladat: Intuiciénk alapjan rendezziik csokkend sorba az aldbbi kozlések
soran nyert informécié-mennyiséget:
1)Kockén 6tost dobunk (I7)
2)Kértyapaklibdl zoldet hiizunk (I2)
3)Piros als6t hiizunk (I3)
4)Pénzfeldobasnal fej jon ki (1)
5)Kockéan péaros szamot dobunk (I5)
6)Grammolnyi gdz Osszes atomjat az edény bal felében taldljuk (Is).

Megoldas:
Ie>I3 > >L>1,=1I;=1.

Megjegyzés: Az I1-n kivill mindegyik informaciémennyiséget ki lehet szamitani
csupédn a C) és a D) alaptulajdonsdg ismeretében. Az I pl. 2-vel egyenld, ugyanis két
fliggetlen egyszerli alternativara vezethet6 vissza: elobb vélasztani kell akozott, hogy
a szin a zold-piros vagy a tok-makk par egyikéhez tartozik, utana pedig a kivalasztott
péron beliil kell a szint megadni. Ugyanezzel a gondolatmenettel lathatd, hogy I3 = 5,
Iy =1; =1, Is = Na. Az els6 feladat azonban nem vezethetd vissza egész szamu
egyszeru alternativara: két alternativa kevés, hdarom viszont sok. Ennek alapjan
vérhat6, hogy 2 < I} < 3. A Shannon-formuldbdl (1d. lentebb) I; = log, 6 = 2,59.d

Most Shannon nyomén posztuldljuk az informaciémennyiség képletét:

n n
1
I=- E pilogy p; = o E piln p;. (99)

Konnyen meggy6ézédhetiink réla, hogy az egyszeri alternativdhoz valéban 1 bit
informécié tartozik. Ellenérizziik az A, B, C feltételek teljesiilését.

A).Legyen p1 = 1, po = ... = p, = 0. Mivel log, 1 = 0 és lim,_,gxlogyx = 0,
ezért I = 0.

n
B).A feladat az, hogy megtalaljuk a (99) fiiggvény maximumét a Z p; = 1 feltétel
i=1
teljesiilése mellett.
Az I széls6értékéhez tartozé valdsziniiségeket gy kaphatjuk meg, hogy az I-t a
fiiggetlen p;-k szerint parcidlisan derivaljuk, a derivéltakat nulldval tessziik egyenlévé

n
és ezt az egyenletrendszert a Z p; = 1 feltétellel egyiitt megoldjuk a p; valoszinliségekre.
i=1
Tekintsiik fiiggetlennek az elsé n—1 darab p;-t. Akkor az ezek szerinti derivélasnal
figyelembe kell venni, hogy p, = 1 —p; — -+ — pp—1 kovetkeztében a p,, is fligg az

80



els6é n — 1 valészintiségtol. fgy pl.

ol 1 Opn, Opn
e — 14+ =—"Inp, + =—=| =0,
8]?1 In 2 |:Ilp1 Tt 8p1 np + 8p1
N~ N~~~
-1 -1

ahonnan p; = p,. A tobbi fliggetlen p;-t is figyelembe véve arra jutunk, hogy I-nek
a B) kovetelménnyel Gsszhangban valéban ott van széls6 értéke, ahol p; = --- =
pn = 1/n. Az is beldthatd, hogy ez a sz@ls§ érték maximum. A nagysiga nyilvdn
Lnaz = logy n, ami n névekedésével noé.

C).Az additivitds bizonyitasa behelyettesitéssel torténik:

I(P1q1, o Do) = — Y Y pigj - logs(pig;) =
i=1j=1
= =) pilogopi- Y ai— Y qilogaq; - pi=I(pr,spn) + 1(q1s s Gm)
i=1 j=1 j=1 i=1
helyesen.

Most alkalmazzuk (99)-t a 25.feladatra:

6
Lon=6p=1/61=-)

i=1

1 log, 1 log, 6 = 2.59.

6 6

2. n=4,p; =1/4; I =log, 4 = 2.

3. n=232,p;, =1/32; I3 =log, 32 = 5.

4. n=2,p;,=1/2; I, = 1.

5. n=2,p;,=1/2; Is = 1.

6. Egy atomra I = 1, az additivitas kovetkeztében N4 atomra Ig = Ny4.

Ezekben a feladatokban az informécié-mennyiség mindig maximadlis (p; = 1/n). Vegylink
most olyanokat, amelyek ebbdl a szempontbél dltaldanosabbak.

26.Feladat: Mekkora informéciéhoz jutunk, ha két kockaval dobva 12-t kapunk?

Megoldas: Az informécié mennyisége fiiggetlen a kijott pontértéktdl, amely 2 és
12 kozott valtozhat: 2 < ¢ < 12. A helyes kérdésfeltevés ezért a kovetkez6: mekkora
informécidéhoz jutunk azzal, hogy a pontértékeknek (csak) az Osszegét tudjuk meg?
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Jeloljiik n,-vel az ¢ Osszegre vezetd kiillonbozo elemi események szamat:

ny = niz=1,
ny = n; =2,
ng = nyp=3,
ns = ng =4,
ng = ng=2>a,
ny = 6.
12
Az elemi események teljes szama n = Z n; = 36. Ezek egyenléen valdszintiek, ezért
pi = ni/n: =
p2 = pi2 =1/36,
p3 = pu=2/36=1/18,
ps = pio=3/36=1/12,
ps = po=4/36=1/9,
ps = ps=>5/36,
pr = 6/36=1/6,

amelyek alapjan I = 3.27 bitée.

27.Feladat: Mekkora informacidhoz jutunk, ha megtudjuk, melyik két szdm jott
ki?

Megoldas: Az olyan kimenetelek valészintisége, amelyekben a két szam egyforma,
1/36-al, az olyanoké, amelyekben kiilonb6z6 2/36-al egyenld. Az eléz6 eset 6-szor, az
utobbi 15-sz6r fordul el6. Igy

1 1 2 2
I=-6=logy— — 15 - —log, — = 4.34 bit.
6 %236 36 %% 36 it

28.Feladat: A két kocka legyen jél megkiilonboztethetd, mondjuk kiilénbdzé
szinli. Mekkora informéciéhoz jutunk, amikor megtudjuk, hogy melyik szint kockan
milyen szam jott ki?

Megoldas:

1
36
Megjegyzés: Ez az informéaciémennyiség a 25.feladat I; informaciémennyiségének
kétszerese. Ez kovetkezik az informaciomennyiség C. tulajdonsagabol. Ebbol az is
lathatd, hogy a 27.feladat viszont nem értelmezhetd két fiiggetlen kisérletként, ame-
lyeket egy-egy kockaval végziink el, és ez magyarazatot igényel. Legyen pl. p annak

1
1= =36 o< log, oo ~ 5.17 bit.
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a valésziniisége, hogy barmelyik kockéaval 5-t, ¢ pedig annak valésziniisége, hogy egy
5-t01 kiilonb6z6 szamot, mondjuk 6-t dobunk. Akkor annak valdszinlisége, hogy a két
kockan egy 5-s és egy 6-s jott ki, a p-q+ g - p Osszeggel egyenls. Ez az esemény tehat
nem két valésziniiség szorzata, marpedig a C. tulajdonsag igazolasanal — helyesen
— abbdl indultunk ki, hogy a fiiggetlen események valészinliségei az egyes események
val6szintiségeinek szorzataval egyenld.

Maésrészt a 28.feladatban igy okoskodhatunk: legyen p annak valdszintisége, hogy
a piros kockaval 5-t, ¢ pedig annak valésziniisége, hogy a zold kockédval 6-t dobunk.
Akkor annak valdszinliségét, hogy a piros kockdn 5-s, a z6ldon pedig 6-s jojjon ki,
nyilvan a p - ¢ szorzat adja meg.d

4.36. A maximalis informacié-hiany elve

A Shannon-formula birtokdban térjiink vissza a mikrodllapotokhoz. A feladat az,
hogy meghatarozzuk azt az informécié-mennyiséget, amelyre akkor tesziink szert, ami-
kor megtudjuk, hogy az adott makroallapothoz tartozé mikroallapotok melyikében
tartozkodik éppen a rendszer. Ezt az informéacié-mennyiséget adja meg a Shannon-
képlet, de csak akkor, ha meg tudjuk mondani, hogy a kilénbozé mikrodllapotokhoz
milyen valdsziniiségek tartoznak.

A makroallapotot jellemzd néhdny paraméter (egykomponensti géznél pl. U, V
és N) azonban semmilyen tdmpontot sem nyijt ezeknek a valészinliségeknek a meg-
hatérozasara. De ha komolyan vessziik, hogy ezeken az &llapotjelzokon kiviil sem-
miféle informdaciénk sincs a rendszerrdl (az informdcid-hidnyunk mazimdlis), akkor a
mikrodllapotok valésziniiségét gy kell megvalasztanunk, hogy a mikroallapot megfi-
gyelésébdl nyerhetd informécié a lehetd legnagyobb legyen. A Shannon-formula tehat
azt is lehetové teszi, hogy meghatarozhassuk azokat a valdszintiségeket, amelyeket
be kell helyettesiteni a képletbe ahhoz, hogy az adott makrodllapot entrépiajat meg-
hatarozhassuk.

4.37. A mikrokanonikus eloszlas

A mikroallapotoknak azt a valdszinliségi eloszldasat, amely egy izolalt rendszerhez
(mint makroéllapothoz) tartozik, mikrokanonikus eloszldsnak nevezzik.

Legyen a vizsgalt rendszeriink egykomponensii izolalt idedlis gaz, amelynek allapotat
a bels6 energia, a térfogat és a részecskeszam jellemzi. Célszeri figyelembe venniink,
hogy a bels6 energiat valéjaban sohasem ismerjiik egész pontosan; engedjiik meg, hogy
az értéke az (U — dU, U) intervallumban legyen. Ezt a feltevést az entrépia-szamitdsi
madszeriink koveteli meg (a térfogatndl és a részecskeszdmnél kezdettdl fogva megen-
gedhetjiik azt az idealizdciét, hogy pontosan ismerjiik 6ket). Latni fogjuk azonban,
hogy a végeredményként el6allé entropia-képletbdl 6U kiesik, és ezért a belsé energiat
is tekinthetjiik praktikusan rogzitettnek.

Az U, U, V, N paraméterekkel jellemzett makroallapothoz jél meghatarozott
mikroallapotok tartoznak. Ezek a 6N dimenzids fazistérnek azon pontjai, amelyekhez
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az (U — 60U, U) intervallumba es6 kinetikus energia tartozik (itt hasznaljuk ki, hogy
a gaz idedlis), és amelyeknek a koordindtdi a V' térfogaton beliil vannak. Nevezziik
ezt a tartomanyt a fazistér megengedett tartomanydnak. A megengedett tartomanyon
kiviil es6 fazispontok valdszinlisége az adott makrodllapotban zérus.

A megengedett tartomédnyon beliili fazispontok valésziniiségét a maximadlis in-
formdcidhidny elve alapjdn hatdrozzuk meg. Az informécié-mennyiség B) tulajdonsiga
szerint egy mikroallapot megfigyelésekor abban az esetben jutunk a maximalis le-
hetséges informécidhoz, ha a megengedett tartomanyba esé mikroallapotok valészintiségei
egyformdk. Jeloljik a megengedett tartoményba es6 mikrodllapotok szdmdat (ezt
késébb hatdrozzuk meg) I'-val. Akkor

Az i a megengedett mikroallapotokat indexeli. Ezt a valészintiségi eloszlast nevezik
mikrokanonikusnak.
A mikrokanonikus eloszldsoz tartozé

1 o 1
I= _f;IOgQF =log, I'.

informéciémennyiség a mikroallapotok szamanak 2-es alapt logaritmuséval egyenld.
Alapfeltevésiink szerint az izolalt idealis gaz entropidja ezzel az informécié-mennyiséggel
ardnyos'”:
S=K-InT. (100)

Ez a képlet a nevezetes Boltzmann-formula'®. Az a feladatunk, hogy kiszdmitsuk a
benne szerepl6 I'-t.

4.38. A mikroallapotok szama

A klasszikus mechanika felfogdsa szerint a fazistér megengedett tartomanyaban min-
den fazispont egy-egy lehetséges mikroallapot. Ezeknek a szdma nyilvan végtelen,
de itt jon segitségiinkre a kvantumelmélet: a mikroallapotok nem kiterjedés nélkiili
pontok, hanem van valamekkora térfogatuk. Ezeket a kiterjedéssel bir6 elemi fazistér
tartomanyokat nevezik faziscelldknak. A T' tehdt nem més, mint a faziscelldk szdma
a fazistér megengedett tartomanyédban.

Legyen a fazistér megengedett tartomanyanak ”fazistérfogata” AQ (dimenzidja
[impulzus]*N x [koordinata]®V), az egyes faziscellak térfogata pedig legyen o3V (késébb
megmutatjuk, hogy o = h = 2wh). Akkor nyilvén

17Felhasznéltuk, hogy I’ 2-s alapi logaritmusa, a természetes logaritmusédval ardnyos.
18Boltzmann a valészintiségekkel operélt, az informéacié fogalmat nem hasznalta, és amit mi ma-
ximalis informéacié-hidnyként hatdrozunk meg, 6 maximalis rendezetlenségnek tekintette.
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=—+ (nem végleges). (101)

A AQ kiszamitdsa a hdromdimenzids térfogat kiszamitdsara szolgdld
V= / dx - dy - dz

képlet analogonja:

AQ = / dqidpy - dgadps - - - dgzndp3n. (102)

Ezeket az integralokat arra térrészre, vagy fazistér-részre kell elvégezni, amelynek
a térfogatat ki akarjuk szamitani. Idedlis gaz esetében ennek a térfogatrésznek a
kijelolése a kovetkezd modon torténik.

El6szor is a g-k és a p-k helyett hasznaljuk a feladathoz jobban simulé =1, y1, 21, ...,
TN, YN, ZN , Piz, Ply, Piz,---» PNz PNy, PN- jeloléseket. A fazistérnek azok a pont-
jai tartoznak a megengedett tartomanyba, amelyekre

ﬁ:(xiv yi’ ZL)EV (7;:1727"'7N)7

valamint
1
U= 06U < 5—(pls +Ply + Pl + -+ Pho + Py TP82) S U. (103)

Az els6 feltétel azt fejezi ki, hogy mindegyik molekula legyen benne az edényben, a
masodik pedig azt, hogy a belso energia — amely idedlis gadznal a kinetikus energiaval
egyezik meg, — legyen az (U — 6U, U) tartomanyban.

Vildgos, hogy az adott esetben (102)-ben a koordindték szerinti integralds tri-
vialis, és V¥-re vezet. Az impulzusok szerinti integral pedig egy olyan 3N-dimenziés
gombhéj térfogata, amelynek kiils6 sugara P = v/2mU, bels6 sugara pedig P — §P =
V2m(U — §U) (ekkor irhaté ugyanis az impulzusokra vonatkozé feltétel

(P —6P)* < (pT, + piy + DL+ o+ D + Dy + P2) < P?

alakban).

Egy n-dimenziés R-sugard gomb térfogata c,R"-el egyenld, ahol ¢, egy meg-
hatdrozott (7-t tartalmazd) dimenziétlan konstans. Ezért a fézistérfogat a kdvetkezd
kifejezéssel egyenlo:

AQ = ¢y [PPN — (P —oP)*N] - VN, (104)

Ezt a kifejezést azonban korai lenne behelyettesiteni (101)-be, mert ez utébbibdl
— mint a kovetkezo fejezetben megmutatjuk, — még hidnyzik egy lényeges elem.
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4.39. Az entroépia additivitasa és a GGibbs-faktorialis

Az entrépia additivitdsa abban nyilvanul meg, hogy S = N-s, ahol s az egy részecskére
juté entrépia, amely mdr csak v = V/N és u = U/N fajlagos mennyiségektdl fiigg,
N-t6l kiilén nem. Valéban, az S(U,V, N) homogén els6foku fiiggvény, ezért dtirhatd
N -S({U/N,V/N,1) = N - s(u,v) alakba. A (100) Boltzmann-formula akkor teljesiti
ezt a kovetelményt, ha a I' kizdrélag a hatvanykitevében tartalmazza N-t, azaz v~
alaki és v csak v, u fiiggvénye. A (101) I'-ja azonban a AQ (104) képlete alapjan
nem ilyen.

Els6 ranézésre a AQ-beli ¢y [P3N —(P—0P)3N] tényezd 1atszik problematikusnak,
de nem itt van a baj: A kovetkezo fejezetben megmutatjuk, hogy ez a tényezé a kivant
(N-t6l fiiggetlen valami)V alaki.

A problémét a V¥V tényezd jelenti. A V ugyanis maga ardnyos N-el (V = N -v),
ezért ennek a tényezének koszonhetéen I tartalmaz egy NV szorzét, és ez az, ami az
entropia additivitdsat elrontja.

Gibbs jott ra arra, hogy ez a probléma megszlinik, ha feltételezziik, hogy azok
a fdzispontok, amelyek csupdan az egymdstol megkiilonbiztethetetlen részecskék fel-
cserélésében (szdmozdsi sorrendjében) killonboznek egymdstdl, ugyanazt a mikrodllapotot
hatdrozzdk meg, ezért a mikroallapotok leszamlalasanal csak egyszer kell figyelembe
venni 8ket. Ez a hipotézis azzal a kovetkezménnyel jar, hogy (101) nevezdjébe még
be kell irni egy N!-t (Gibbs-faktoridlis). Egy N egyméstél megkiilonboztethetetlen
részecskét tartalmazé gazban ugyanis N! médon lehet az 1,2, ..., N indexet kiosztani
a részecskék kozott.

A mikrodallapotok szamat meghatarozé képlet korrekt alakja tehat a kovetkezo:

AQ
= N1 53N (105)

Most még meg kell mutatni hogy a Gibbs-faktoridlis valéban kompenzélja a V-
b6l szarmazé NN-t. Errdl a Stirling-formula segitségével gy6zédhetiink meg, amely
azt mondja ki, hogy nagy n-re (praktikusan n > 100-ra)

n! = (ﬁ>n lnn!:n-ln(ﬂ) =n(lnn—1).
e e

A Gibbs-faktoridlis a AQ-beli VN-el egyiitt vV alaki kifejezésre vezet, amely Gssz-
hangban van az en‘%épia ]%dd]i\;civitéséval. Valéban, a Stirling-formula elsé alakjabdl
kovetkezik, hogy N %
N-t.

Tobb kiilonbozé fajta részecskébol allé rendszer esetében a Gibbs-faktoridlis alak-
ja értelemszertien mddosul. igy ha a géz a és b tipusd molekuldkbol all, amelyek
kisérletileg megkiilonboztethet8k egymédstdl, akkor a mikroéllapotok szdma I'-rél I"-
re valtozik:

= (e-v)V, és ez csak a hatvanykitevében tartalmazza

AQ

/I
= Na!Nb! . O’3N

(N = N, + Np),
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hiszen csak az egyméstol megkiilonboztethetetlen részecskék felcserélése nem vezet 1j
mikrodllapotra.

Eddigi képleteink mar elegendék ahhoz, hogy a keveredési entrépiat kiszamithassuk
és egyben jobban megérthessiik az eredetét. Ha I'-ban és I'-ben AQ és N ugyanaz,
akkor a belsé energia, a térfogat és a részecskeszam mindkét esetben ugyanaz, és
az S = K - InT entrépia csupan azért kiilonbozik S = K - InTV-tél, mert az els6
esetben a giaz egykomponensi, a méasodikban pedig két komponens elegye. Ennek
kovetkeztében az S = KInT és az S’ = K InT’ fogalmilag azonos a 4.20 fejezetben
haszndlt S és S’ entrépidval, ezért jelolhettiik ket ugyanugy. Teljesiilnie kell tehdt a

ASper =8 — S = KInN! — K In(N,! - Ny!)

reldciénak.
Azonos-e ez a képlet (53)-al? A Stirling-formula alapjan a kovetkezd alakban
irhaté:
N

N
ASpey =K -[NInN — N,InN, — NyIn N = K - [N,In — + N, In —
N, N,

Ahogy vartuk, a K faktortdl eltekintve ez a kifejezés valéban megegyezik a 4.20
fejezetben a keveredési entrépidra felirt (53) képlettel. Haszndljuk fel ezt a ”majdnem
egyezést” a mindeddig szabadon hagyott K megvalasztasira: legyen K = 1, vagy —
ami ugyanaz, — a Boltzmann-formuldabdl hagyjuk el a K-t. A Boltzmann-formula
ennek kovetkeztében az

S =1InT (106)

(végleges) alakot olti, (InT”—InT") pedig faktorokig bezdrdlag egyenld lesz a keveredési
entrépiaval.

Az informacié-mennyiség egységét célszerii ujradefinidlni gy, hogy a lehetd leg-
jobban simuljon az entrépiahoz. Ennek érdekében az egyszerii alternativahoz tartozd
informaciomennyiséget a tovabbiakban nem 1-el, hanem In 2-vel vessziik egyenlének.
Ehhez csupan annyi sziikséges, hogy a Shannon-képletben a kettes alapti logaritmust

n

természetes logaritmussal helyettesitsik: I = — Z p; Inp;. Ilyen valasztds mellett
i=2
az entrépia egyenld (nem pedig ardnyos) a maximaélis informdcidhidnnyal: S = L,qz-
A keveredési entropia oka az, hogy — azonos U, V, N mellett — az elegynek tobb
mikrodllapota van, mint a homogén (egykomponensii) giznak; de ez csak azért van
igy, mert a megkiilonboztethetetlen részecskék felcserélése nem ad 1j mikrodllapotot.
Ha 1j allapotot adna, a Gibbs-faktoridlissal nem kellene osztanunk, és tiszta giz és
az elegy entrépidja megegyezne egymassal (de ez az entrépia nem lenne additiv). A
keveredési entrépia annak kovetkeztében jon létre, hogy tiszta gaznal nagyobb Gibbs-
faktoridlissal kell osztanunk, mint elegynél (21.4bra).

87



A mikroallapotok
szdma

AQ tiszta gaz elegy
3N

A Gibbs-faktorialis hatasa

A RS T

N,IN, o™

AQ
Nlg™

21. abra

4.40. Az idedlis gaz entropijdja a Boltzmann-formula alapjan

A (104) mutatja, hogy AQ kiszdmitdsa érdekében foglalkoznunk kell az n-dimenzids,
R sugaru gomb térfogataval. Dimenzié-okokbdl ez bizonyosan V,, = ¢, R"™ alaku.
Megmutathatd, hogy

(2m)"/2 /2 )
n(n—2)..42 (ﬁ>! 1t paros
2

Cp =
2(n+1)/2 . ,n_(nfl)/Q
n(n —2)..3.1

n paratlan.

Csak az az eset érdekel benniinket, amikor n nagyon nagy (”Avogadro szamnyi”).
Ekkor eliinik a kiilonbség péaros és paratlan dimenzié kozott, és a Stirling-formula
alapjan

B 71_71/2 B (267‘(’)"/2
Cn = ( n )71/2 - nn/2
2e

Ezért n — oo-nél az n-dimenziés gomb térfogata
R2 n/2
V, = |:27T€ . ] .
n

88



A (104)-ben egy gombhéj térfogata szerepel, vizsgiljuk meg ezért a gdmbhéj
térfogatdnak

képletét nagy n-nél. Nyilvan

o - (45

< 1, n névekedésével 0V,, — V,,: akdrmilyen kicsi legyen is R, ha n

Mivel R-oR
elég nagy, a 0 R vastagsagu feliileti réteg térfogata lényegében kimeriti a gdmb egész
térfogatat.

Az n-dimenzids gombnek ez a furcsa tulajdonsaga az oka annak, hogy az 6nkényesen
valasztott U kiesik az entrépia képletébol — a mikrodllapotok szama a részecskék
rendkiviilien nagy szdma (a fazistér rendkiviil magas dimenzi6ja) miatt egyszeriien
nem érzékeny arra, hogy a (103)-ben definidlt gomb feliileti tartomdnyét konkréten
milyen dU vastagsdgira valasztjuk. A (104) szogletes zdrdjelében a magas dimen-
zibszam miatt a masodik tagot egyszertien el lehet hagyni. A VN-t szorzé tényezd
ezért a P2 = 2mU egyenléség felhasznéldsaval a

p213N/2 9 3N/2
csn P3N = [271'6- 3]\[} = [271'6 . ;nu]

kifejezésre redukalédik, ami az additivitdshoz sziikséges (N-t6l fiiggetlen valami)™v
alakt.
* Kk

OSszegyﬁjtve eddigi eredményeinket a mikroallapotok szamara a kovetkez6 képletet
kapjuk:

3N/2
[27re- 2mu] - (ev)V

AQ 3
r = Nlg3N ~ o?N N
o /3)3/2 . ¢5/2 . (9m)3/2 N
[< nf3PVE 7 QPR a2 } —[er a2 0N, (107)
o
ahonnan
S=N [n + ln(ug/Qv)} , (108)
3/2 . ,5/2 . 3/2 3/2
n:ln(27r/3) € (2m) :§,1n 3 o’ z§—lno¢.
o3 2 dmm 2
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Ezzel megkaptuk az entrépidra ugyanazt a képletet, amelyet kordbban az empirikusan
ismert allapotegyenletekbol vezettiink le. A levezetés a k-t is megadta, ebbdl leolvas-
hatjuk annak az a paraméternek az értékét is, amelyet a 4.17 fejezetben a kémiai
potenciallal kapcsolatban vezettiink be:

3/2 aN 3/2
a= (3> o = (37Th > . (109)
4mm m

Mint mér jeleztiik (és a kovetkez6 fejezetben be is bizonyitjuk) a o a h Planck-
allandéval egyenl6é és annak kovetkeztében keriil be az entrépia (és a kémiai po-
tencial) képletébe, hogy a kvantummechanika szerint az allapotok nem matematikai
értelemben vett pontok a fazistérben, hanem kiterjedt cellak, amelyek mérete a kvan-
tumelmeélet alapjan hatarozhaté meg.

4.41. A faziscellak fazistérfogata

Tekintsiink egy V' térfogatba bezart tomegpontot, és a o-t ismertnek tételezve fel
szamitsuk ki, hany faziscella van a részecske fazisterének abban a tartomanyéaban,
amelyben az energidja kisebb, mint egy megadott e. Jeloljiik az ilyen faziscellak
szdmat n.(e)-al.

A 6 dimenziés (N = 1) fzistér azon pontjai, amelyek e-ndl kisebb energidji
4 4
mozgésallapotokhoz tartoznak, egy WTP -V o= §(2me)3/ 2.V fézistérfogati tar-

toményt toltenek ki (az e-hoz p = v/2me impulzus tartozik). Ha ezt elosztjuk o3-el,
a mikrodllapotok tényleges szdmét, n.(e)-t kapjuk eredményil:

4 2 3/2
ne(e) = — . @me)~ V. (110)

3 o3

Tekintsiik most ugyanezt a feladatot a kvantummechanika szempontjabél. A kvan-
tummechanika szerint a V' térfogatba zart tomegpont energiaja kvantdlt. Jeloljik
az e-ndl kisebb energidju kvantumallapotok szdmét ng(e)-al. A Kvantummechanika-

jegyzet 2. és 68. feladataban lattuk, hogy a dobozba zart témegpont energianivéit

az
232 2 2 2
m™h* [ n n n

Enznynz = o <a§ + Fg + c;) (nwy Ny, Ny = 1a253? )

képlet hatdrozza meg (az a, b ¢ szdmok a doboz z, y, z irdnyd élhosszisdgai).
A keresett n(e) nyilvdn azon pozitiv egész szdémhdrmasok szaméval egyezik meg,
amelyekhez e-nal kisebb energia tartozik, vagyis amelyek kielégitik az

€ (ng, ny, n,=1,2,3,..) (111)

feltételt.
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Az

22y 22 2m

Z et o

egyenlet ellipszoidot hatdaroz meg, amelynek féltengelyei

[ 2m [ 2m [ 2m
A:G,' W'E B:b W'E C:C' W'G.

Ezek dimenziétlan mennyiségek. A (111)-t kielégité z = ng, y = ny, 2 = n, pontok a
derékszogli koordindtarendszer azon rdcspontjai, amelyek az ellipszoidon beliil (vagy
az ellipszoid feliiletén) fekiisznek, és a pozitiv térnyolcadban helyezkednek el. Az ilyen
racspontok szama megegyezik az 1 x 1 x l-es elemi kockak szamaval ugyanebben a
tartomanyban, azaz az ellipszoid térfogatanak egynyolcadaval és ez egyben a keresett
ng(e) is:

(112)

_ 1 4n-ABC 1 dn (2me)\M? L dw (2me)*)?
%@—8‘3—81y<ﬁm) b= ey
Ez a képlet majdnem pontosan megegyezik az n.(e) (110) képletével. Az egyediili
kiilonbség az, hogy 2wh = h all a ¢ helyén. Ez az egyezés nem lehet véletlen: arra
utal, hogy a fdziscelldk és az energiaszintek kolcsondsen megfeleltetheték egymdsnak,
amibdl pedig egyenesen kovetkezik a

oc=2rh=nh

egyenléség, amint arra mar korabban utaltunk. Ez az egyaltalan nem nyilvanvalé egy-
beesés biztositja a korrespondencia elv (Kvantummechanika, 3.14 fejezet) teljestilését
a klasszikus- és a kvantum-statisztikus fizika hataran.

A tovéabbiakban tehat nem sziikséges megkiilénboztetniink n.(e)-t ny(e)-tol, ezért
az e-ndal kisebb energigju faziscelldk vagy kvantumallapotok szamara az index nélkiili
n(e) jelolést fogjuk haszndlni:

4 (2me)3/?
n(e) =35 - @) (113)

Megjegyzés: Az ng4(e) szamitdsandl hallgatélagosan feltettilk, hogy az a feliileti
réteg, amelyben bizonytalan, hogy egy adott (ng, n,, n.) koordindtiji pont az el-
lipszoidon beliilre vagy kiviilre esik, elhanyagolhat6 térfogatu az egész ellipszoidhoz
képest. Ez nyilvan annal inkabb igaz, minél tobb 1 x 1 x 1-es elemi kocka fér el a
(112) ellipszoid belsejében, azaz minél jobban teljesiil az n(e) > 1 egyenlétlenség.
Az n(e) becslését végezzilk — mondjuk, — szobahdmérsékletnek megfelel$ energidnal
(e ~ 10721 J), m pedig legyen a hidrogénatom témege (m ~ 10727 kg). Ekkor
n(e) ~ 103 -V ahol V-t m3-ben kell kifejezni. Mint latjuk, az n(e) > 1 relacié még
1 pm? nagysagu térfogatban is nagyon jél teljesiil.
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29.Feladat: Hatdrozzuk meg egy V térfogati dobozba zart részecske olyan energia-
sajatéllapotainak szdmdt, amelyeknek energidja az (e, € 4 de) intervallumba esik.

Megoldds: A (113) differencidldsa alapjan

(2m)3/2. v

dnle) = 472h3

Ve de.d (114)

4.42. Termodinamikai-mechanikai parallelizmus

Az entrépia értelmezése az informécié fogalméan keresztiil sikeresnek mondhaté, mi-
vel természetes médon elvezetett az idedlis gdz fundamentélis fliggvényéhez. Ez az
értelmezés abbdl indult ki, hogy az entrdpia spontdn véltozdsa — az informaécié-
hidnyhoz hasonléan, — csak a novekedés lehet. Felteheté azonban a kérdés, igaz-e,
hogy a Boltzmann-formula altal meghatarozott entrépia az ismert fizikai torvények
alapjan zart rendszerek esetében sohase csokken.

A kérdésre a (kvantum)mechanikdtél varjuk a vélaszt. Léttuk ugyanis (4.33
fejezet), hogy ha az Osszes szabadsdgi fokot figyelembe vessziik, a gdz mechanikai
rendszerré vélik. Ezért elvarhatd, hogy a termodinamikai (statisztikus) torvények
ne mondjanak ellent a mechanika torvényeinek, sot, legyenek ez utébbiak kovet-
kezményei. Ezt az elvarast nevezziik termodinamikai-mechanikai parallelizmusnak.

Az 1.Fé6tétel jol mutatja, hogyan miikdédik ez a parallelizmus. A termodina-
mikaban héitadéasrol beszéliink, de allitasainkat ki tudnank fejezni a molekuldk me-
chanikai energidjan keresztiil is. Ezért hasonlithaté Ossze a héatadds nagysdga a
rendszer altal végzett mechanikai munkaval.

A 2.Fététel esetében a parallelizmus igazolasa lényegesen nehezebb, és nem tekint-
heto teljesen elintézettnek. Mindenekel6tt fogalmazzuk meg a feladatot a lehetd leg-
egyszeribb esetre: a rendszer legyen V térfogatba zart izolalt idedlis gaz, a molekulak
legyenek kis, klasszikusan mozgé golyéceskak, amelyek kizardlag rugalmas titkozéssel
hatnak koleson egymadssal (golyémodell).

Adjuk meg t = 0-ban a rendszer pontos kezdéallapotdt (az Gsszes goly6 helyét és
sebességét), amely egy pont a rendszer 6N dimenzids fdzisterében. A kezdéfeltételek
tetsz6legesen vélaszthatok. A szabad tagulasnak példaul az felel meg, hogy a kezdOkoordinatak
mind az edény egy részéhez — mondjuk az egyik feléhez — tartoznak.

t > 0-ban a rendszer &llapotat jellemd fazispont a fazistér megengedett tar-
tomdnydban (Id. a 4.37 fejezetet) meghatdrozott fazistrajektdriat ir le. Ezt a pdlyat
a kezd6allapot és a rugalmas iitk6zés (a mechanika) torvényei egyértelmiien meg-
hatarozzdk. Azt varjuk azonban, hogy bizonyos id6 eltelte utdn bedll a termodinami-
kai egyenstly, amelyben a fazispont taldlati valésziniisége a megengedett tartomany
Osszes faziscelldjdban ugyanakkora (mikrokanonikus eloszlds). De ez csak abban az
esetben kovetkezik be, ha a fazistrajektéria tetszéleges kezddallapot'®esetén egyenle-

19Valéjaban ez til erds kivetelmény. Ha pl. az dsszes molekula kezdSsebessége pontosan merSleges
az edény alaplapjara, és a molekuldk alaplapra vetett arnyékai seholsem fedik at egymadst, akkor ez
a helyzet minden kés6bbi idGpillanatban fennmarad. De ha ezeket a feltételeket tetszélegesen kis
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tes stirtiséggel tolti ki a fazistér megengedett tartoméanyat, és a fazispont a megenge-
dett tartomany egyenld fazistérfogati részeiben azonos idét tolt (ergod hipotézis).

A kérdés most médr nagyon egyszeriien foltehetd: érvényes-e az ergod-hipotézis?
Ha érvényes, akkor — legaldbb is a targyalt modellben, — az entrépia névekedés
torvénye a mechanika kovetkezménye. Adott U, V (és N) mellett ugyanis nincs
olyan részleges egyensilyi allapot, amelyhez tobb faziscella tartozna, mint amennyit
a fazistér egész megengedett tartomanya tartalmaz.

Amilyen egyszerl a kérdés, olyan nehéz a valasz. A matematikanak kiilon aga —
az u.n. ergodelmélet — foglalkozik vele mar évtizedek ota. Sinai nevéhez fiizédik a 60-
as évek fontos eredménye, amely szerint a golyémodell csaknem minden kezddfeltételre
ergodikus.

A fizikust nem nagyon zavarja, hogy a kezdéfeltételek koziil ki van zarva egy
megszamldlhatéan végtelen szdmi elembdl &ll6 halmaz (ezt jelenti a ”csaknem min-
den” kitétel). A redlis esetekben a kezdéfeltételek igysem abszolit pontosak, és ha a
tétel majdnem minden kezddfeltételre igaz, akkor végtelen sok olyan pontra igaz, ame-
lyet a véges pontossagu kezddfeltétel tartalmaz. Az is lehet, hogy a 2.F6tétel tapaszta-
lati érvényességében lényeges, hogy teljesen zart rendszer valéjaban nem létezik. Ha ez
a helyzet, akkor a matematikai modellekbe bele kellene venni valamilyen véletlenszerii
kis kiils6 behatast. Ezt — valésziniileg — azért nem teszik szivesen, mert magaban
hordja a hibés kor veszélyét: a kiilso hatas véletlenszertisége egyenértékii feltevésnek
bizonyulhat az entrépia-elvvel, amelyet igazolni akarunk.

X ok ok

A termodinamikai-mechanikai parallelizmus nevezetes problémaja a reverzibilitdsi
paradozon.

A mechanika és a kvantummechanika invarians az id6tiikrozéssel szemben (Kvan-
tummechanika jegyzet 3.41 fejezet). Ennek az a kovetkezménye, hogy ezekben az
elméletekben az izolalt rendszerek allapotait nem jellemezheti olyan fizikai mennyiség,
amely a mozgas soran csak novekedhet. Ha lenne ilyen, akkor egy véges ideig tarto
mozgas végallapotdnak és kezddallapotanak felcserélésével nem kaphatnank ujra le-
hetséges mozgast, marpedig az id6tiikrozési invariancia lényegében ezt engedi meg.
Hogyan lehetséges az, hogy a termodinamikaban, amelynek torvényei a mechanikén
alapulnak, mégis van ilyen ”egyiranyban valtozd” fontos mennyiség? Ezt a problémat
nevezik reverzibilitasi paradoxonnak.

Ha az ergodicitas altalanos bizonyitdst nyerne, a reverzibilitds problémaja is meg-
oldédna. Jeldljik a ¢t = 0-beli kezd8allapotot A-val. Elegenden hosszi idé milva,
amikor a rendszer mdr egyensilyban van, (hipotetikus) részletes megfigyelést végziink
a rendszeren, és azt talaljuk, hogy mikroédllapota B. Addigra azonban a fazispont mar
siirlin bejarta a fazistér megengedett tartomdnyét (ezt jelenti az, hogy kialakult az
egyensuly), és mds megfigyelési idépontokat vélasztva a tobbi mikroallapotot ugyan-
ilyen valdszintiséggel talalhattuk volna.

mértékben megsértjiik, a mozgds ergodikussa valhat.
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Inditsuk most a t = 0-ban a rendszert B id6tikrozottjébdl (az idétiikrozott
allapot fazispontjanak koordinatdit ugy kapjuk, hogy az eredeti fazispont impulzus-
koordinatainak eléjelét megvéltoztatjuk). Ha ugyanannyi idé elteltével meghatarozzuk,
melyik mikroallapotban van éppen a rendszer, a mechanika id6tiikrozési invarianciaja
miatt A id6tiikrozott dllapotét talaljuk. De erre az idére a fazispont jra siirtin bejarta
a fazistér megengedett tartomanyat, tehdt ugyanaz az egyensulyi dllapot alakult ki,
mint elébb.

Ha pl. az A allapot olyan, hogy a molekuldk mind az edény egyik felében van-
nak, a fazispont hamar olyan tartoméanyaba keriil a fazistérnek, amely egyenletesebb
térbeli eloszlasu allapotokat tartalmaz. Azoknak a részleges egyensilyi allapotoknak
a fazistérfogata ugyanis, amelyek egyre kevésbé homogén térbeli eloszlasnak felelnek
meg, rohamosan csokken. Marpedig ha az ergodicitas teljesiil, teljesiil a mikrokanoni-
kus eloszlas is, amelyben az ilyen részleges egyensilyi dllapotok valdszinilisége nagyon
kicsi. De nagyon ritka fluktudcioként még a rendkiviil inhomogén eloszlasok is meg-
valésulhatnak. Ezért nem jelent problémat, hogy a B idotiikr6zottjébdl inditva a rend-
szert (ami nagy val6sziniiséggel homogén térbeli eloszldsnak felel meg), a fézispontnak
at kell haladni A idétiikrozottjén (amelyben a molekuldk az edény egyik felében van-
nak). Amig ugyanis tjra egy ilyen helyzet &ll eld, csillagdszati idé telik el.

Mindez persze csak akkor érvényes, ha a mozgds ergodikus. De ha a klasszikus
mechanikdban ezt be is lehetne 1atni, még mindig kérdés, igaz marad-e a kvantum-
elméletben.

4.43. A kanonikus eloszlas

Lattuk, hogy az U, V, N paraméterekkel jellemzett zart rendszer mikroallapotai
meghatarozott tartomanyt foglalnak el a fazistérben, ezért a mikroallapotok I' szama
ardnyos ennek a tartomanynak a fazistérfogataval. A maximalis informacié-hidny elve
alapjén minden ide tartozé mikrodllapot valdsziniisége ugyanakkora, vagyis 1/T-val
egyenld (mikrokanonikus eloszlds). Ebb&l mar kovetkezik az entrépidra a Boltzmann-
formula.

Termosztatba helyezett rendszernél ez a gondolatmenet nem megy. A rendszer
ugyanis energiat tud cserélni a termosztattal, és kozben bamilyen nagy energiara szert
tehet. Ennek kovetkeztében az egész fazistér megengedett, fazistérfogata végtelen, és
ha a mikrodllapotokat egyenlo valdsziniiséglinek akarnank tekinteni, nulla valésziniiséget
kapnank.

Nem is lenne azonban logikus az a gondolat, hogy 7" hémérsékleti termosztatba he-
lyezett rendszer minden mikroallapota egyenl6 valdszintiségii. Nyilvanvald, hogy a ter-
mosztat homérséklete valamilyen médon kitiinteti a T-hez kozeli energiaju allapotokat,
és ezt a mikrodllapotok valdsziniiségi eloszlasaban valahogy figyelembe kell venni.

Ezt a kovetkez6 moédon tehetjik meg: amikor a maximadlis informécié hidny
elvének megfeleléen megkeressiik azokat a valdsziniliségeket, amelyek I-t maxima-
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lizaljak, a

normaldsi feltétel mellett még azt is eldirjuk, hogy a gaz dtlagenergidja legyen egy
meghatarozott U-val egyenlo:

ZEipz'*U:O,

ahol FE; az i-k mikrodllapot energidja (a képletek egyszeriisitése érdekében diszkrét
energiaspektrumot képzeliink el és majd utébb tériink &t a folytonos energidkra).

A mikrokanonikus és a kanonikus eloszldsban tehat kozos, hogy az entrépiat abbdl
a feltevésbol kiindulva hatarozzuk meg, hogy az U-n, a V-n és az N-n kiviil semmilyen
més informéciénk sincs a rendszerrdl (informécié-hidnyunk maximélis). A két eloszlds
kozott a kiilonbség az U értelmezésében van. A mikrokanonikus eloszldsban U = U,
a kanonikusban U = (U).

Mivel az entrépia nem mds, mint a maximaélis informaciéhidny (S = Iz ), €zért
a feladat az, hogy a fenti két kényszerfeltétel mellett megkeressiik azokat a p;-ket,
amelyek az I = — )", p;In p; informacié-mennyiséget maximalizaljak.

A feltételes szélsdérték szamitds szabdlyai szerint (1d. a Fiiggeléket) a

¢ = *Zpihlpi -\ (Z]h — 1> Y <ZElp'L - U)

feltétel nélkiili széls6érték problémajat kell megoldani:

0P
ap‘ :—1npi—1—)\1—)\2Ei=0,
ahonnan
era b (A 41)
pi = 7 Z = e\ M,

A )\i-t helyettesité Z-t az elsé kényszerfeltételbol lehet meghatdrozni:
Z = Z e~ 2B
i

A )5 termodinamikai jelentése a Fiiggelék (8) képlete alapjén dllapithaté meg. Mivel
a feltételes maximumban I értéke az entrépiaval egyezik meg, ezért

L5 _1
TeUu T T
A keresett valészintiségi eloszlas végleges alakja tehat a kovetkezd:
L _pyr
iy = = vy 115
pi= e (115)
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amelyben

Z =Y e /T (116)

Ezt a valdsziniiségi eloszlast nevezziik kanonikus-, vagy Gibbs-eloszldisnak. A Z neve:
statisztikus 0sszegq.

A mikrodallapotok valdszintliségeinek ismeretében felirhatjuk a T-hémérsékletii ter-
mosztétba helyezett rendszer entrépiajat. Az S = — 3 . p;In p; képletben a logaritmus
alatti valészinliséget helyettesitsiik a (115) alapjdn:

S:—Zpi (—?—h’lZ) :%ZP’EZ—’_IHZZPZ

A kényszerek kihasznalasaval innen azt talaljuk, hogy

S:%+1HZ.

Ez a képlet sugallja, hogy célszerli attérni a szabadenergiara:

F=U-TS=-ThZ=-Th Y e /T (117)

Az E; energidk (a termodinamikai szempontb6l fontos mennyiségek koziil) a térfogattol
és a részecskeszamtol fliggnek, ezért (117)-bdl a szabadenergiat a T, V, N természetes
valtozdk fliggvényében kapjuk meg. Derivalassal szarmaztathatjuk az allapotegyenleteket
és veliik a rendszer egész termodinamikéjat. A (117) képlet tehdt (az egyik) hid, amely
lehetévé teszi, hogy a rendszer mikroszképikus sajatossagai alapjan kiszamithassuk
a termodinamikai jellemz8ket. A mikroszkdpikus és a termodinamikai (makroszké-
pikus) tulajdonsdgok kozott a statisztikus Osszeg kiszdmitdsdval lehet megtaldlni a
kapcsolatot.

A klasszikus mechanikdban az energia lehetséges értékei folytonosak, ezért a sta-
tisztikus Osszeg ilyenkor valdjadban integréldst tartalmaz (a kovetkezd fejezetben erre
latunk példét). A kvantumelmélet szerint azonban az energiaspektrum lehet diszkrét,
ilyenkor a statisztikus 6sszeg valéban Gsszeg.

4.44. A Maxwell-Boltzmann eloszlas

Ebben a fejezetben az egyatomos idealis gazt vizsgaljuk a kanonikus eloszlas segitségével.
Szémozzuk meg gondolatban a molekuldkat. Az ideélis gdznak mint egésznek a kvan-
tumallapotait jellemz6 4 index nem mas, mint az egyes molekuldk kvantumallapotait
meghatarozo indexek osszesége: 1 = ji, ja, ..., jn. Ez a jelolés azt fejezi ki, hogy a gaz
indext allapota az, amelyben az 1.szdmu molekula az ¢;,, a 2.szamu az €, s {.t. ener-
gidju kvantumallapotban van. Ez utébbi kvantumallapotok a V' térfogati dobozba
zart részecske egy-egy lehetséges energia-sajatdllapota, amelyekrol a 4.37 fejezetben
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volt sz6. A Kvantummechanika-jegyzet 2. és 68. feladata szerint a j1, jo stb. indexek
mindegyike valdjaban hdrom pozitiv egész szdmot helyettesit: pl. ji1 = 114, n1y, n12.

A molekuldk fiiggetlensége miatt E; = ¢;, + --- + €, ezért a (116)-beli dsszeg
minden tagja szorzatta alakul:

eiEi/T = efﬁjl/T . €7€j2/T .. 6*51'N/T7

és az Osszegzést az egymdstol fliggetlen 71, jo, ..., Jn szerint kell elvégezni:
i Ji J2 N

A jobboldalon az egyes 0sszegek csak az 0sszegz06 index jeldlésében kiillonboéznek egymastol,
ezért valgjdban mindegyik pontosan ugyanaz az 0sszeg:

N

Ze‘Ei/T: Ze‘ei/T =zVN, VAl :Ze_EJ/T.
i J J

Ez a képlet azonban nem veszi figyelembe Gibbs hipotézisét (4.39 fejezet), mert
a jobboldalon kiilon tagot adnak azok az esetek, amikor ugyanazokat az €1, ...,en
energidkat masképpen osztjuk ki a részecskék kozott, vagy — ami ugyanaz, — a
részecskéket cseréljik fel egymas kozott. A hibat dgy lehet kikiiszobdlni, hogy a
jobboldalt elosztjuk az N! Gibbs-faktorialissal. fgy végeredményben

Z = %-(zl)N: (eJZVl)N.

A Z misodik alakjat a Striling-formula alapjan irhattuk fel.

Mint latjuk, az idedlis gaz statisztikus Osszegének kiszamitasa a Z; kiszamitasara
redukdlédik. A Z; annak a V' térfogati "idedlis gdznak” a statisztikus Osszege, amely
egyetlen molekuldt tartalmaz. Mivel V' makroszképikus méretii, a kvantumallapotok
olyan siirtin helyezkednek el, hogy az energiaspektrum folytonosnak tekinthet6. Ennek
kovetkeztében a sajatenergiak szerinti Osszeg integralként foghaté fel, feltéve, hogy az
integraljel alatt egy g(¢€) tényez6 segitségével figyelembe vessziik, hogy a Z; Osszegben
g(€)de olyan tag van, amelyben €; az (e, € + de) intervallumba esik:

Zy = Z eme/T = / e /Tg(e)de.
~ 0
J

A g(e) fiiggvény neve: statisztikus sily. A g(e)de szorzat nem mds, mint az (e, € + de)
intervallumba es6 energianivék szdma és ez a szadm azonos a 29.feladatban kiszamitott
dn(e)-al, amelyet (114) ad meg. Ennek alapjan

(2m)3/2.V/°° o (2m)32.v > _
7y =" de-fe e /T = L ___ 13/ dt - t'/%et,
! 47T2h3 0 ¢ \/g € 47T2h3 0 €
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A hatérozott integrél értéke @, ezért

3/2
Zl—V<mT) 5

2mh?
ahonnan
2 (2N _ (4 v\ Y
= <€N> —( onst - N ) .
Az F = —Tln Z képlet segitségével innen konnyen megkaphatjuk az idedlis gaz méar

kordbban mas mddon levezetett szabadenergidjat (20.feladat). Az ideélis gdz most
ismertetett példaja vilagosan illusztralja a standard eljarast, amely a molekularis mo-
dellbdl kiindulva a kanonikus Gsszegen keresztiil vezet a szabadenergidhoz és rajta
keresztiil az allapotegyenletekhez.

p.(€&)

TI/Z 3T/2 €

22. abra

Szamitsuk most ki a kanonikus eloszlds alapjan annak p; (€)de valdsziniiségét, hogy
az idedlis gdz valamely molekuldjanak energidja az (e, € + de) intervallumba essen.
Nyilvan

1 2
_ —E/T _ —e/T
pi(e) = —e €) = Ve-e ) 118

A (118) eloszldst a 22.abrén rajzoltuk fel. Maximuma T'/2-nél, atlaga 37T'/2-nél

van.

p.(v)

23. abra

30.Feladat: Hatdrozzuk meg a molekuldk atlagos energidjat T hémérsékleten
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Megoldas: Az atlagérték definicidja alapjan

E:/Oode-e-pl(G):L/Oode-ezg/Q-e_g/T:E/Oodt-t?’m-e_t.
0 \/ﬁ 0 ﬁ 0

3 3
A hatarozott integrél értéke ﬁ, ezért € = §T7 ami nem mas, mint az egyatomos
Uu 3
idedlis gaz = §T jol ismert dllapotegyenlete.de

31.Feladat: Hatdrozzuk meg a molekuldk p;(v) sebességeloszldsat.

Megoldds: A p1(v)-t a p1(v)dv = p1(e)de egyenldségbdl hatdrozhatjuk meg € =
2
% és de = mu - dv helyettesitéssel:

32.Feladat: Mi a valdsziniisége annak, hogy egy molekula sebessége adott v =
(vg, vy, v;) kozelébe essen?

Megoldas:
m
1 (0] + vy +02)

P1(Vg, y, ;) - dvgduydvu, = — ¢ 2T
Z1

- g(vg, vy, v;) - dugduydu,,

amelyben g(vy, vy, v.) a ¥ sebességii mikrodllapotok statisztikus silya, a g(vs, vy, v,)-
dvzdvydv, szorzat pedig a

1 1 1 1 1 1
(vg — §dvgc7 v + §dvI) (vy — idvy, vy + idvy) (v, — idvz, v, + Edvz)

sebességtartomanyba esé mikroallapotok szama. Mivel p'= mu, ezért

V - dpydp,dp, V -m?
(Qwh)g - (27mh)3 Sdvgdvydv, = g(ve, vy, v,) - dvgdoydu,

ahonnan leolvashaté a g(vs, vy, v,) fliggvény. A keresett valdszinlségi eloszlds tehdt
a kovetkezd:
(V7 + vy +07)

m o\3/2 —
7> e 2T
27T
Megmutathaté, hogy ez a sebességeloszlas altalanosan érvényes, nem korlatozddik
idedlis gazokra.de

A (118) eloszlast és a sebességeken keresztiil kifejezett valtozatait nevezzitk Mazwell-
Boltzmann eloszlasnak.

pl(vaiavyavz) = (
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33.Feladat: Hany molekula verddik vissza mdsodpercenként a fal egységnyi
feliiletérol?

Megoldas: A feliilet legyen az xy sikkal parhuzamos fedélap. A ¥ sebességii
molekuldk koziil azok iitkoznek a kovetkez6 masodpercben a falnak, amelyek v, se-
bességkomponense pozitiv, és v,-nél kozelebb vannak a falhoz.

Ha a molekulék stirtisége n = N/V, akkor adott v, sebességkomponensii molekuldk
stirtisége n - p1 (v, ), ahol?®

2

m
oo o) m ——?
pl(vz) = / / D1 (Uwavyavz)dedvy = \/ ﬁvze 2T

annak valdszinliségi stirisége, hogy egy molekula sebességének z-komponense éppen
v,-vel egyenl6. Ha v, > 0, akkor az ilyen molekuldk

v(vy) =n-pi(vy) v, = — e 2T 7

iitkozést idéznek el6 a fedélap egységnyi feliiletén. Az egységnyi feliileten masodpercenként
bekovetkez§ iitkozések teljes szdmdt (v-t) gy kapjuk meg, hogy ezt a kifejezést in-
tegraljuk minden pozitiv v,-re. Az integrélds konnyen elvégezhetd, mert az integran-

dus teljes derivalt:

/DO (v.)d N T P &
v= v(v)dv, = =\ —— = ———.
0 Vv 2mm Vo2mrmT

4.45. A nagy kanonikus eloszlas

Ez az eloszlas egy olyan rendszer mikroallapotainak valdsziniiségét adja meg, amely T
homérsékletii hotartallyal és p kémiai potenciali részecsketartallyal van egyensilyban.
A mikrokanonikus és a kanonikus eloszlés rogzitett részecskeszamra vonatkozott (N =
N). Most azonban csak annyit tehetiink fel, hogy a részecskeszdm dtlagértéke rogzitett:

(N} = N.

Az I = =3, p;In p; maximumét ezért a harom
> pi—1
i
Y Epi-U = 0
i

> Nipi—N = 0
i

|
o

20A p1 (vg, vy, vz) 1-re normalt, ezért minhdrom azonos tipusi tényezéjének integréilja 1-el egyenld.
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kényszerfeltétel figyelembevételével kell kiszamitani. A mikroéllapotot jellemzo i in-
dex — az F; energian kiviil — most magaban foglalja az IN; részecskeszamot is az adott
mikroéllapotban. A mikrodllapotot tehat nem tekinthetjiik egy (kiterjedt) pontnak
valamilyen adott dimenzidju fazistérben. Az i-be beleértett N; értéke mondja meg,
hény részecskét tartalmazd mikrodllapotrol van szd, és — ennek megfeleléen — milyen
6N; dimenziéju fazistér pontjaként kell a mikroédllapotot elképzelniink.

A mikrokanonikus, a kanonikus és a nagy kanonikus eloszlasban ko6z6s, hogy az U-
n, a V-n és az N-n kiviil semmilyen mds informéaciénk sincs a rendszerrél (informacié
hidnyunk maximélis). Az eloszldsok kozotti kiilonbség U és N értelmezésében van:
a mikrokanonikus eloszldsban U = U, N = N, a kanonikus eloszldsban U = (U),
N = N, a nagy kanonikus eloszldsban pedig U = (U), N = (N).

Ezutdn mar mechanikusan alkalmazhatjuk a feltételes szélsGérték szamitds tech-
nikajat.

‘D:—Zpilnpi—)\l (Zpi—1> = A2 (ZEipi_U> = A3 <2Nipi_N> -

A megoldandé egyenletek a kényszerfeltételek, valamint a

o
Opi

:h'lpi—l—)\l—)\QEi—)\gNi:O

egyenlet. Ez utobbibdl

LB - MN) g (LA

P = Z
s 1
Ny = 22
? ou T
oS 1
Ne = 2 __F
? ON — T
Mindezek alapjan
1 (g _ .
pi=e (B — uN;)/T (119)
A Z-t a normélasi feltételbdl kapjuk meg:
zZ = Ze_(Ei — uN;) /T (120)
i

A (119)-t nagy kanonikus eloszldsnak, a Z-t pedig nagy statisztikus dsszegnek ne-
vezziik.

A kévetkez6 1épés az entropia meghatarozasa, vagyis a — » . p;In p; informaciémennyiség
értékének kiszamitdsa a maximumban. Megint célszerl csak a logaritmus alatti p;-t
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behelyettesiteni:

E; — uN; —uN
S:—Zpi (—ZTuz—an> :UTM—HHZ.

Ez a képlet konnyen atalakithatd az Q-potencidlra vonatkozd Gsszefiiggéssé:
Q=U-TS—uN=-T-In Z. (121)

Ez a képlet is alkalmas arra, hogy a termodinamikai mennyiségeket kifejezziik a mik-
rofizikai tulajdonsdgokon keresztiil. Az 0sszekotd lancszem ezuttal a nagy statiszti-
kus Osszeg. Most ratériink az idealis gazok pontos kvantummechanikai targyaldséra,
amely legegyszeriibben a (121) alapjdn torténhet.

4.46. A Gibbs-faktorialis érvényességének korlatai

A kvantummechanikaban lattuk, hogy az energia-sajatallapotokat célszerti nivéséma
segitségével dbrazolni (24.4bra). A baloldali dbra a részecske lehetséges kvantuméllapotainak
sematikus dbrazoldsa (nivéséma). A jobboldali dbra azt mutatja meg, hogy a részecske

a lehetséges dllapotok koziil melyikben van (melyiket ”t6lti be”). Ezt tgy dbrézoljuk,

hogy az illeté nivé vonalara pottyot rajzolunk.

24. abra

N = 1-nél a nivéséma minden vonala a ”rendszer” egy mikrodllapota. Egyetlen
részecske energiaszintjeit abrazolé nivéséma azonban jol hasznalhaté az egynél tobb
részecskét tartalmazé rendszerek mikrodllapotainak szemléltetésére is, noha az ilyen
rendszerek mikroallapotai mar nem azonosithatok az egyrészecske-rendszer egy-egy
nivdjaval.

Legyen pl. N = 2, és a két molekula legyen kiilonb6z6 tipusi. Akkor minden
mikrodllapotot egy olyan nivéséma jellemez, amelynek valamelyik két nivéja ”be van
toltve” a két molekula dltal (1d. a 25.4brat). Idedlis gazban a molekuldk nem hatnak
koleson egymassal, ezért a két molekuldbdl 4116 “rendszer” energidja megegyezik a két
betoltott nivéhoz tartozé energiasajatérték osszegével. Mivel a molekuldk kiilonb6z6
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fajtajuak, a baloldali és a jobboldali mikroallapot — amelyek csak a molekuldk fel-
cserélésében kiilonboznek egymastdl, — két kilonbdzd mikrodllapot, amelyekhez azon-
ban ugyanaz az energia tartozik (az energiasajatérték elfajult).

A mikrodllapotoknak ez a leszdmldlasi médja azonban érvénytelenné valik, ha
a molekulak azonos tipustiak. Ekkor ugyanis mindkét rajz egy és ugyanazon mik-
roallapotot abrazolja, amelyet a 26.4bra mutat be.

A megkiilonboztethetd és a megkiilonboztethetetlen részecskéknél a jelzett okbdl a
mikrodllapotok szamaban — és ennek kovetkeztében a valdsziniiségében is — 1ényeges
kiilonbség van. A kiilonbség jél illusztralhaté a kockadobas példédjan.

Ha két kockdval dobunk?!, 36 elemi eseményiink (lehetéségiink) van, amelyek-
nek egyenld a valdszintisége (1/36). Ha a kockédk kiilonboz szinliek, akkor az elemi
események jol megkiilonboztethetok egymastol.

Ha azonban a kockakat nem tudjuk megkiilénboztetni, az elemi események szama
ugyan tovabbra is 36 marad, de csak 21 eseményt tudunk elkiiloniteni egymastol: 6
olyat, amelyben a pontszdmok azonosak (ezek mindegyike 1/36 valdszintiségii), és 15

25. 4bra

olyat, amelyekben a pontszamok kiilonbo6z8k (ezek valdszinlisége 2/36). Az eseményeknek
és a valészintiségeknek ez a leszamlalasi modja a mikrodllapotok olyan leszamlélasanak
felel meg, amikor a Gibbs-hipotézist még nem vessziik figyelembe ((101) képlet). A
példaban a Gibbs-hipotézis figyelembevétele azt jelentené, hogy minden lehetséges
kimenetelt egyforméan egyetlen elemi eseménynek tekintiink fiiggetlentl attol,

21Egy mésik — gyakrabban felhaszndlt — szemléltetés az urnamodellen alapul. Minden energi-
anivonak feleltessiink meg egy-egy urnat, a részecskéknek egy-egy golyét. Ha példaul hat urnank
van és két golyénk, akkor a szdmszerli viszonyok ugyanolyanok, mint amikor két kockdval do-
bunk. Két valésagos golyd esetében az elemi események szdma 36, akdrmennyire hasonlitanak is
a golydk egymdéshoz. Ha azonban az elemi eseményeket ugyanigy kellene leszamldlnunk, mint a
Gibbs-hipotézis alapjidn a mikrodllapotokat, akkor az elemi események szdma csak 6 + 30/2 = 21
volna. A Gibbs-faktoridlissal torténd szamitds 21 helyett 18-t ad.
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26. abra

hogy a két kockan a pontszdm egyforma vagy kiilonbozé. Ekkor a 6 + 15 = 21 darab
eseményt kellene egyenld 1/21 valésziniiségii elemi eseménynek tekinteni. A kockdk
esetében ez természetesen hibas szamolas volna, amint arrél empirikusan konnyen
meg lehet gy6zodni.

A megkiilonboztethet6 és a megkiilénboztethetetlen részecskékbdl allé rendszerek
mikrodllapotainak sziméban meglévé kiilonbséget a Gibbs-faktoridlis hivatott figye-
lembe venni, de ezt nem teszi egész pontosan. Azok a mikroallapotok ugyanis, ame-
lyekben a két molekula ugyanazon a nivon ”iil”, még abban az esetben is csak egyetlen
mikrodllapot, amikor a molekuldk kiilonb6zok. A Gibbs-faktorialissal torténd osztas
azonban az ilyen mikrodllapotok szamat is redukalja, pedig erre nincs sziikség.

A hiba jellege tjra csak a kockadobéas példdjan mutathaté be. Ha a példaban a
Gibbs-hipotézist a Gibbs-faktoridlissal (az adott esetben ez 2! = 2) t6rténd osztés
segitségével vessziik figyelembe, akkor 36/2 = 18 elemi eseményt kapunk. Fentebb
azonban tisztaztuk, hogy az elemi események szama ekkor 21. A hiba oka az, hogy
azoknak az elemi eseményeknek a szamdt (a 6-t) is elosztottuk a Gibbs-faktoridlissal,
amelyeket nem kellett volna.

A Gibbs-hipotézisnek (a részecskék megkiilonboztethetetlenségének) Gibbs-faktorialissal
torténé figyelembe vétele tehdt szigorian véve hibds, és ezért hibds a (105) képlet
is. Amikor azonban a homérséklet elég magas, a képlet praktikusan mégis érvényes:
az idedlis gdz (magas hémérsékleten érvényes) entrépidjat pl. helyesen kaptuk meg
bel6le. A magyarazat az, hogy T novekedésével a molekuldk szidméra energetikailag
hozzaférheté energiaszintek szdma (az n(e) effektiv értéke) né, és szobahémérséklet
kozelében mar sokkal nagyobb, mint az N részecskeszam. Ezért nagyon kicsi an-
nak valésziniisége, hogy egy adott nivé egyaltalan be legyen toltve, és még sokkal
kisebb annak a valdszinlisége, hogy egy nivon egynél tébb molekulat taldljunk. Ilyen
koriilmények kozott a Gibbs-faktoridlissal torténo osztas megfelelé mod a részecskék
megkiilonboztethetetlenségének a figyelembevételére. Ezért bizonyul sikeresnek a
(105)-n alapul6 klasszikus (nem kvantum) statisztikus fizika a nem tul alacsony hé-
mérsékletil gazok targyaldsaban.

A tovébbiakban — idedlis Fermi- és Bose-gaz cimen — megadjuk az idedlis gdzok
olyan kvantummechanikai targyalasat, amely az abszolut nulla hémérsékletig bezardlag
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érvényes. Ebben a targyaldsban mér nem tehetjiik fel, hogy egy kvantumnivén prak-
tikusan sohasem taldlhaté egynél tobb részecske, ezért olyan targyaldsi médot kell
kidolgoznunk, amely elkeriili a Gibbs-faktorialis alkalmazasat. Amikor egy nivét tobb
részecske is betolthet, miitkodésbe 1ép a Pauli-elv, ami a kvantummechanikai szimmet-
riaposztulatum koévetkezménye (Kvantummechanika jegyzet, 3.61 fejezet). Ez az elv
csak a szigorian kvantummechanikai értelemben vett azonos részecskékre érvényes,
a hasonlé részecskékre azonban nem??. Erre a megkiilénboztetésre eddig nem kellett
igyelniink, a hasonl6 és az azonos részecskéket egyforman megkiilonboztethetetlen-
nek tekinthettiik. Mostantél kezdve azonban a szé pontos értelmében vett azonos
részecskékbdl all6 idedlis gazokrol lesz szb.

4.47. A mikroallapotok indexelése betoltési szamokkal

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy egy N részecskébdl allo idedlis gaz mikrodllapotait
ugy adhatjuk meg, hogy mindegyik részecskérél sorban megmondjuk, melyik nivéon
foglal helyet. A mikroallapot i indexe tehat Osszetett, és a ji,ja2, ..., jN sorozatot
foglalja magaba, amelyben j; annak a nivonak az indexe, amelyet az [l-ik részecske
foglal el. Ugyanezt az indexelési modot néha igy irjak fel:

i = 191272 NI~N,

ahol az 1,2, ..., N szdmok részecskeindexek ("nevek”).

Ezt az indexelési modot alkalmaztuk a 4.44 fejezetben az idedlis gz statisztikus
Osszegének kiszamitasara. Lattuk, hogy a gaznak, mint egésznek a Z statisztikus
Osszegét a

1
ZZMZI.ZQ...ZN

szorzat adja, amelyben Z; az I-ik részecske statisztikus Osszege:
Zl = Z e_ej/T.
J

Mivel mindegyik részecskének ugyanez a statisztikus Osszege, a szorzat hatvannya

alakul: )
_ N
7 = il VAN

22 Az azonos és a hasonlé részecskék fogalmardl, valamint a szimmetriaposztuldtumrdl 1d. a Kvan-
tummechanika jegyzet 3.61 fejezetét. A szimmetriaposztuldatum azt mondja ki, hogy egy olyan
rendszer allapota, amely azonos részecskéket tartalmaz, nem vialtozik meg attdl, ha két részecskét
egymaéssal felcseréliink. A részecskék szamdanak nem kell nagynak lennie, a posztuldtum mér két
részecskét tartalmazd rendszerek esetében is miikodik. Termodinamikai hatdresetben (4.47 fejezet)
kovetkezményként magdban foglalja a Gibbs-hipotézist, de csak szigorian azonos részecskékbél allé
rendszerekre vonatkozéan. Az entrépidnak azonban hasonlé részecskékbdl 4116 termodinamikai rend-
szerekben is additivnak kell lennie, ezért a Gibbs-hipotézis ez utébbi esetben is érvényes.
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A Gibbs-faktoridlisra azért van sziikség, mert a mikrodllapotoknak ez az indexelése
kiilon allapotnak tekinti azokat, amelyek csak a részecskék felcserélésében kiilonboznek
egyméstél. N = 3-nal példdul az 192°3¢ és az 1°293¢ két kiilonbozé index (a,b, ¢
hdrom kiilonboz6 nivd), pedig csak abban kiilonboznek egymastdl, hogy az 1. és a 2.
részecske az a és a b nivét mas-mas sorrendben tolti be. A Gibbs-faktoridlissal ezt a
hibat korrigaljuk, de — mint lattuk, — nem teljesen pontosan.

Létezik azonban a mikroallapotoknak olyan indexelési médja is, amely ponto-
san, a Gibbs-faktorialis igénybevétele nélkiil képes eleget tenni a kvantummechanika
szimmetriaposztuldtumanak, vagyis annak a kovetelménynek, hogy a rendszer kvan-
tumallapota ne valtozzon meg attdl, ha két azonos részecskét felcseréliink egymaéssal.
Annak érdekében, hogy az indexek zsufolodasat elkeriiljiik, a nivékat jeloljik a, b, c...-
vel. Az 1j index is Osszetett, és a kovetkezdképpen néz ki:

Az index gy értendd, hogy az altala kijelolt mikroallapotban az a nivét A, darab,
a b-t Ny darab s i.t. részecske tolti be. Az indexet alkoté ldnc elvben az Osszes
nivét tartalmazza, azokat is, amelyeken nincs részecske; a hatvanykitevobe ekkor
nulldt kell frni. Az a2b'c%dP... mikroéllapot pl. az, amelyikben az a nivén 2, a b-n
egy részecske tartézkodik, és az Osszes tobbi nivé betdltetlen (a pontok betdltetlen
nivékat helyettesitenek).

A szamok, amelyek ebben az indexelési médban fellépnek, nem részecskéket jelolnek,
hanem betoltési szdmok: azt mutatjik meg, hdny részecske taldlhaté az adott nivon,
figgetleniil attél, hogy melyek ezek. Ez az oka annak, hogy a betoltési szamokon ala-
pulé minden kiilénbozé index az azonos részecskékbdl allé rendszer kiilonb6zé mik-
rodllapotat jeloli: ennél az indexelési modndl nem szamozzuk meg a részecskéket,
ezért nem is kell Gibbs-faktoridlissal osztani?3.

A betoltési szamok hasznalatakor nem az egyes részecskékbél, hanem az egyes
nivékbol kiindulva kaphatjuk meg a gaznak, mint egésznek a nagy statisztikus 0sszegét.
Ez utébbit a (120) definidlja, amelyben az i Gsszegzési index a betdltési szamokat tar-
talmazé komplex szimbdélum, és az Osszegzés maga a betoltési szamokra torténik.
Az adott szimbdélumhoz tartozé mikroallapot energidja a nivékat betoltd részecskék
energiainak

E; = e, Ny + eeNp + €N, + -+ -

Osszegével, a mikrodllapothoz tartozo részecskeszam pedig az

Ny =N, + Ny + N+ -

osszeggel egyenld. Ennek kovetkeztében a (120) minden tagja szorzattd alakul, amely-
ben minden nivénak megfelel egy tényez6:

e~ (Bi = uN) /T _ (1= €a)Na/T . (= e)No/T . (1= €c)Ne/T ..

23FEz a meggondolds egykomponensii gézra vonatkozik. Kétkomponensti gézelegynél a
”hatvanykitevék” természetesen megdupldzédnak. Az N, helyén pl. N1 N2, fog éllni.
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Ezt a kifejezést kell behelyettesiteniink (120)-ba.

Az i szerinti Gsszegzés betoltési szamok szerinti Osszegezést jelent. Ha a rend-
szerben a részecskék szama egy meghatarozott N érték volna, akkor teljesiilnie kel-
lene az N = N, + Ny + N, + - -+ relacidnak és az egyes betoltési szdmokra torténd
Osszegzést nem lehetne egymastol fliggetleniil elvégezni. Ez az a pont, ahol a nagy
kanonikus eloszlasra alapozott targyalds elénye nyilvanval6véa valik. Ebben a fel-
fogdsban az egyes mikroallapotokban a részecskék szama tetszéleges lehet és ennek
az a kovetkezménye, hogy Z szamitdsanal a kiilonboz6 betoltési szamokra vonatkozo
Osszegzéseket egymastol fliggetleniil lehet elvégezni, aminek kovetkeztében a nagy
statisztikus Osszege szorzattd alakul:

E=Z,-2Z-Z.--.

A szorzatban minden nivénak egy kiilon tényezé felel meg: Az a nivonak megfelel$
tényezd pl. a kovetkezd:

zo= 3 elnmeNo/T,
No=0

a

Mint latjuk, a gz Z nagy statisztikus Osszege pontosan kifejezhetd az egyes ener-
gianivokhoz tartozé statisztikus Osszegek szorzatdval, vagyis olyan idedlis gazok Z,,
Zy - -+ nagy statisztikus oOsszegeinek a kiszamitdsara vezethetd vissza, amelyekben
minden molekula ugyanazt a kvantumallapotot tolti be és a molekulak szama tetszéleges
lehet (a nulldt is beleértve).

A Z egyes nivokhoz tartozd tényezéi nem egyenlék, ugyanis a nivok energidi
altalaban kiillonboznek egyméstol. A gdz Q potenciéljat ezért a (121) felhasznalasaval
az

Q=+ U+ Qe+

Osszeg alakjaban kapjuk meg, amelyben az egyes tagok az ¢,, €, €., - energiaju
nivékat betoltd részecskékbdl all6 rendszerek Q-potencialjai: Q, = —T1n Z, stb.

Lathatjuk, hogy a részecskék azonossdganak pontos figyelembevételét a nagy ka-
nonikus eloszlds teszi lehetové. Ez az eloszlds abban az esetben érvényes, amikor a
gaz mint egész rogzitett T hdmérsékletli és rogzitett p kémiai potenciala ”tartalyban”
van. A valésdgban ez a feltétel ritkan teljesiil. A tipikus eset az, hogy a részecskeszdm
fix, vagyis a rendszer nincs "részecsketartalyban”. Ebben az esetben azonban nem a
nagy kanonikus eloszlas, hanem a kanonikus eloszlés irja le helyesen a mikroallapotok
valdszintiségeit.

Megmutathaté azonban, hogy a makroszkopikus rendszerek termodinamikai dllapotegyenleter
szempontjabol tokéletesen kozombos, hogy a gédznak mint egésznek a mikroédllapotok
szerinti valészintiiségeit a mikrokanonikus, a kanonikus vagy a nagy kanonikus eloszlas
alapjan adjuk meg. Egy adott tipust makroszképikus rendszernél mindegyik eljaras
ugyanazokra az dllapotegyenletekre és fundamentélis fiiggvényekre vezet?*. Ez azon-

24Ezt hallgatdlag eddig is feltételeztiik. Az idedlis gdz PV = NT &llapotegyenletét pl. érvényesnek
tekintettiik hészigetelt gdzra épplgy, mint 7" hémérsékletii termosztattal egyensilyban 1évé gézra.
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ban csak a termodinamikai hatdresetben (N — o0o) van igy. Kisszdmu részecskébol
allé rendszerek valdszinliségi eloszldsaindl egyéltaldn nem mindegy, hogy a vizsgalt
rendszer milyen ”tartdlyban” van. Az idedlis gdz klasszikus tdrgyaldsdndl (4.44 feje-
zet) példdul a Z; kizdrdlag a kanonikus eloszlds alapjan szdmithaté: a mikrokanonikus
eloszlasnak € = konst felelne meg, ami nyilvan nem igaz. A gdzmolekuldk rendkiviili
nagy szdma miatt azonban a giznak mint egésznek az &dllapotegyenletei mar nem
érzékenyek arra, hogy a gézt milyen ”tartdlyban” képzeljiik el (vagy akdr izoldljuk).

Az idedlis gdz pontos kvantummechanikai targyaldsa — mint lattuk, — olyan
”idealis gaz” nagy statisztikus Osszegének a kiszamitasara vezethetd vissza, amely-
nek minden részecskéje egy és ugyanazon kvantumnivon ”il”. A részecskeszam ekkor
hatérozatlan és lehet akdrmilyen kicsi (nulla is). Az ilyen rendszerek valdszinfiségi
eloszldsat csakis a nagy kanonikus eloszlds adja helyesen. A géznak mint egésznek
az allapotegyenletei azonban a ”tartaly” konkrét tulajdonsdgaira nem érzékenyek.
Ezért hasznalhatjuk nyugodtan a nagy kanonikus eloszlast az egyes nivékat betolto
részecskék valdsziniiségi eloszldsainak meghatarozasara akkor is, amikor az egész gazban
a részecskék szdma hatdrozott (de nagyon nagy).

4.48. Az idedlis Bose- és Fermi-gaz

Mint lattuk, a nagy kanonikus eloszlas lehet6vé teszi, hogy gy szamitsuk ki az idedlis
gaz mikroallapotainak valésziniiségi eloszlasat, hogy pontosan szdmitasba vegyiik
a részecskék azonossagat és ne kovessiink el olyan hibat, mint amikor a Gibbs-
faktorialissal osztunk.

A kilénb6z6 mikrodllapotokat indexeljik az a,b,c... kis latin indexszel, és az
alrendszer, amelyet vizsgalunk, &alljon azokbdl a részecskékbol, amelyek egy adott
nivén — mondjuk az a index{in — foglalnak helyet (a nivé energidja €,). A géz tobbi
részecskéje a T homérsékletli hotartaly és a p kémiai potenciali részecsketartaly sze-
repét tolti be ehhez a kivéalasztott rendszerhez viszonyitva, hiszen az igy értelmezett
rendszer energidja és részecskeszdma egyardnt hatdrozatlan (fluktudl).

Kivélasztott rendszeriinknek minden N, részecskeszamnal egyetlen mikrodllapota
van, amelynek energidja N, €,-val egyenld. Ezeknek a mikrodllapotoknak a valdszintisége
a nagy kanonikus eloszlas szerint a

,uNa_eaNa 1 (/J,—Ga)/\/.a H— €q Na
= —e¢

1
— . T — . T 122
z, ¢ z, z. | (122)

Pa(Na)
kifejezéssel egyenld. A Z, értékét a normaldsi feltételbdl kell meghatarozni.

Ezen a ponton a gondolatmenet harom részre agazik el.

1) A 4.16 fejezetben lattuk, hogy szobah&mérsékleten a kémiai potencidl "nagy
negativ érték” (u/T ~ —10). Ideélis gdzban e, sohasem negativ, mert kinetikus
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energia. Ezért megéllapithatjuk, hogy szobahémérsékleten (és annal magasabb hé-
mérsékleteken)
H—€q
p=e T <1, (123)

és ennek a kifejezésnek magasabb hatvanyai még sokkal kisebbek. Ezért nagy pon-
tossdggal igaz, hogy?®
pa(0) = 1/Z,~1
pa(l) = p/Z, <1 (124)
pa(2) = pu(3) =...=0.

Ezek az Osszefliggések pontosan azt a helyzetet tiikrozik, amelyet a 4.46 fejezet végén
irtunk le: praktikusan sohasem fordul elé, hogy ugyanazon a nivén egynél tobb
részecske tartézkodna. Ezért lehet ilyen koriilmények kozott a részecskék azonossagat
a Gibbs-faktoridlis segitségével figyelembe venni.

2)Tegyiik fel most, hogy a részecskék azonos fermionok?®. A Pauli-elv kévet-
keztében (Kvantummechanika jegyzet, 3.61 fejezet) egy nivén nem lehet egynél tobb
részecske, ezért kivalasztott rendszertinkben a részecskeszdm csak N, = 0, 1 lehet.
Ennek kovetkeztében

1
Zo= Y =14, (125)
Nao=0

a

ahonnan (121) szerint

H— €q
Qy=-Tn(1+p)=-Thn |14+e T . (126)

A (94) alapjdn az a index{i nivén az dtlagos részecskeszam (a nivé atlagos betoltottsége)
ezért a kovetkezo ekvivalens médokon irhaté fel:

el —€a)/T
1+ eln—€a)/T
00, P
N, = — = . 127
o 1+p (127)
I
e(Ga_ﬂ)/Tle.

25Ebben a fejezetben p mindeniitt a (123)-beli exponens roviditésére szolgdl.A képletek jobb
attekinthetOsége érdekében a p-n nem jeloltiik, hogy értéke minden nivén més és mas.

26 Amikor a részecskék spinje nem zérus, a mikrodllapot a indexébe bele kell érteni a spinvetiiletet
is.
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Mint azt az el6z6 fejezetben megallapitottuk, a gdznak mint egésznek az ) potencidlja
az Q=) Q, Osszeggel egyenld. A kémiai potencial értékét az

00 1
AR D B e

a a €

képlet hatdrozza meg, amelyet a u-re vonatkozd egyenletnek tekintiink. A valésdgban
ugyanis a gdz, mint egész, nincs részecsketartdlyban, hanem a részecskék szama
allandé benne. Ezért van sziikség egy olyan egyenletre, amelynek segitségével ki
tudjuk szdmitani u-t az N ismeretében.

A (122) alapjdn a mikrodllapotok valészintisége az adott esetben a kdvetkezd

1
m Nazo
paNa) =4 P o (128)
1+p
0 N, > 1.

(Vegyiik észre, hogy N, = p.(1), ami N, = 0,1 egyenes kovetkezménye.) Ezt az el-
oszlast nevezziik Fermi-eloszldsnak, a Fermi-eloszlast kévetd idedlis gzt pedig Fermi-
gdznak. Megmutathatd, hogy magas homérsékleten a kémiai potencidl nagy negativ
értéket vesz f6l, a (123) teljesiil, a Fermi-eloszlds a (124) képletbe megy 4t, és a
Fermi-gaz klasszikus idedalis gazza valik.

3) Tegytik fel végiil, hogy az idedlis gdz azonos bozonokbdl 4ll. Ekkor nincs Pauli-
elv, ezért (feltéve, hogy p < 1)

> 1

— No

Zo= Y p =1 (129)
Na=0

A p akkor kisebb 1-nél, ha u < €., és mivel ¢, tetsz6legesen kis pozitiv szam lehet,

ezért a kémiai potencidl nem lehet pozitiv. Ezt meg kell kovetelniink, kiillonben a

nagy statisztikus Gsszeg végtelenné vélna.

A (121) szerint

H— €q
=+Th [(1—e T ) (130)

Q. =-T1
nl—p
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és az a-indexii nivé atlagos betoltottsége

e(/’[’_€a)/T
1—eln—€)/T
00, D
No=-50t= i (131)
o
elea—n)/T _ 1

A gaznak, mint egésznek az Q)-potencidlja most is az §,-k Osszege, és a kémiai poten-

cialt az 50 )
V=0 ;Na ;e(ea_ﬂ)/T_l
Osszefiiggés rogziti.

A jobboldali 6sszeg a (114) felhaszndldsdval most is integralld alakithat6. Az {gy
kaphato képlet analizisébdl kidertil, hogy az egyenletet kielégito kémiai potencidl csak
egy bizonyos kritikus Tp-nal magasabb homérsékleten negativ, a Ty homérsékleten
nullava, ennél alacsonyabb homérsékleteken pedig pozitivva valik. A Ty-rél azonban
beldthatd, hogy az n = N/V részecskesiiriiség 2/3-ik hatvdnydval ardnyos, ezért ha
a gazban a molekuldk szdma valamilyen moédon kell6 mértékben lecsckken, akkor
a Ty az aktudlis T" homérséklet ala keriil. Ezért T < Tp-nal a gazmolekuldk egy
része (N’ molekula) a legalacsonyabb, ¢ = 0 energidju nivén gytlik 6ssze (Bose-
Finstein kondenzdcid), és csak N — N’ molekula képez Bose-gdzt. Az (N — N')-t
abbdl lehet kiszamitani, hogy ennek a "maradék” Bose-gdznak a kémiai potencialja a
lehetséges legnagyobb értékkel, nulldval egyenld (az el6z8 képlet integralis alakjaban
N — N — N’ és u = 0 helyettesitendd). Abszolit nulla fokon minden molekula a
legals6 nivéra kertil (N’ = N). A gdz entrépidja ekkor nyilvéan nulla.

A Bose-gazban a mikroallapotok valésziniiségére a kovetkezd képletet kapjuk:

Pa(NL) = (1 —p) - pe. (132)
Ez a Bose-eloszlds. A Bose-eloszlast kovet6 idedlis gaz a Bose-gdz. Bose-gazra is igaz,
hogy — olyan specidlis eseteket kivéve, mint a fotongédz (4.53 fejezet), — a kémiai

potencial magas hémérsékleten a klasszikus idedlis gazokra jellemz6 nagy negativ
értéket vesz fol.

4.49. Az elektrongaz fémekben

Az elektronok kozott Coulomb-erd hat, ezért a vikuumban az elektrongaz nem idedlis
gdz. A fémekben azonban az atommagok pozitiv toltése kozelitéen kompenzalja az
elektronok toltését. Ez lehetové teszi, hogy a vezetési elektronokat kozelitoen idedlis
Fermi-gazként targyaljuk.
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Legyen N, - de a V térfogatban az olyan elektronok szama, amelyek energidja az
(e, € + de) intervallumba esik. A (127) utolsé egyenlete szerint

1
N de = ————— - g(€) - de,
Te—pyT,, 9

ahol g(e) - de az elektron mikrodllapotainak szdma az (e, € + de) intervallumban. A
(114) szerint

(2m)3/2.v
=2. = T e de.
g(€)de dn(e) 5,273 Ve - de
A 2-s faktor a spinvetiilet két lehetséges értékét veszi figyelembe. Igy
2 3/2
VR 0 Ve . (133)
2m2hd (e—p)/T 4 4
¢ Ne
g(&)
1 |
E—eo—o— |
——o— |
— o !
——— X
_._._ 1
O - 1
e €
F
27. abra
Mindenekel6tt vizsgaljuk meg, mi a helyzet abszolit zérus fokon.
lim e(€ —p)/T _ ] oo ha e>u (134)
T—0 0 ha e<uyu.

Ennek kovetkeztében T' = 0-n N, csak € < p-nél kiilonbozik zérustél, ahol

(2m)3/2
2m2h3

Neig(e):V

- Vi (e<p). (135)
Ha abbdl indulunk ki, hogy T' = 0-ban a rendszer a lehetd legalacsonyabb energiaju
kvantumallapotban van, akkor nem is varhatunk mést. A (135) ugyanis azt fejezi ki,
hogy minden € < p energiaju nivén a Pauli-elv dltal megengedett maximalis szamu
(két kiilonbozd spinvetiiletil) elektron il, az € > p energidji nivok pedig betoltetlenek.
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Grafikusan ezt két médon szokds dbrdzolni (27.4bra). A baloldali 4brdzolds nagyon
szemléletes, de pontatlan: nem veszi figyelembe, hogy a nivék nemcsak a spinvetiilet
miatt elfajultak. A kiilénb6z6 irdnyud, de azonos sebességli mozgasoknak megfeleld
nivok energidja szintén ugyanaz. A jobboldali dbrazolds ezt helyesen tiikrézi annak
kovetkeztében, hogy a fiiggtleges tengelyre az N./g(e) ardnyt mérjiik fol.

A maximadlis energidji betoltott nivé energidjat Fermi-energidnak nevezzik, és
er-el jeloljik. Az ep nem mads, mint specialis elnevezés és jelolés a kémiai potencidlra
abszolut nulla fokon. Gyakran célszeriibb az € -t joule helyett Kelvin-fokban megadni:
Tr = ep/k. A Tp-t Fermi-hémérsékletnek hivjdk.

A p értékét — mint tudjuk, — a részecskeszam rogziti az

/ N.-de=N (136)
0

egyenleten keresztiil. Specidlisan T' = 0-nél az integrandust (135) adja meg, ezért

3/2 3/2 .
/ Ve -de=V .Q.g.g}{?:]\f’

27r2h‘3 m2h3 3
ahonnan ,
h2 N 2/3
€Ep = (371'2)2/3 . % . (V) . (137)
NS
g(e)

S

28. 4bra

Mint 1atjuk, a Fermi-energiat a stirtiség egyértelmiien meghatéirozza. Az allapotsiiriiséget
a Fermi-energian keresztiil a

3 N
9(6)25'?'\&

képlet fejezi ki.
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Amikor a hémérséklet nullatél kiilonboz6 de nem til magas (T <« Tr), a nivék
betoltottsége " fellazul” (28.4bra). Az ilyen elektrongdzt elfajult elektrongdznak ne-
vezziik?". Ha Tr-t (137) segitségével az N/V =~ N4 becslés alapjan kiszdmitjuk, kb.
10° K-t kapunk. Ez a szdm mutatja, hogy a fémekben az elektrongaz gyakorlatilag
mindig elfajult.

A vérhaté részecskeszam a Fermi-szint koriili kb. T-szélességii tartoméanyban esik
le az 1-hez kozeli értékrél a 0-hoz kozelire. Az elfajult elektrongdznak ez a tulaj-
donsaga nyilvanul meg abban, hogy a tapasztalat szerint a vezetési elektronok jaruléka
a fémek fajhéjéhez ardanyos az abszolit homérséklettel. Kvalitative ez igy érthet6 meg:
A Kklasszikus elektrongéz hékapacitdsahoz minden egyes részecske azonos jarulékot ad,
mert egyenlOen részesiil a betdplalt héenergidbdl. A Pauli-elv kdvetkeztében azonban
az elfajult elektrongaz elektronjai koziil csak azok képesek arra, hogy energiafelvétellel
magasabb energiadllapotba keriiljenek, amelyek a Fermi-eloszlas ”felszinén”, a ~ T
szélességli savban helyezkednek el. Ezek hédnyada a hémérséklet novelésekor T-vel
aranyosan né és ennek kovetkeztében né ugyancsak T-vel aranyosan a fajhdo.

A kémiai potencidl T # 0-n is (136)-b6l szamithaté ki, de benne N.-t most (133)
hatdrozza meg. Az integral csak numerikusan vizsgalhaté. Kideriil, hogy T nove-
kedésével 1 csokken, egy bizonyos homérséklettdl kezdve negativ, és elég magas hémér-
sékleten folveszi a klasszikus gazokra jellemzé nagy negativ értéket?®. Az eloszlasbél
ekkorra eltinik a kezdeti vizszintes jellegli szakasz, és a mindeniitt exponencialisan
csokkens?? Maxwell-Boltzmann eloszldsra jutunk.

A termodinamikéra az € segitségével tériink &t:

Q:/ Q- g(e) - de.
0

A (126) szerint
Q. =—-TIn [1 + e(/“L - 6)/T} .

fey 3N 00
Q:,T.T/ Vet [t e =9/ ge. (138)
2e /2 0
'

A bels§ energidt az

0 N 00 3/2
U:/ ¢ N, de= 33/2- < - de (139)
0 2€p 0 e(e—M)/T+1

27T = 0-n az elektrongézt teljesen elfajultnak nevezik.

28Fz a hSmérséklet sokkal nagyobb, mint Tp. A vezetési elektronok esetében tehit nem igaz,
hogy a betoltési szamok mér szobah8mérsékleten nagyon kicsik. A (137)-bdl ldthatd, hogy ez az
elektronok kis tomegének és nagy stirliségének egyiittes kovetkezménye (a molekuldris gdzok megfeleld
paramétereihez képest).

29A 22.4brén pi(e)-t rajzoltuk fel. Ez Ne-nak felel meg, nem pedig Ne/+/e-nak. A p1(e)/+/e gorbe
mindeniitt exponencidlisan csokken.
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képlet adja meg.
Hajtsunk végre (138)-ban parcidlis integraldst:

Vetn [14ele=WT] = 208 4y [y 4 el /T
63/2
::gi{éﬂ'm[L+4H_dﬂq}+;;'46—MﬂT+r

A kiintegralt rész a hatérokon eltiinik: ¢ — oo -nél ugyanis e /T <« 1 és a
In(1 + z) = x + o(x?) kifejtés alapjén

oo [14 6= /T w32 =T
A (138) és a (139) osszehasonlitdsaval azt taldljuk, hogy
2
QO=--U. (140)
3
A (95) szerint azonban 2 = —PV, ezért

PV = §U. (141)

Ez az elektrongaz egyik allapotegyenlete, amely érvényes a klasszikus idedlis gédzokra

is. Az U = —NT Kklasszikus allapotegyenlet helyébe a (139) kifejezés 1ép, amelyet

azonban nem lehet &ltalanos formaban kiintegralni.

Az idedlis Fermi-gaz a feles spinii részecskékbdl all6 idedlis gaznak olyan elméleti
modellje, amely az abszolit nulla foktél kezdve a teljes homérsékleti tartomanyban
képes leirni a nemkdélesonhaté fermionokbol allé rendszereket. A modell meglepGen
eredményesen alkalmazhaté a fémek vezetési elektronjainak a targyaldsara. Egy bi-
zonyos nagyon alacsony kritikus hémérséklet alatt azonban, amelynek a nagysiga
anyagrol anyagra véltozik, az elektronok eloszlésa éles valtozéast szenved és nem koveti
tovdbb a Fermi-eloszlast. A valtozés az elektronok kozotti specidlis kolcsonhatéasra ve-
zethetd vissza, amelyet a kristalyracs kozvetit. Az elektroneloszlas atstruktirdléddsanak
legfeltiinébb jele a szupravezetés megjelenése.

4.50. A homérsékleti sugarzas

A testek toltott részecskékbél vannak Osszetéve, amelyek — ha gyorsulnak — sugédroznak.
A sugdrzdsnak tobb fajtdja ismeretes: kisérhet sugdrzas kémiai folyamatokat (kor-
hadés), a test besugdrzdsa utén létrejohet fotolumineszcencia. Izoldlt rendszerekben
ezek el6bb-utébb lecsengenek, és valamilyen homérsékleten termikus egyensily alakul
ki. Az elektroméagneses sugarzds azonban ekkor sem tiinik el, a hémozgast kisérd
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u.n. hdémérsékleti sugdrzds megmarad. Amikor példaul kiillonbozé testeket tiikkrozo
belsd feliiletii vdkuumedényben (iiregben) szigeteliink el a kornyezettdl, a hémérsék-
leti egyensuly kialakul kozottiik annak ellenére, hogy a vakuum latszolag egymastol
is elszigeteli 6ket. A hémérsékleti sugarzds azonban, amely iireget kitolti, lehetévé
teszi a testek kozvetett hécseréjét az elektromégneses mezén keresztiil.

Amikor egy testet elég magas hmérsékletre melegitiink fel, a hOmérsékleti sugarzas
lathatéva valik, a sugarzds spektrumaban megjelennek a lathaté fény frekvencidi.
A spektralis Osszetétel valtozasa a homérséklet novelésével minden anyagndl més
és mas, de a tapasztalat szerint azok az anyagok, amelyek valamilyen frekvencia-
tartomanyban intenziven sugaroznak ugyanebben a tartomanyban j6 fényelnyelck is
(Prévost torvénye, 1809).

A 29.4bra baloldaldn annak a kisérletnek az elrendezését vazoltuk, amelynek
segitségével Prévost-torvénye demonstralhaté. A sugarzoé test egy forrd vizzel megtoltott
edény, amelynek két szemkozti fala kiillonbozo feltiletli: az egyiket fényesre poliroztak,
hogy a fényt jol visszaverje, a mésikat fekete oxidréteggel boritottdl a fényelnyelés
novelése érdekében. A kisugarzott hot 1éghémérd méri, amelynek a szemkozti falai
ugyanugy kiilonbozé feliiletiiek, mint a hésugarzéé. A hésugarzobdl kisugarzott és a
hoéméré altal elnyelt hé mennyiségét a vizoszlop emelkedési sebessége méri. Ez akkor
a legnagyobb, amikor mindkét edény a sotét oldalaval fordul egymas felé és akkor a
legkisebb, amikor a polirozottal.

A jobboldali dbra a kisérlet differencidlis forméjat mutatja be. A két hémérd
koziil a baloldali tobbet nyel el a rdaesé sugarzasbol, de kevesebbet kap, a jobboldali
kevesebbet nyel el, de tobb esik rda. Végeredményben mindkét hémér6 ugyanakkora
hosugdrzast regisztrél, és a csepp az 0sszekotoé cs6ben helyben marad.

\ / \Z
Forr6
viz
Hésugarzo \.- = b
Léghdmérs
29. abra

Ha vesziink egy atlatszatlan falu iireget, amelyben vakuum van, és a falait T
hémérsékleten tartjuk, homérsékleti sugarzas alakul ki benne, amelynek energiastiriiségét
w-vel jeloljiik (az elektrodinamikdban ugyanis ezzel a betiivel jeloltiik a térenergia
stirtiségét, 1d. a 2.32 fejezetet). Ez felel meg a gdzokndl az U/V-nek. De ugyantigy,
ahogy a gazoknal az U a legkiilonbozébb sebességii molekuldk energiajabdl tevodik
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Ossze (”sebességspektrum”), a w a legklilonb6zEbb korfrekvencidja és irdnyu sikhulldmok
(spektrélis komponensek) energiastiriségeinek az Osszege (integralja):

wz/ dw - wy,, (142)
0

amelyben a w,, spektrdlis striiség maga még a kiillonbozo irdanyban terjed6 w korfrek-
vencigju sikhullamok energiastiriiségbdl all.

Adjuk meg szavakban is w,, fizikai jelentését: w,, - dw a tér adott pontja koriil az
(w, w+dw) frekvenciaintervallumba esd frekvencidji spektralis komponensek (sikhulldmok)
energiastiriisége. A w,, fiiggvény t6lti be a hémérsékleti sugdrzdsnél azt a szerepet,
amit az energia szerinti Maxwell-Boltzmann eloszlas a molekularis gazokndl.

A Maxwell-egyenletek linearitdsa miatt a kiillénboz6 spektralis komponenseknek
megfelel6 sikhullamok egyaltaldn nem hatnak kolcson egymassal, ezért a w,,-t a falak
emisszids, abszorpcios és tiikrozési tulajdonsagai hatarozzak meg. A molekuldris gaz
és a hémérsékleti sugarzas kozott ebbdl a szempontbdl igen nagy kiilonbség van.
A Maxwell-Boltzmann spektrumot a molekuldk egymas kozotti titkozése alakitja ki,
ezért természetes, hogy ez a spektrum egyaltalan nem fiigg az edény falanak anyagi
mindségétol. A hémérsékleti sugarzasnal ezzel szemben a fal kiillonbozé feliiletelemei
altal kibocsatott hullamvonulatok akadalytalanul eljutnak a falig, ahol — mivel a
fal atlatszatlan, — vagy elnyel6dnek, vagy visszaverédnek. A kovetkezé fejezetben
megmutatjuk, hogy ennek a képnek az alapjan ki is tudjuk fejezni a w,, fliggvényt a
fal un. emisszidéképességén és abszorpciéképességén keresztiil.

30. dbra

4.51. A Kirchhoff-tétel

Abbdl a feltevésbdl indulunk ki, hogy a fal dX feliiletelemérél kiindulé sugérzés kovet-
keztében az iiregben elhelyezett d¥’ felilletelemen idéegységenként

konst

o (dX - cos®) - (d% - cos ') (143)
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sugdrzasi energia halad keresztiil (30.4bra®) Ez a sugarzas adott w frekvencian értendé,
az (w,w + dw) frekvenciasdvban kisugdrzott energidt ezért (143)-bdl dw-val toérténd
szorzéassal kapjuk. Az aldbb kovetkezd képleteket mind ugyanigy kell érteni.
A (143) jelentésének megallapitdsa érdekében vezessiik be a
d¥,  cos? -dXY’

/
do = 2 = 2 (144)

elemi térszoget, amely alatt d¥’ a P-bél lathaté (dX’| a d¥’ vetiilete a PP e
meréleges sikra). A do’ segitségével (143)-t az ekvivalens

konst - d¥ - cos ¥ - do’ (145)

forméban irhaté fel, amely azt fejezi ki, hogy idGegység alatt egységnyi feliiletrdl a
feliilet normaéalvektordval 1 szoget bezard irdany koriili egységnyi térszéghen kidramld
energia a sugdrzo feliiletnek a megfigyelési irdnybdl lathaté teriiletével (azaz dX-cos -
val) ardnyos®!.

A dY feliletelemrdl az iireg belseje felé idGegységenként kidramld energidt tgy
kapjuk meg, hogy (145)-t az {ireg belsejébe mutatd Osszes j9 irdnyra integraljuk.
Eszerint a d>-rdl az energia

konst - d¥ - / cos? - do’ (146)
féltér

sebességgel aramlik az iireg belseje felé.
Képzeljiink el egy P origdji XY Z Descartes-rendszert, amelynek z-tengelye 7
irdny1 és a do’-t vegyiik fel a do’ = sin® - dv - dp alakban. A (146) ekkor a kovetkezd

2 m/2
konst - dX - / dgp/ cos¥sind - d = 7 - konst - dX.. (147)
0 0

A képletbdl leolvashatd, hogy egységnyi feliiletrdl idGegység alatt m - konst energia
aramlik az tiregbe.

Helyezziik a P’ pontot is az iireg bels6 faldra gy, hogy d¥’ is a fal feliileteleme
legyen, és szamitsuk ki, mennyi energia esik idSegység alatt a P’ kortili d¥' feltlete-
lemre. Most rogzitett P’ mellett a P helyzetére kell integrédlnunk és ehhez (143)-ban

a
cost-d¥ dX|
2 -T2

=d 14
” o (148)

elemi térszoget célszerli bevezetni, amely alatt P’-bdl a P koriili dX 1atszik.
A d¥'-re es6 energiét a

r

konst - dX. - / cos? - do
féltér

30 Az dbran 7 és 7i’ a dX és a d¥’ feliiletelemek normalvektorai.
31 Az optikdban az ilyen fényforrast Lambert-féle sugdrzénak hivijdk.
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képlet adja meg. A P’ pontban vegyiink fel olyan X'Y’Z’ Descartes-rendszert, amely-
nek z’-tengelye 71’ irdnyd. Ekkor do = sin®’ - di’ - dy’ és az integralds elvégzése utdn
a

7 - konst - d¥’

kifejezésre jutunk. Megallapithatjuk tehat, hogy az idGegység alatt egységnyi feliiletre
esO energia mennyisége ugyancsak 7 - konst-al egyenlo.

Legyen P’ djra az tireg belsé pontja. A (143) képlet azt a sugdrzasi energidt fejezi
ki, amely a P koriili dX-rél kiindulva idéegység alatt dthalad d¥X'-n. Ez a mennyiség
az S energiadramsiriség

(S-7)-d' =5 -d% - cosv) (149)

-/
fluxusaként is felfoghaté (a ¥ a PP irdnydba mutaté egységvektor), ugyanis a P’

pontban az aramsiiriiség iranya P73/, nagysaga pedig az idéegység alatt az erre az
irdnyra merdleges helyzetii egységnyi feliileten dthaladé energiaval egyenld.
Az elektrodinamikabdl tudjuk (Elektrodinamika-jegyzet, 48.feladat), hogy a sugdrzési
tér energiadramsiiriisége a w energiaslirliség c-szerese (S = cw). A (149) — vagyis a
(143), — ezért a
c-dw, -dY' - cos?’ (150)

alakban is irhaté. Az energiasiiriiséget azért irtuk differencidlis mennyiségként, mert a
(150)-beli energiastiriiség csak a P-koriili dX-rdl kisugdrzott jarulék w,,-hoz, a P’-beli

teljes wy,-t a
Wy, = 7{ dw,,
b
integral adja meg.
A (143) és a (150) osszevetésébdl azt taldljuk, hogy

B konst d¥ - cos B konst
¢ r2 ¢

dw,, do. (151)
Mint 1atjuk, az energia dramlédsa az lireg minden pontjaban izotrép, mert azonos
térszogben azonos mennyiségl energia halad a térszoget meghatarozé kup helyzetétol
fiiggetleniil.

A dw,, kifejezését az el6z6 képletbe irva azt taldljuk, hogy

konst 4
Wy = ons 7{ do = konst - —. (152)
)

C C

Mivel P’ az iireg belsé pontja, az integralés a teljes 4m térszogre terjed ki. Mint tudjuk,
7 - konst a fal egységyi feliiletére egységnyi id6 alatt es6 energia. Ezért képletiinkbol

leolvashaté, hogy adott w,, mellett eqységnyi falfeliletre idéegység alatt %ww energia

esik.
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Vezessiik most be a fal anyagi min8ségére jellemz6 E(w) emisszidképességet (emisszids
konstanst) a kovetkezd definiciéval: Ha (143)-ban a konst helyébe F(w)-t frjuk, ak-
kor képletiink az emisszid kovetkeztében 1étrejové sugdrzdst irja le. A (147) alapjan
megallapithatjuk, hogy E(w) emisszi6képességli fal egységnyi feliiletérél iddegységenként
mE(w) energia emittdlédik az iireg belseje felé.

A d¥-rdl kiindulb energia azonban csak részben szdrmazik emissziobdl. A dX-
ra es energia egy része ugyanis altalaban reflektalodik és a dX-rél kiaramlé energia
szamitdsanal az emisszid mellett a reflexio jarulékat is figyelembe kell venni.

A reflektélt energia azonban &ltaldban nem koveti a (143) éltal kifejezett irdny
szerinti eloszlast. Megmutathaté azonban, hogy ha a reflexié szoge megegyezik a
beesési szoggel (és a reflexié sordn a frekvencia sem véltozik), akkor (143) helyesen
tiikrozi a reflektalt sugarzas szogeloszlasat is, ezért a konst megfelelé6 megvalasztasa
mellett ez a képlet érvényes lesz a dX-rél kiindulé emittalt és reflektalt sugarzas
egylittes lefrdsdra is. Mivel (143) egyenértékii (145)-el, azt kell beldtnunk, hogy ez
utobbi képlet érvényes a reflektalt sugarzasra.

Helyezziik a P’ pontot megint az lireg faldra és vizsgaljuk meg, mennyi energia
esik a P’ koriili d¥’ feliiletelemre egy olyan irdnybdl, amelyik az 7’ normélvektorral
valamilyen megadott 1 szoget zar be. A kivdlasztott irdny meghatdrozza azt a P
pontot az ireg faldn, amelynek a kornyezetébol szarmazik a kérdéses sugarzas. A
sugdrzds mennyiségét (143) adja meg, amelyet most (148) felhasznéldséval a

konst - dY’ - cos ¥’ - do

alakban irhatunk fel. Ezzel a mennyiséggel lesz ardnyos a visszavert sugarzas, éspedig
ugy, hogy az ardnyossédgi tényez6 minden P’ pontban a fal anyagi mindségére jellemzd
azonos érték.

Feltevés szerint a visszavert sugarzas irdanya olyan, hogy a beesési szoggel azonos
9 szoget zar be a P’-beli —1i’ bels6 normadlissal. A reflexié soran az elemi térszog
nagysaga sem valtozhat, ezért a reflektalt sugdrzas is a beesés térszogével azonos
nagysagu do térszogben halad. fgy arra jutunk, hogy idGegység alatt egységnyi feliile-
trél a felilletelem normélvektordval ¢ szoget bezéar irdny korili egységnyi térszogben
reflektdlt sugdrzds mennyisége konst - cos ¥'-vel egyenld. Ez valéban pontosan ugyan-
az a szabdly, amit a (145) képlettel kapcsolatban az emissziérdl allapitottunk meg.
Ennek alapjan (143) és a bel6le levont kovetkeztetések arra az esetre is érvényesek,
amikor a (143)-beli konstans az emisszié és a reflexié egyiittes hatdsat veszi figye-
lembe. fgy specidlisan érvényes marad az a kovetkeztetéstink, hogy adott w,, mellett
egységnyi feliiletre id6egységenként zww energia esik.

Most figyelembe kell venniink, hogy termikus egyensulyban idGegység alatt egységnyi
frekvenciatartomdnyban a fal minden eleme altal emittalt energidnak meg kell egyez-
nie az ugyanezen elem &ltal elnyelt (abszorbedlt) energidval?.

32M3r korabbrél tudjuk, hogy a felilletegységre réesé és a réla kidramlé teljesitmény megegyezik
egymadssal (mindkett8 7 - konst-al egyenld). A reflexié miatt azonban kiilon biztositani kell, hogy az
elnyelt energia legyen egyenl$ a kisugarzott energidval.
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Vezessiik be a fal anyagi mindségére jellemz6 A(w) abszorpcidképességet (abszorp-
ci6s konstanst), ami azt mutatja meg, hogy a falra esé energidnak hanyad részét nyeli
el a fal (0 < A(w) < 1). Eszerint hémérsékleti sugdrzds esetében a fal egységnyi

feliilete id6egység alatt A(w) - gww energidt nyel el. (A maradék (1 — A(w)) - zww
rész a beesési szoggel egyenld szog alatt valtozatlan frekvencidval visszaverddik).

Mint mondottuk, termikus egyensilyban az abszorbedlt és az emittdlt energianak
egyenlonek kell lennie egymassal, vagyis teljesiilnie kell a

egyenldségnek, amelynek az energiasiiriiségre megoldott alakja a kovetkezo:

)
Wy, = ¢ Aw) (153)

Mint latjuk, adott homérsékleten valoban a falak emisszids és abszorpcids tu-
lajdonsdga hatarozza meg a homérsékleti sugarzas spektralis Osszetételét. Mivel az
emisszioképesség és az abszorpcidképesség erdsen fligg az anyagi minéségtol, meg-
er6sitve latjuk azt a varakozasunkat, hogy w,, fligg az iireg falanak anyagi min6ségétol.
A Prévost-szabély azonban azt mutatja, hogy a jobban abszorbedlé (nagyobb A(w)-ji)
feliilet jobban emittél (az F(w)-ja is nagyobb), tehdt az F(w)/A(w) ardny anyagfiiggése
mar gyengébb. Ennél azonban tobb is igaz. A termodinamika 2.Fotétele alapjan
ugyanis megmutathaté, hogy az F(w)/A(w) ardny a hémérséklet és a korfrekvencia
univerzalis (a falak anyagi mindségétdl figgetlen) figgvénye (Kirchhoff-tétel, 1859).

A Kirchhoff-tétel bizonyitdsa a kovetkezo:

Az olyan testeket, amelyek a feliiletiikre es§ Gsszes sugarzast elnyelik (A(w) = 1),
abszolit fekete testnek nevezziik. Az abszolit fekete test emisszidképességét e(w)-val
fogjuk jelolni.

Készitsiink iireget abszolit fekete testbdl. A fal hémérséklete mindeniitt legyen
T. Az egyes fal-elemek sugdrzds utjan (is) cserélhetnek energiat, de ez gy torténik,
hogy a hémérsékleti egyensily fennmarad. Vagyis, barmely d¥ (belsd) feliiletelemre
érvényes, hogy a feliiletelem altal egységnyi idé alatt emittélt me(w) - dX energia
megegyezik azzal az energidval, amennyit ez a kiszemelt feliiletelem a fal tobbi részétol
sugarzas formajaban kap.

Cseréljiik most le ezt a kiszemelt fal-elemet masik anyagra, amely méar nem ab-
szolut fekete (emisszi6- és abszorpcié-képessége E(w), illetve A(w)), de a hémérséklete
ugyancsak T. A 2.Fé&tétel szerint nem johet létre spontdn hémérséklet-kiillonbség a
fal kiilonb6zé anyagbol allo részei kozott, mert ez az entrépia spontdn névekedését
jelentené (4.11 fejezet), ezért az 1j fal-elemnek szintén ugyanannyi energiat kell ki-
sugaroznia, mint amennyit elnyel. De a rdesé sugdrzast a fal tobbi része hatarozza
meg, ezért ez valtozatlanul me(w) - d¥-val egyenld. Az anyagi mindség megvdltozdsa
miatt azonban az 1j elem ennek csak A(w)-szorosédt nyeli el és sugdrozza vissza, ezért
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TE(w) = A(w) - me(w), ahonnan

Az E(w)/A(w) ardny tehdt valéban fiiggetlen a feliilet anyagi mindségétdl és megegye-
zik az abszolit fekete test emisszidképességével. A Kirchhoff-tételt ezzel belattuk.

A Kirchhof-tételt a (153)-mal kombinélva latjuk, hogy a hdémérsékleti sugédrzds
spektruma fiiggetlen a falak anyagi mindségétol és az iireg alakjatdl és ardnyos az
abszolut fekete test emisszioképességével:

W, = - e(w). (154)

A hémérsékleti sugarzas spektruma tehat éppentigy fiiggetlen a falaktdl, mint a
molekuldris gaz energiaeloszlasa. Ez a felismerés jogosit fel arra, hogy a homérsékleti
sugarzast ugyanolyan 6nallé termodinamikai rendszernek tekintsiik, mint az iireget
kitolté gazt. Ettol a pillanattdl kezdve van jogunk beszélni a hémérsékleti sugarzas
termodinamikdjarél — és ezt megtehetjiikk annak ellenére, hogy a fal kiillonbozé ele-
meibdl szarmazé elektromagneses hullamvonulatok egyaltalan nem ”iitkozgetnek”
egymassal.

Megjegyzés: Egy olyan szobaban, amelyet hémérsékleti sugarzas tolt ki, a targyak

nem lathaték. Az egyes targyak feliiletérdl adott szogben visszavert (1 — A(w)) fww
77

fényt ugyanis olyan E(w) sugdrzas (fényemisszid) kiséri, amely az elébbit pontosan
az univerzalis e(w) spektrummd egésziti ki:
c 153) ¢
(1- A@) S+ B) "2 Lo

(154)
dr ¢

e(w).

Akérmerre forduljunk is, mindenhonnan ugyanolyan mennyiségi és spektralis Osszetételil
sugarzas jut a szemiinkbe.

4.52. A hoémérsékleti sugarzas termodinamikaja
Megmutatjuk, hogy a hémérsékleti sugarzas egyik allapotegyenlete a kovetkezé:

p- %w (155)

2
Ez felel meg az idedlis gdz P = 3w allapotegyenletének (w = U/V).
Tekintslink egy tlireget, amelyet hémérsékleti sugarzas tolt ki. A hatdrozottsdg
kedvéért a fal legyen abszolut fekete. A fal P pontja koriili d¥ feliiletelembdl (143)

szerint masodpercenként

e(w) - dw - dX - cost - do’
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energia dramlik ki a ¢ koriili do’ elemi térszogben az (w,w + dw) frekvenciasdvban (a
jelolések ugyanazok, mint a 30.4bran).

A sugdrzési tér impulzusaramsiiriiséggel is rendelkezik, ami az energiadramsiiriiség
1/c-szerese3®. A kisugdrzas soran ilymédon folyamatosan impulzus dramlik az iireg
belsejébe, aminek kovetkeztében a dX felillet a —7 kiilsé normadlis irdnyaba mu-
taté impulzusra tesz szert (”visszalokédik”). Az idéegység alatt felvett impulzus
nagysagat ugy kapjuk meg, hogy el6z6 képletiinket 1/c-vel val6 szorzédssal impul-
zusaramstlriséggé alakitjuk, cosd-val torténd szorzassal kiszamitjuk ennek meréleges
komponensét, majd pedig integraljuk az iireg belsejébe mutatd iranyokra.

Vegytink fel egy Descartes-rendszert, amelynek az origdja a P pont, z tengelye
pedig 77 irdnyu és vegyik figyelembe, hogy do’ = sind - dd - dp. A mondottak alapjdn
a dY altal idOegység alatt az emisszié kovetkeztében folvett kifelé mutaté impulzus a
kovetkezo:

1

1 2m /2 9
f-e(w)-dowdz-/ d<p/ dv - cos® 9 - sindd = e(w)-dw-d2~—ﬂ.
& 0 0 C 3

De (154) szerint e(w) = fww. Ha ezt az el8bbi képletbe beirjuk, az impulzusra az
™

1
Eww -dY - dw

kifejezést kapjuk.

Termikus egyensilyban pontosan ugyanekkora kifele mutaté impulzust ad at dX-
nak az &ltala elnyelt sugarzds is, ezért ezt a képletet még meg kell szorozni 2-vel.
Mivel a nyomés a fal egységnyi feliilete dltal masodpercenként felvett (kifele mutato)

impulzussal egyenld, ezért P, = gww, ahol P,dw az (w,w + dw) sédvba es6 spektralis
komponensek altal kifejtett nyoméds. Ezt az Osszefiiggést w-ra integréalva kapjuk (155)-
t.

Boltzmann 1884-ben levezetett egy méasodik allapotegyenletet is, amely a mole-

3
kuldris gazok w = inT (n = N/V) allapotegyenletével analdg. Ez a kivetkezd:

w=aT* (a = 40 /c = konst). (156)

Ezt az egyenletet Stefan-Boltzmann térvény néven szokds idézni: A hémérsékleti
sugdrzds energiastiriisége ardnyos az abszolit hémérséklet negyedik hatvénydval (a
o konstans empirikus értéke 5,67 - 1078 W . m=2 . K~4)34,

33Fz abbdl kovetkezik, hogy a g impulzussiiriiség a w energiasfiriiség 1/c-szerese (Elektrodinamika-
jegyzet, 2.34 fejezet), és az dramslirliség mindkét esetben a silirliség c-szerese.
34 A7 el8z6 fejezetbdl tudjuk, hogy adott w-nél a fal egységnyi feliilete 4ltal kibocsétott teljesitmény

c
—w-vel egyenld. Ha ide beirjuk (156)-t, a kisugarzott teljesitményre a oT? kifejezést kapjuk. A

megfigyelésbdl a kisugarzott teljesitmény hatdrozhaté meg kozvetleniil, ez indokolja a o konstans
hasznalatat az a helyett.
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A (156) igazolasdhoz induljunk ki az 1.F&tételbdl:

szdU—i—PdV:d(Vw)—i—}w~dV=V~dw+éw-dV=Vd—w~dT+éw-dV.

3 3 dr 3
Ha a @ h8mennyiség allapotfiiggvény volna (azaz adott T és V mellett a rendszer
meghatédrozott mennyiségii "hét” tartalmazna), akkor ebbdl az egyenletbél leolvas-
hatndnk a hémennyiség T és V szerinti parcidlis derivéltjait. Mivel azonban Q(T,V)
fliggvény nem létezik, ezen az uton nem mehetiink tovdbb. Az entrépia azonban
allapotfiiggvény és kvazisztatikus folyamatban a dS = dQ/T egyenlet segitségével
kifejezhet6 d@Q-n keresztiil:

LW gy 2

A5 =7 Ir 3T

Innen leolvashatdk az S(V,T) parcidlis derivéltjai:

05 V. du 95 _dw
or T dT ov. 3T
%S 9?S v 1n
VOT — 9TV egyenlGségbol

0 (V dw) _ 0 (dw
oV \T dT) 0T \3T )’
A Kkijelolt derivélas elvégzésénél hasznaljuk ki, hogy w csak a hémérséklettol fligg, a

térfogattol nem. Ezért
1 dw 4 dw 4

w
T dT 3T dT 3 T2’
ahonnan

d _ T
w T
Ennek az egyenletnek az integraldsabol nyerjiik (156)-t. Ha ezt dS korabbi kife-
jezésébe irjuk, a
4
dS =4aVT?-dT + gaT3 -dV

egyenléségre jutunk, ahonnan megkapjuk az entrépidt:
4
S = gVT3 + K, (157)

ahol k az entrépia termodinamikai kifejezésében sziikségképpen megjelené 6nkényes
allandé. A kovetkezd fejezetben megmutatjuk, hogy k = 0, ezért a fejezet tovabbi
képleteiben ezt az értéket hasznaljuk.
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A Stefan-Boltzmann térvény felhasznaldsdval a jobboldalon a hémérsékletet he-
lyettesithetjiik az U bels6 energidval:
4
-3

1/4

S = (aVU?) (158)

Ez egy U fiiggvényében monoton novekvs konkdv fiiggvény, amely a (44) képlet ana-
logonja a homérsékleti sugarzas esetére.

34.Feladat: Adjuk meg a PV = NT altaldnositott gaztorvény analogonjat.
Megoldéas: P = %T‘l, amelyben nem fordul el6 a térfogat.de

35.Feladat: Adjuk meg a hémérsékleti sugarzds szabadenergiajat.
Megoldés: Az F = U — TS definicié alapjdn

F= —%VT"‘.& (159)

36.Feladat: Adjuk meg az adiabatdk egyenletét kiilonbozé valtozdkban.

Megoldas: Az adiabatdkon S = konstans, ezért

T3V = konstans U3V = konstans P3V* = konstans.&

37.Feladat: Hatérozzuk meg a hémérsékleti sugdrzés izotermdit, izobarjait és
izochorjait.

Megoldas: A 29.feladat alapjén az izotermék egyenlete P = konstans, az izobaroké

T = konstans, az egyetlen izochoré pedig P = %T4.&

38.Feladat: Hatarozzuk meg a hdmérsékleti sugarzas hékapacitasait.

Megoldas: A Cp-nek nincs értelme, mert a hdmérséklet nem névelhetd gy, hogy
a nyomas allandé maradjon.

— ou — 3
CV = (M)V =4aVT *

4.53. A Planck-spektrum

A hémérsékleti sugarzas statisztikus fizikdjanak alapkérdése: Hogyan fiigg w,, a frek-
venciatdl és a hémérséklettol?

A probléma kisérleti vizsgdlatat az teszi lehetévé, hogy w, ardnyos az abszolit
fekete test e(w) emisszidképességével. Furjunk egy zart edényen kis lyukat. Ha az
edény bels feliilete elég szabalytalan, akkor a lyukon keresztiil az iiregbe bejutott
fény szoérédas utjan gyakorlatilag nem tud kijutni bel6le, ezért a lyuk abszolut fekete
testként viselkedik, és a lyukbdl kidramlé sugdrzds spektruma e(w)-val lesz egyenld.
Ezt kell spektroszkdpiai analizisnek alavetni.

125



A mult szazad végen — els6sorban a Berlini Egyetemen — egyre pontosabb
méréseket végeztek a w, fliggvényalakjanak meghatarozasara. A mérések eleinte a
nagy frekvencidk tartomanyéra korlatozdédtak. Azt taldltak, hogy w,, az w csokkend
fliggvénye.

1896-ban W. Wien elméleti megfontolasok alapjén arra a kovetkeztetésre jutott,
hogy w,, fliggvényalakja a kovetkezo:

Wy = Q- wie B w/T’ (Wien-formula)
amelyben a és 8 konstansok. Ez a képlet eleinte 6sszefért a kisérleti eredményekkel,
de amikor a kisérleteket alacsonyabb frekvencidkra is kiterjesztették, eltérések mutat-
koztak: kideriilt, hogy a Wien-formula csak akkor ad jé eredményt, amikor (konstans
hémérsékleten) a frekvencia elég nagy, vagy (konstans frekvencidn) a hémérséklet elég
alacsony (vagyis amikor Sw/T nagy).

A hémérsékleti spektrum korrekt alakjit a Planck-formula adja meg, amelyet
Planck 1900 oktéber 7-n, vasarnap, késé délutan fedezett fel Berlinben, ahol az egye-
tem elméleti fizika tanszékét vezette (ezt a posztot Kirchhofftél 6rokolte). Planck
kozelrol figyelhette a berlini fizikusok kisérleteit és mar tobb év 6ta prébélkozott a
spektrum megmagyarazasaval.

A széban forg6 vasarnap délutanjan a kisérletek egyik résztvevéje, H. Rubens
feleségével csaladi latogatast tett Planckéknal. Tavozasuk elétt Rubens megjegyezte:
a kisérletekbdl ugy latszik, alacsony frekvencian a spektrum ardnyos az abszolit ho-
mérséklettel.

A Wien-formula ezt nem tudja: w — 0-ndl aw3-ként viselkedik, ami nem fiigg
T-t6l. A vendégek tavozasa utan Planck iréasztalhoz ilt, és rovid prébalgatds utan
r4jott, hogyan lehet a Wien-formulat médositani gy, hogy w — 0-ndl aranyos legyen

Tovel: az e P~ w/T tényezot (e/B w/T _ 1) -el kell helyettesiteni:

w3

=a-— Planck-formula).
eBrw/T ( )

W

Planck formuldja w — oco-nél visszaadja a Wien-formuldt, w — 0-nal pedig az

Pl 1+ ﬂ% kifejtés kovetkeztében a

wy, = (a/B) - T (w—0)

képletbe megy at.

Ez utobbi képlet akkor méar létezett: ugyanannak az 1900. évnek a nyaran
Lord Rayleigh megmutatta, hogy ha az elektromagneses hulldimokra alkalmazhatok
volndnak a klasszikus statisztikus mechanika médszerei, w,,-nak w?T-vel kellene ardnyosnak
lennie. Akkor azonban mér ismeretes volt, hogy nagy frekvencidkon ez a képlet nem
lehet igaz, mert monoton no ahelyett, hogy csokkenne.
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Planck még aznap este levelezélapon megkiildte formuldjat Rubensnek, aki megallapitotta,
hogy kitiin6en egyezik a mérésekkel. Ezutan Planck hozzafogott a képlet értelmezéséhez.
Mivel w,, nem filigg attél, milyen objektumok sugarozzak ki és nyelik el az iiregben
a fényt, legegyszeriibb lehet&ségként feltételezte, hogy ezek az objektumok toltott
harmonikus oszcillatorok. Kideritette, hogy akkor kapja meg a korrekt spektrumot,
ha az oszcillatorok energidjat kvantaltnak tételezi fel (Kvantummechanika jegyzet 1.1
fejezet).

1906-ban Einstein rejtett logikai kovetkezetlenségre bukkant Planck gondolatme-
netében: Planck a targyalas egyik részében kvantédltnak, egy méasikban — implicite
— folytonosnak tételezte {0l az oszcillatorok energiajat. 1916-ban Einstein adta meg
a Planck-formula elsé kovetkezetes elméleti targyalasat az atomi emisszids és abszorp-
ci6s folyamatok alapjan.

Az alabbiakban a Planck-formuldt a Bose-statisztika segitségével vezetjiik le an-
nak a feltételezésnek az alapjan, hogy a homérsékleti sugarzas idedlis fotongdz. Ez az
értelmezés csak 1924 utédn valt lehetové. Ekkor dolgozta ki ugyanis Bose és Eins-
tein a Bose-statisztikdt. A fotonhipotézis is csak a 20-as évek kozepétél kezdve
valt elismertté. Meg kell azonban jegyezniink, hogy a hémérsékleti sugarzas idealis
fotongazként torténé felfogasa elleplezi azt a tényt, hogy a fotonok csak a falak
atomjaival hatnak kolcson, egymaéassal nem. Einstein 1916-s levezetése a foton-atom
kolesonhatason alapul, ezért jobban tiikrozi a valddi fizikai folyamatokat.

X k%

A véazlatos torténeti attekintés utan attériink a Planck-spektrum levezetésére.

MindenekelStt emlékeztetiink rd (Kvantummechanika 3.2 fejezet), hogy a fotonhi-
potézis szerint az w frekvencidjui sugarzds nulla tomegili, € = hw energidju és p = hk
impulzusi (k = w/¢, Elektrodinamika jegyzet (134) képlet) fotonokbdl 4ll. A fotonok
1-s spinfi bozonok, ezért a nivok a, b, ¢, ... indexébe a spinvetiiletet is bele kell érteni.

Az s spinfi részecskék spinvetiilete 2s 4 1 kiilonboz6 értéket vehet fel a (—hs, +hs)
intervallumban. A nulla témegii részecskék azonban kivételek. A kvantumtérelméletben
megmutatjak, hogy egy nulla tomegli s-spinli részecskének a mozgasiranyra vetett
spinvetiilete (ezt helicitdsnak nevezik) csak két értéket vehet f6l: a +hs-t és a —hs-t.
A foton két lehetséges helicitdsa tehdt £h35.

A fotonok tovabbi megkiilonbozteté tulajdonsiaga az, hogy egyenként keletkez-
hetnek és tlinhetnek el (més folyamatban nem is vesznek részt). Ennek az a kovet-
kezménye, hogy a fotongaz kémiai potencialja zérus. Valéban, adott homérsékleten
akkor &ll be az egyenstly, amikor a szabadenergia minimélis, ezért a fotonok N szama
mindaddig véltozik, amig az F-nek nem lesz széls6 értéke. Ennek feltétele nyilvan

35A két helicitdasérték a sikhullamok két cirkuldris polariziciéjanak felel meg (Elektrodinamika
jegyzet 2.29). A foton helicitdsat éppen a Planck-formuldval kapcsolatban fedezte fel Bose. Amikor
ugyanis ezt a formulat a fotonkép alapjian prébalta levezetni, egy 2-s faktor eltérést taldlt. Ebbdl
kovetkeztetett arra, hogy a fotonnak két polarizéciés allapota van, amit a statisztikus silyban figye-
lembe kell venni.
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OF OF
—— = 0. Maésrészt (72) szerint p = AN ezért egyensulyban valéban piroron = 0. A

hémérsékleti sugdrzas (159) szabadenergidja nem tartalmazza N-t, ezért 6sszhangban

van ezzel a konklizioval. Mivel a klasszikus gézok kémiai potencidlja nagy negativ
szam, ezért a fotongdznak nem lehet klasszikus hatdaresete.

Legyen N,dw a V térfogati iiregben azoknak a fotonoknak az atlagszdma, ame-
lyeknek a frekvencidja az (w,w + dw) intervallumba esik. A (131) szerint p = 0 és
€ = hw figyelembevételével

1

N, dw=———
ehw/T—l

g(w) - dw. (160)

A g(w) - dw faktor a foton azon mikrodllapotainak szdma, amelyekben a frekvencia
az (w,w + dw) intervallumba esik. Az Elektrodinamika jegyzet 2.54 fejezete szerint a

hw
foton impulzusa a p = ik = — képlet szerint fiigg Gssze w-val, ezért
c

- dw. (161)

Itt V -47p? - dp a fazistér azon részének fazistérfogata, amelyben az impulzus a (p, p+
dp) intervallumba esik, ezért a tort az ilyen impulzusi mikrodllapotok szdma (a V'
térfogatban). A 2-s faktor a helicitds két lehetséges értékét veszi figyelembe.

Irjuk be (161)-t (160)-ba:

2
N, = ;/3- hww .
mece e /Tfl

A spektralis eloszlést a
N,

w,, - dw = hwvw - dw
képlet hatdrozza meg. Az w frekvencidji fotonok energidja ugyanis fiw, ezért a jobb-
oldal valéban az atlagos energiasiiriiség az (w,w + dw) frekvenciasdvban.

Ebbol az Osszefiiggésbol nyerjik a Planck-spektrumot:
h w3
2.3 :
mee eh(.d/T -1

Wy, = (162)
Most meg kell mutatnunk, hogy a fotongaz elméletébol visszakapjuk a hémérsék-
leti sugarzds mar ismert termodinamikajat. Ehhez ki kell szdmitanunk valamelyik
fundamentalis fiiggvényt. Az Q-potencidl az, amelyre az 4.48 fejezet kész képletet
tartalmaz.
Az Q=" Q, képletben az Gsszegzés az adott esetben w szerinti integraldst jelent

a (161) sulyfaktorral:
Vw?
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Az Q,-t (130)-bdl kapjuk meg:

Q, =Tl (1 _ e_hw/T) ,

ezért
=17 / Wl (1— e m/T) -dw:T‘*L/ 2 (1=e77) - da.
m2e ), m2e3h3 ),
Az z-integrdl értéke —m* /45, ezért
2
™
Q=——"— V7T
45h3¢3 v

A pfoton = 0 kivetkeztében azonban € azonos F-el (Id. a (64), (91) képleteket), ezért

a 7T2
F=—-—=-vT* =— . 1
5" (“ 15h3c3> (163)

Ez val6ban ugyanaz a (159) szabadenergia, amelyet a hémérsékleti sugarzdsra kap-
F

tunk. Az S = ~3T képlet felhaszndldsdval Gijra megkapjuk az entrépia (157) képletét,

de ezuttal a k additiv konstans automatikusan nulldnak adédik.

39.Feladat: Jeloljiik w,,-el azt a frekvenciat, amelynél a fekete sugarzés a legin-
tenzivebb. Hogyan fiigg w,, a hémérséklettsl?

Megoldds: Célszerti atirni (162) jobboldaldt az

1 z>

72e3R2T3 T _q

alakba, ahol x = hw/T. A fiiggvénynek = = 2,822-nél van maximuma, ezért

L 2,822
™R

T.

Ez a Wien-féle eltoloddsi torvény, amelyet eredetileg a Wien-formulabol vezettek le
(a konstans értéke nélkiil). Mennyiségileg fejezi ki azt a tapasztalatot, hogy a hé-
mérséklet novelésével a sugarzds spektruma a magasabb frekvencidk iranyaba tolédik

el.de

4.54. A szilard anyagok fajhgje

1819-ben Dulong és Petit kisérleteik alapjan arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy
minden anyag atomstlynyi mennyiségének fajhéje 3R ~ 25 J/K.mol (SI-ben kifejez-
ve). Ha a hémérsékletet joule-ban mérjiik, akkor R = N4, és ez a szabély azt fejezi
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ki, hogy az egy atomra juté hékapacitds 3-al egyenlé. Hamarosan kideriilt, hogy a
szabaly csak szilard anyagokra érvényes, de a jelentOsége ezzel alig csokkent. Szamos
anyag atomsulyat a Dulong-Petit torvény alapjan hataroztak meg.

A szabdlyt elméletileg Boltzmann igazolta 1871-ben annak a fizikai képnek az
alapjan, hogy a szilard anyagokban minden atom harmonikus rezgémozgast végez
az egyensilyi helyzete koriil és a belsé energia a fliggetlen harmonikus oszcillatorok

)
E = ;; + 57“2 energidinak az 0sszegével egyenlo.
m
A szamitast célszer(i a kanonikus eloszlas alapjdn végezni. Az egy atomra vonat-

koz6 kanonikus Gsszeg a kovetkezo integrallal egyenld:

1/ p? D,
212/6 T (2m+ 2’ ) Co-dV.
o

A o-t azért nem helyettesitettiik 2mh-al, mert a szamitds harminc évvel a kvantum-

elmélet megjelenése elott tortént és azért vezet hatarozott végeredményre, mert a
végképletbdl o kiesik.

Az egyes atomokat egymadstdl fiiggetlen oszcillatoroknak tekintjiik, ezért — a 4.44

fejezethez hasonléan, — most is igaz, hogy az N atomot tartalmazoé rendszer statisz-

tikus Osszege Zi¥-el egyenld. Kiilonbség azonban, hogy nem kell N!-al osztani. A

koordinatak szerinti integral ugyanis az e D r2/ 2T tényezd miatt most nem aranyos
a V térfogattal. fgy automatikusan homogén elséfoku kifejezést kapunk F'-re, amit
az Nl-al val6 osztas csak elrontana. Ezen a latszélagos kovetkezetlenségen nem kell
meglitk6znlink, hiszen a Gibbs-faktoridlis bevezetésének egyediili értelme az volt, hogy
nélkiile nem kapnank homogén elséfoku kifejezéseket ott, ahol ez sziikséges.

Mivel p? = p? +p§ +p? ésr? = 22 +y% 422, a 7 statisztikus Osszeg a Z1, VATRVAR
szorzat alakjaban irhaté, amelyben

1 Pi D ,
R — —_—= + J—
“ o
A Zy,, Z1, pontosan ugyanilyen integral, ezért Z = Z3 .
A 7y, kiszdmitasahoz p, és x helyett vezessiik be az
Pz D

u = V=2 —
2mT 2T

4j valtozdkat. Ekkor
2T [° [ _ 2 2
le:—/ / e (u "H])du-dv,
ow — o0 — o0
ahol természetesen w = /D /m.
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A fennmaradt kettés integral konnyen kiszamithaté sikbeli polarkoordindtakban
(u=rcosp, v=rsing, du-dv=r-dp) és m-vel egyenls. Ezért Z;, = 2—7TT és 71
ennek a kifejezésnek a kobe. 7w

y 2rT\ " . , \ y

A (117) alapjan F = —T - 1n (0’0.)) , amelynek ismeretében a bels6 energiat
(75) segitségével lehet kiszamitani. Ez az a 1épés, ahol o kiesik és azt taldljuk, hogy
u = 3T. Azért irtunk kisbetiit, mert a szdmitds az egy atomra jutd belsé energiat
adta meg. Az egy atomra juté fajhé innen nyilvan ¢ = 3 a Dulong-Petit szabéllyal
6sszhangban36,

Levezetésiink lényegében a klasszikus (nem kvantum) statisztikus fizika ekviparticid
tételének az igazoldasa. A tétel azt mondja ki, hogy ha az energia az impulzusok és a
koordinatak kvadratikus fliggvénye, akkor termikus egyensilyban minden kvadratikus
tagra T'/2 dtlagenergia jut. Az idedlis géz molekuldinak az energidja tisztdn kineti-
kus, csak impulzustdl fiiggé kvadratikus tagokat tartalmaz. Egyatomos molekulandl
harom ilyen tag van, amelyek p2-el, pg—eL p2-el aranyosak. Kétatomos molekuldknél
ezekhez még hozzdjon kettd, amelyek a molekuldk forgasaval kapcsolatosak. Ezért jut
egy molekuldra az els esetben 37/2, a mésodikban 57'/2 energia®7.

1840 koriil kezdték tapasztalni, hogy a gyémant ”anomalisan” viselkedik, a fajhdje
kisebb, mint ami a Dulong-Petit térvény alapjan varhaté. A mult szdzad hetvenes
éveiben végzett mérések alapjan az is kideriilt, hogy a fajhé nem is konstans, fiigg a
homérséklettdl, és ez a fiiggés altaldban nem is gyenge. Hémérséklet-fiiggést korabban
is észleltek, de mivel az elmélet konstans fajhét josolt, kisérleti hibanak mindsitették.
Miutan Dewar 1898-ban cseppfolydsitotta a hidrogént, hozzaldtott, hogy a fajhdéket
egészen alacsony homérsékleten szisztematikus vizsgalat ald vesse. Méréseit — nem
véletlenill, — a gyémaénttal kezdte, és eredményeit 1905-ben publikalta. Azt talalta,
hogy 20 K és 80 K kozott a fajho sokkal kisebb, mint a Dulong-Petit szabdly alapjan
varhaté. Az is kideriilt azonban, hogy az anomaélia magas hémérsékleten eltiinik.

1906-ban az Annalen der Physik Gsszefoglald cikket kozolt a fajhdvel kapcesolatos
problémakrol. A folydirat ugyanazon szaméaban jelent meg Einstein dolgozata, amely
a kvantumelmélet alapjan magyarazatot ad a fajhé homérséklet-fliggésére. Ezzel a
cikkel kezdodik a szilard testek kvantumelmélete.

Einstein ugyanabbdl a fizikai modellbél indult ki, mint Boltzmann, de figyelembe
vette Planck kvantumhipotézisét, amely szerint az egydimenzids (linedris) harmonikus

368zilard anyagoknal a cy és a cp kozotti kiilonbség kicsi, ezért nem tesziink indexet a c-re. A
szamitas egyébként konstans térfogatra, a mérések konstans nyomdsra vonatkoznak. A kisérleti
Osszehasonlitdsnél a kiilonbséget természetesen figyelembe veszik.

3TEz utébbi fajhd érték valéjdban silyos problémét jelentett a klasszikus elmélet szdméra. A
kétatomos molekuldk minden elképzelheté modellje ugyanis megengedi, hogy a molekula a rotéacién
kiviil vibraciés mozgdst is végezzen. Ez nyilvan két Gjjabb kvadratikus tagot jelent az energidban
és az atom fajh8jének a tapasztalt 57'/2 helyett 7T /2-vel kellene egyenldnek lennie. A rejtélyt a
kvantumelmélet oldotta meg, amely szerint — mint aldbb ldtni fogjuk, — a vibracidkra a mozgds
kvantaltsdga miatt az ekviparticié tétele nem teljesiil, és amikor a hémérséklet sokkal kisebb mint a
vibracids energianivéok kozotti tavolsdg, a molekula praktikusan merev rotatorként viselkedik.
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oszcillator energidja a hv = hw egész szamu tObbszorose®®. Ennek a felfogdsnak

megfelelGen

APES ie_(hw/T)ny

n=0
oo
F=-3TIny e~ (/T)n,
n=0
) , . _ —hw/T . . .
Az Osszeg egyszerli geometriai sor, ¢ = e hanyadossal és 1 -val egyenlo.
—q
Eszerint 1
F=-3Tn—F.
1— e w/T
A (75) felhaszndldsdval innen
F hw
u = —TQi — | = 37’
or \T Jw/T _ 4

és a fajho
c_w_3<M)2M
oT T (ehw/T—l)Z.

Ezt a formulat talalta Einstein a fajhére.
Nézziik a hatareseteket. Magas hémérsékleteken a szamldlébeli exponens 1-nek

hw ,
tekinthetd, a nevezd zardjelében pedig 1 + ?—vel kozelitendd. Igy

lim ¢ =3,
T—o0
ami nem mds, mint a Dulong-Petit szabaly.
Az ellenkez6 hatéresetben

B\ 2
limcz3<> eih("”/T—>O7
T—0 T

mivel £ — oo-nél z"e”™* — 0. Abszolit zérus fokon a fajhd nulldhoz tart. A
tapasztalat ezt igazolja, de a nulldhoz tartas fenti, exponencialis jellegét nem.

A magyarazat nagyon tanulsagos. Alacsony homérsékleten pontosabban irhatjuk
le az anyag gerjesztéseit, ha a fiiggetlennek tekintett atomokrdl a hanghullamokra
tériink at. Kideriil, hogy a hanghulldmok a fényhullamokhoz nagyon hasonléan kvan-
tumokbdl alléonak képzelheték. A hang kvantumjait fononnak nevezik. A fononok

38 A zéruspont-energia akkor még nem volt ismert. Az egyszeriiség kedvéért most is elhagyjuk,
mert a fajhéh6z nem ad jarulékot.
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éppugy egyedenként keletkezhetnek és tiinhetnek el, mint a fotonok, ezért az 6 kémiai
potencialjuk is zérus (4.53 fejezet). Energidjukat és impulzusukat az w frekvencidn és
a k hullémvektoron keresztiil ugyanazok a képletek fejezik ki, mint a fotonok esetében.
Két kiilonbség van: az egyik az, hogy nem fénysebességgel, hanem hangsebességgel
terjednek, és a polarizdciés dllapotok szdma nem 2, hanem 3 (a tranzverzdlis pola-
rizdcién kiviil longitudindlis polarizécié is lehetsége). Mindezek alapjén a fotongdz
(163) szabadenergidjénak ismeretében a fonongdz szabadenergidjit ugy kaphatjuk
meg, hogy a képlet a koefficiensében c-t a hangsebességgel helyettesitjiik és az a-t
megszorozzuk 3/2-el. Ha a-n ezt a mennyiséget értjiik, (163) a fonongdzra is érvényes.
Ha ebbdl (75) segitségével kiszamitjuk U-t és ezt T-szerint derivaljuk, azt taldljuk,
hogy a fonongéz fajhdje — a fotongdzéhoz hasonldéan (38.feladat) — a hémérséklet
csokkenésével gy tart zérushoz mint T3. A kisérletek ezt igazoljak, ezért alacsony
homeérsékleten egy kristaly gerjesztéseit valéban felfoghatjuk gy, mint fonongazt.

4.55. A 3.f6tétel (Nernst-tétel)

A 3.fététel targyalasat az alacsony hémérsékletek elérésének vizsgalataval kezdjiik.

Allands térfogat mellett az entrépia a homérséklet monoton novekvo fiiggvénye,
és adott homérsékleten a térfogat novelésével né. Elegendéen magas hémérsékleten a
klasszikus idedlis gaz entrépidja szépen illusztrdlja ezt a viselkedést.

Alacsony (T — 0) hémérsékleten — mint tudjuk, — figyelembe kell venni a
kvantummechanikat, amelynek alapjan ezekhez a tulajdonsagokhoz hozzatehetiink
egy harmadikat: T — 0-ndal az idedlis fermi- és bose-gaz entrépidja nullahoz tart.

Abszolut zérus fokon az idedlis fermi-gaz jél meghatarozott kvantuméllapotban
van: € < ep-nél minden nivéd teljesen betoltott, ex folott pedig tires. Ezt dgy is
kifejezhetjiik, hogy abszolut nulla fokon egyensilyi dllapotban a gaznak egyetlen mik-
rodllapota van, amely egyben a makroallapota is. De akkor semmiféle informéacié
nyereséggel sem jar, ha a makroallapoton kiviil még azt is megtudjuk, milyen a rend-
szer aktualis mikrodllapota. Méds szavakkal kifejezve ugyanezt, abszolut zérus fo-
kon egyensulyi allapotban a mikroallapotokra nézve nincs informacié-hianyunk, ezért

o0
%imOS = 0. Ezt (138) alapjan be is lehetne bizonyitani az S = ~ 37 osszefliggés
—
felhasznalasaval.

Hasonlé gondolatmenet fotongdzra is alkalmazhaté. A (160) szerint T — 0-nal
N, — 0: abszolut nulla fokon az iiregben igazi vdkuum van. Betoltési szamok
segitségével ezt gy fejezhetjiik ki, hogy a T' = 0-hoz tartozd egyensiilyi allapotot csu-
pa nulla betoltési szam jellemzi. A betoltési szamok konkrét megadédsa azonban egy
jol meghatarozott kvantumaéllapotot jellemez. Specialisan a nulla betoltési szamokhoz
tartozé kvantuméllapot a vdkuum-dllapot. Gondolatmenetlink szempontjabdl az a
lényeges, hogy abszolut nulla fokon a rendszer bizonyosan ebben a mikroallapotban
van, és az entropia 7" = 0-n ennek kovetkeztében zérus. Ez egyébként k = 0 kovet-
keztében az entrépia (157) képletébdl is kovetkezik.

A termodinamika 3.f6tétele — masik nevén a Nernst-tétel, — ezeket az elméleti
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eredményeket altaldnositja: Két olyan dllapot entropidjinak a kilonbsége, amelyek
kvdzisztatikusan dtalakithatok egymdsba, T — 0-ndl nulldhoz tart:

lim AS = 0. (164)
T—0

A Nernst-tétel fontos kévetkezménye, hogy az abszolut nulla fok nem érheté el.
Tegyiik fel példaul, hogy egy dugattyuval lezart géz térfogatat kvazisztatikusan és adi-
abatikusan Vi-rél kiindulva novelni kezdjiik. A folyamat izentrépikus, ezért a géz ho-
mérséklete csokken: a ”térfogati entrépia” névekedését a "bels6 energia jarulékanak”
csokkenése kompenzélja (4.20 fejezet). Tegyiik fel, hogy mire a Va térfogathoz elériink,
a gaz hOomérséklete mar abszolit nulla fokra cstkkent. Mivel konstans térfogatnél az
entropia a hémérséklet monoton névekvé fliiggvénye ez csak akkor képzelhetd el, ha
T = 0-n a V5 térfogati giz entrépidja nagyobb, mint a V; térfogatié (Id. a 3la.
abrat). A 3.f6tétel azonban megkoveteli, hogy T = 0-n mindkét entrépia legyen
ugyanakkora (31b.dbra). Ebben az esetben a V5 térfogathoz tartozé hémérséklet
mindenképpen nagyobb, mint zérus, akarmekkora legyen is V5.

31. dbra

Ha (164) teljesiil, ez a bizonyitds akkor is érvényben maradna, ha T' = 0-n az
entropia ko6zos értéke nullatol kiillonbozé lenne. Mikor fordulhat eld, hogy az entrépia
T — 0-nél zérustdl kiillonbo6zo értékhez tart? Akkor, ha az anyag nem tiszta, ha-
nem pl. elegykristaly, amelynek komponensei abszolit zérus fokon is kiilonféle elren-
dez6désben helyezkedhetnek el a kristdlyracsban. Az ilyen rendszernek T' = 0-n is sok
kiilonb6z8 mikroallapota van, ezért az entrépidja nem zérus (konfigurdcids entrdpia).
Ez a zérustdl kiillonbozo érték azonban — a 3.fététel szerint — kozds azokban az
egyensilyi allapotokban, amelyek kvdzisztatikusan dtalakithaték egymésba. A (164)
érvényben marad, és az abszolut nulla fok ezeknek az anyagoknak a felhasznaldsaval
sem érhetd el.

A Nernst-tétel jelentésége nem meriil ki az abszolit nulla fok elérhetetlenségének
a kimondasdban. A tétel egy mdsik nem kevésbé fontos kiévetkezménye a 19.fel-
adattal illusztralhaté. Mint a feladatban lattuk, a kémiai egyensilyt a tomeghatds
torvényén keresztiil a kémiai egyensulyi dllandé értéke hatarozza meg. Ebben sze-
repel a K-val jelolt konstans, amely tartalmazza a reakciéban résztvevé anyagok
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entropidjaban fellépé k-t. A k értékét a kvantumelmélet alapjan elvben ki lehet
szamitani, de praktikusan ez csak az olyan nagyon egyszerli rendszerek esetében
torténhet meg, mint az idedlis gaz. A legtobb esetben az entrépiat empirikusan
hatdrozzak meg az (51) felhasznéldsdval gy, hogy a kalorimetrikusan mért C/T
figgvényt a homérsékletre integraljak. Ez az eljards azonban csak konstans erejéig
hatarozhatja meg az entrépiat és igy nem teszi lehet6vé, hogy az egyensulyi allando
értékét kiszamithassuk anélkiil, hogy a kémiai reakciéban bedllé egyensulyt legalabb
egy homérsékleten ténylegesen megmérnénk. A Nernst-tétel jelent&sége ebbol a szem-
pontbdl igen nagy, mivel kiilénboz6 anyagokra kozos kezd&értéket allapit meg az
entropidra. A 3.f6tételt gyakran gy fogalmazzdk meg, hogy erre a k6zos kezdSértékre
fektetik a hangsilyt: Ha minden elem entrépiajat 7' = 0-n stabilis allapotdaban
nullanak vessziik, akkor minden anyagnak pozitiv az entrépidja, ami 7" = 0-ndal nullava
valhat, és biztosan nulla lesz valamennyi egyszerii rendszerre, a vegytileteket is be-
leértve.

4.56. Izentropikus folyamatok és a spin

A 4.20 fejezet végén megallapitottuk, hogy az entrépia kiilonboz6 ”jarulékokbdl” &all
Ossze és izentropikus folyamatokban az egyik jarulék a maésik rovésara valtozhat.
Ezt a (100) Boltzmann-formuldbdl is leolvashatjuk, ha figyelembe vessziik, milyen
tényezdket tartalmaz I'. A (105) szdmlaléjaban fellépd AQ fazistérfogat a c, P>V
"impulzustérfogat” és a V¥ "koordinatatérfogat” szorzata. Izentrépikus folyamatok-
ban mindketté valtozik, de gy, hogy a szorzatuk allandé marad. Az elsé a ”bels6
energia jaruléka” (idedlis gdzokndl ez a kinetikus energia), a mdsodik a ”térfogati
jarulék” az entrépiahoz. Izentropikus folyamatban a kettd Osszege allandd. Ez a
torvényszeriiség fejez6dik ki az adiabata P - V5/3 = konstans képletében.

Tegyiik fel most, hogy a részecskék feles spintiek. A mikrodllapot definiciéjdba
ekkor bele kell érteni a spinvetiiletet is, amely a két +h/2 értéket veheti fel. A +-
k 2 médon oszthatdk el az N részecske kozott, ezért a mikrodllapotok szdmaban
megjelenik egy 2%V tényezo:

r 2N . AQ
P N1 B3N
(az sp index a feles spinre utal).

A Boltzmann-formula alapjédn ebbdl az kovetkezik, hogy a feles spinti gaz entrépidja
Nln 2-vel nagyobb, mint a spinnélkiili részecskékbol allo gazé.

Képzeljiik most el, hogy a feles spinii részecskékbol all6 hészigetelt idedlis gézt
mégneses térbe helyezziikk. Mivel a spinnel magneses nyomaték is tarsul, a spi-
nek tobbsége a mdgneses mezé irdnydba dll be (a hatdrozottsdg kedvéért feltettiik,
hogy a spin és a mdgneses dip6lnyomaték azonos irdnyd). Legyen a mdgneses mezd
olyan er0s, hogy praktikusan az Osszes spint a maga irdanydba forditja. Ekkor a spin
nem ad jarulékot a mikroallapotok szamahoz, és ez utébbi praktikusan megegyezik a
spinnélkiili idedlis gdz (107)-ben felirt értékével:
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L =[e"-u®? o).

Most kvézisztatikusan szlintessiilk meg a mégneses mezét. A mezé eltiinése utan
a mikroallapotok szdmaban megjelenik a 2%V faktor:

T, = 2.7 -/ o)V,

A hészigetelés és a kvéazisztatikussidg miatt a folyamat izentropikus, azaz I' = I',,.
Mivel a spin és a mozgds kozott mindig van kapcesolat (spin-pélya kolesonhatds), az
egyenléség teljesiilhet gy, hogy a részecskék u mozgési energidja u' = (1/2)*/3u-
ra csokken: adiabatikus demdgnesezésnél®® a gdz lehiil. A hémérséklet-csokkenés
mértéke ugyanannyi, mint amikor izentropikusan a térfogatot kétszeresére noveljiik.

Spines részecskékbdl all6 gz entrépidja tehat harom részbdl tevédik Gssze: impul-
zus-, koordinata- és spinjarulékbol. Izentropikus folyamatokban a jarulékok Ossze-
ge allandd, és ez felhaszndlhaté arra, hogy az egyik jarulékot véltoztassuk a masik
rOVASAra.

* 3k ok

nem magnesezett

1

|

|

|
v

|

|

: magnesezett

__<_

32. dbra

Az alacsony hémérséklet vildgrekordjat (kb. 20 nK = 2 x 10~® K) adiabatikus
demégnesezéssel érték el. A fenti gondolatmenetiink ennek az eljardsnak az elvét il-
lusztralta az idedlis gz példdjan. Amit a laboratériumban hiitenek, az természetesen
nem idedlis gdz. Azonban altaldban igaz marad, hogy azonos hémérsékleten a magnesezett
minta entrépidja alacsonyabb, mint a mégnesezetlené. A hémérséklet csokkenésével
mindkettd csokken, és — a 3.F&tétel szerint — az abszolit nulla fokhoz kozeledve a
két gorbe egyre kozelebb keriil egymashoz (1d. a 32.4brét).

39Pontosabb lenne izentropikus demégnesezést mondani.
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A hiitési eljaras a kovetkez6: A T; hOémérsékletli magnesezetlen mintat hirte-
len, irreverzibilis médon felmégnesezik. Az egyensily beallta utan a minta dllapotat
a mégnesezett dllapothoz tartozé gorbe T; hémérsékletli pontja reprezentdlja. A
minta entropidja lecsokken, de ezt a csokkenést berendezés magneses teret 1étrehozo
része boven kompenzalja. Ezutdn kvézisztatikusan és adiabatikusan megsziintetik
a megneses teret, mikozben a minta allapota atkeriil a magnesezetlen gorbe ugyan-
azon entrépiaju pontjaba. Ebben a lépésben torténik a hiités. Ez a két 1épés ez-
utan ujra és Gjra megismételhetd, kozben a minta hémérséklete egyre alacsonyabbd
valik. A 3.f6tétel azonban megkoveteli, hogy a mégnesezett és a magnesezetlen dllapot
entropidja T — 0-nal ugyanahhoz az értékhez tartson, és megakadalyozza, hogy az
abszolut nulla fokot elérjik.
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FUGGELEK

A feltételes széls6érték probléma

A statisztikus eloszlasok targyaldsakor az informaciémennyiség maximumat kiillénbozé

(kényszer)feltételek teljesiilése mellett kell meghatdroznunk attél fliggden, hogy mi-
lyen tipusd makrodllapot entrépidjat keressiik. Az izoldlt rendszer (a mikrokanoni-
kus eloszlds) esetében csak egy ilyen feltételiink volt, az, hogy a p; valsziniiségek
Osszege legyen 1. Ezt nem volt nehéz figyelembe venni. A kanonikus ill. a nagy
kanonikus eloszlasndl a feltételek széma nagyobb (kett, ill. hdrom) és a matematikai
formé&juk is bonyolultabb. Ezekben az esetekben mar kifizet6do a feltételes szélséérték
problémakra kidolgozott altalanos eljarast kévetni, amelyet az alabbiakban ismer-
tetiink.

Egy f(x1,22,...,x,) fuggvénynek ott van feltétel nélkili széls6 értéke, ahol az f
megvaltozdsa minden irdnyban zérus:

_9f Of 4o _
= 8$1dI1 + B dr, =0 Vdzi,...,dz,. (1)

daf
Mivel a (dz1,...,dz,)-k &ltal kijelolt irdny tetszoleges, megengedhetjik, hogy egy
kivételével mind zérus legyen. Igy azt talaljuk, hogy feltétel nélkiili szélsé érték csak
ott lehet, ahol

0
8;: =0 i=1,2,...,n.
Legyen most k£ darab
Pa(T1y 0y Tn) = Ca a=1,..k (2)

kényszerfeltétel (a c,-k konstansok). Az f megnovekedésének, df-nek a kiszamitdsdnél
a dz;-k most nem lehetnek tetszélegesek. Csak az olyan dx;-k megengedettek, ame-

lyekre (2) mellett a v (x1+dx1, - - - Tp+dx,) = ¢4 is teljestil. Ez a feltétel (21, 25)+

n

Opa(x1,  Tp
Z Ya )

3 dx; = ¢, alakban is frhat6, amelyb6l (2) kovetkeztében
L4

i=1
0pq

dpe
¥ 0x1 Oxy,

A szélséérték szamitasanal csak azok a dz;-k veend8k figyelembe amelyek ezeket az
egyenleteket kielégitik. Feltételes szélsé érték ott lesz, ahol a df az ilyen dx;-kre
eltinik.
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A feladat legcélszeriibb targyalasi modja a multiplikdtor mddszer. Ennek lényege,
hogy az f feltételes széls6 értéke helyett a

k
O(zq, .y xn) = fl21,.0y 2 Z apa Ty eeey Ty) — ca}

fliggvény feltétel nélkiili szélsé értékét keressiik az xq, ..., x, valtozok, valamint a A,
multuplikatorok szerint. Ennek feltétele:

g‘b — 0 i=ln (4)
88% =0 a=1,..k (5)
Részletesebben: N
gi;xa%ﬁj i=1,..n

OalZ1y .y Tn) = Cq a=1,..k.

A miésodik sorban maguk a kényszerfeltételek allnak, ezek tehdt ® feltétlen szélsé
értékénél teljesiilnek. Az elsd sort szorozzuk dx;-vel és Osszegezziik i szerint:

Za da; = ZA a%

amelyet

df = Z)\ <8%d1+ +Z%d n) (6)

Ln

alakba is frhatjuk.

A jobboldal &ltaldban nem zérus, és igy df sem az, de feltételes széls§ értéknél
ez nem is sziikkséges. Valahdnyszor azonban (3) teljesil, akkor df = 0! Mivel a
kényszerfeltételeket mar kielégitettiik, ez elegendd a feltételes szélsé érték probléma
megoldasahoz.

A feltételes szélséérték probléma megolddsédhoz tehat a (4), (5) egyenletrendszer
megoldasa sziikséges. Ebbdl megkapjuk a benniinket érdekl6 xz;-ket, és a — latszolag
— érdektelen A\, multiplikatorokat is.

Ez utébbiak azonban fontos jelentéssel birnak. Irjuk (6)-t

k
df = Ao - dpa (7)
a=1
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alakba. Ez a képlet abban a pontban érvényes, ahol f-nek feltételes szélsé értéke
van. A képletbdl leolvashatd, hogy A, azt mutatja meg, mennyivel valtozik meg az
f széls§ értéke, amikor ¢, dp,-val megvaltozik. Amikor a ¢,-ra eléirt ¢, szamot
megvialtoztatjuk, akkor nyilvan dp, = dc, és igy

k
df = Z Ao - deg,
a=1

ahonnan of
=2 (8)

* T ey
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