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KIEGESZITESEK ES MEGJEGYZESEK
Az idédilataciéhoz.

A (V) interpretélasat idsdilatacioként az 1.2 szakasz utolsd bekezdése tar-
talmazza. Ez til tomornek tlnik, ezért részletezziik.

A T/Tora a newtoni fizika alapjan két kiilonbo6z6 értéket kaptunk attol
fiiggSen, hogy a vevs vagy az add nyugszik. Az 1.4bran ezeket a T/Ty tengely
baloldalan tiintettiik fel. A (V') bevezetésével a kettst egyetlen kozos értékre
redukaltuk, amely a tengely jobboldalan szerepel. A felrajzolasnal kihasznaltuk,



hogy!

1_1V/C>,/i92>(1+wc)>1,

amit v*(V) - (1+V/c) >~(V) - (1+V/c) > (1+V/e) > 1 alakban is irhatunk.

Tegyiik fel, hogy Ado6 és Vevs — két kisérletezs fizikus — csak a newtoni
fizikat ismeri és ellendrizni akarja a Doppler-effektus képleteit. Hallgassuk meg,
hogyan targyalnak egymassal mobiltelefonon:

V: Te Ad6! Abban allapodtunk meg, hogy pontosan Ty = 1 méasodpercen-
ként inditod a jeleket. A sebességed ismeretében a T = Ty(1 4+ V/c) képlet
szerint akkor nekem 1.2 méasodpercenként kellene észlelnem 6ket. De ritkdbban
jonnek, 1.3 méasodpercenként.

A: Pedig én mindig pontosan akkor inditok el egy jelet, amikor az elGttem
4ll6 6ra masodpercmutatdja egyet ugrik.

V: Biztos, hogy pontos az 6rad?

A: Egészen biztos. Vannak itt nalam kvarcordk, s6t atomoérak is, mind
szinkronban jarnak az el6ttem allé éraval. S6t, az én pulzusom olyan, hogy
mindig 60-t ver percenként. Ezzel is szinkronban vagyok.

V: Hitha! Akkor nalad az idé lassabban telik, mint nalam. Biztosan azért,
mert mozogsz. De persze ezt Te magad nem veszed észre.

A: Nem én mozgok, hanem Te! Varj csak, én is kiszamitom a T = Ty/(1 —
V/c) képlet alapjan, hogy milyen id6kozonként kell észlelned a jeleimet. Nekem
1.5 masodperc jon ki. De akkor a Te érad is lassabban jar a kelleténél, hiszen
allitasod szerint két egymés utani jel kozott nalad csak 1.3 masodperc telik el.
Jol méred az id6t?

V: Hat persze, én is felszerelkeztem mindenféle idémérs alkalmatossaggal.

A: Akkor hat az id6 nalad is lassabban telik, mint nalam. Biztosan azért,
mert mozogsz.

V: Varj csak. Nalam is van egy ad6, meg nalad is egy vevs. Helyezziik csak
tizembe Gket!... Most elkezdek jeleket kiildeni feléd pontosan 1 masodpercen-
ként. Milyen id6kozonként észleled Gket?

A: Nahat! Nalam is 1.3 masodperc telik a Te jeleid kozott, ugyanugy,
mint nalad az én jeleim k6z6tt. Akkor hat hibdsan tanitottak nekiink, hogy
a Doppler-effektus szempontjabél nem mindegy, hogy az adé vagy a vevé mo-
zog, hiszen azt tapasztaljuk, hogy ez teljesen k6z6mbos, és csak a relativ mozgas
szamit!

Ez a naiv kis beszélgetés torténetileg persze egyaltalan nem realisztikus.
Einstein el6tt tgy gondoltak, hogy a fény a nyugvo éterhez képest terjed min-
den irdnyban azonos sebességgel, és a Doppler-effektusra vonatkozo6 két képlet
azért kiilonbozik egymastol, mert az elsG esetben a vevd, a masodikban az ad6
nyugszik az éterhez képest. Ugyanezek a képletek érvényesek az akusztikiban,
ha az étert a hangterjedés kozegével, a c-t pedig a hangsebességgel helyette-
sitjiik. Az optikdban a két képlet csak akkor mond ellent egymésnak, amikor

LAz alabbi egyenl6tlenség kozépss tagja a két szélsé mértani kozepe. Ennek a matematikai
ténynek a fizikai jelentését az 5. feladat vilagitja meg.



2. abra.

abbol a feltevésbdl indulunk ki, hogy az inerciarendszerek egyenértékiek, és
ezért a fény mindegyikben ugyanazzal a c sebességgel terjed minden irdnyban.
Einstein ebbdl indult ki, és erre a helyzetre vonatkozik a fenti parbeszéd.

A relativisztikus tomegnévekedéshez.

Vets Balazs kolléga (ELTE) felhivta a figyelmemet a Berkeley Physics Co-
urse masodik kotetére (Electricity and Magnetism), amelyben a szerzé E. M.
Purcell (Nobel-dij 1952) a kovetkez gondolatkisérlettel véli igazolni, hogy a
tomegnovekedés valosagos jelenség.

Egy dobozban rogzitett tengely koriil tud forogni egy stlyz6, amelynek végén
a két goly6 tomege M-mel egyenls, az ket 6sszekotd riud tomege pedig elhanya-
golhato. A baloldali abran a sulyzo nyugalomban van, a jobboldalin egyenletesen
forog, ezért ezen az abran a golyok tomege valojaban az M/y/1 — V?/c? moz-
gasi tomeggel egyenls, tehat nagyobb, mint M. Ennek kévetkeztében a forgo

salyzot tartalmazd doboz silyosabb, ezt mutatja a felfiiggeszté rugd nagyobb
megnyuldsa. A sulykiilonbséget okozo tomegkiilonbség

o My (*)

\J1-V?/e?

-mel egyenld, ahol V' a silyz6 végén 1év6 tomegek sebessége. Purcell szerint ez a
gondolatkisérlet igazolja, hogy a mozgas kovetkeztében fellépd tomegndvekedés
valésagos jelenség, mert mérhet6 kovetkezmeénye van.



3. abra.

A relativitaselmeélet szerint a (x) tOmegkiilonbségnek megfelels sulykiilonbség
valoban fellép a két doboz kozott. A korrekt értelmezés azonban az, hogy (1.9.3)
figyelembevételével a () kifejezés 2K /c-tel egyenld, amelyben 2K a golyok
mozgasi energidja. Ezzel a mozgasi energidval n6é meg a doboz belsd energidja,
amikor a stlyzot forgasba hozzuk, ezért lesz a doboz tomegvaltozasa 2K /c?. Ezt
a tomegvaltozast jelzi a doboz silynovekedése, amely a rugd megnyulasat okozza.

A salynovekedést mindkét interpretacio szerint a () tomegnovekedés okozza
és ebbdl az a benyomas alakulhat ki, hogy csupan beszédmod kérdése, hogy
a sulynovekedést a két mozgo golyo, vagy a nyugvo doboz tomegnovekedése-
ként értelmezziik. A gondolatkisérlet aldbbi valtozata azonban egyértelmien
bizonyitja, hogy csak a masodik értelmezés fogadhato el.

Vegyiik figyelembe, hogy a sirlodas kovetkeztében a silyzo forgéasa lassul és
egy id6 utdn meg is sziinik, és tegyiik fel, hogy a doboz falai hészigetelk. A
doboz belsé energidja ekkor a forgas fokozatos megsziinése ellenére valtozatlanul
2K-val marad egyenls, csak a formaja valtozik: A sulyzo rendezett mozgési
energiajabol a h6mozgas energidjaba megy at. A doboz sulya se valtozik, mert
a tomege tovabbra is 2K /c*-tel lesz egyenls. Ha azonban a silyndvekedést a
golyok mozgasi tomege okozna, a stulytdbbletnek meg kellene sztinnie.

Erre lehetne azt valaszolni, hogy a hémozgas novekedése kovetkeztében a
molekuldk sebessége megnd, és a molekuldk mozgési tomegének a megnoveke-
dése fenntartja a stulytobbletet. Ebbgl az érvelésbél azonban legfeljebb annyi
kovetkezik, hogy a molekuldk mozgési tomege okoz valamilyen silytobbletet, de
az nem, hogy ez a sulytdbblet egyenld azzal, amit a silyzé forgasa okoz (ld.
a 12. labjegyzetet a konyv 51. oldalan). Konnyd tovabba tgy moédositani a
gondolatkisérletet, hogy a hémozgasnak egyaltalan ne legyen szerepe.

A dobozban egy M tomegi kocka vizszintes rezgéseket tud végezni egy (sur-
lodasmentes) asztalon. A baloldali 4bran a kocka nyugszik, mert a két rugd
megnyulésa egyforma. A jobboldali 4bran rezeg — mondjuk — v frekvenciaval.



A mozgd kockat tartalmazd doboz silya nagyobb, a tomegkiilonbséget az

M

\J1-=V?/e?

képlet adja meg, amelyben V' a kocka sebessége a szimmetriapontban (vagyis
a maximalis sebesség). Egy perioduson belil a kocka kétszer veszi fel ezt a
sebességet, kétszer pedig nyugalomba keriil. Ezért ha a stulynovekedés a kocka
sebességébsl adodo tomegvaltozas kovetkezménye lenne, akkor a doboznak 2v
frekvenciaval kellene le-f6l ingadoznia. A relativitaselmélet szerint azonban ilyen
ingadozas nem lép fel. A doboz tomegének a megvaltozasat ugyanis az oszcil-
lator teljes energidjinak a megvaltozasa okozza, amely id6ben alland6, mert
beleszdmit a rugokban felhalmozott rugalmas energia is?. A (**) nem mas,

mint ez a konstans energia-megvaltozas, osztva a fénysebesség négyzetével.

- M ()

Hogyan keriilt be a fizikiba az az elképzelés, hogy a tomeg esetleg fiigghet
a sebességt6l? Az 1880-as évek elején J. J. Thomson kezdte el alkalmazni a
Maxwell-egyenleteket az anyag tulajdonsidgainak a vizsgalatara. A kutatésnak,
amelybe sokan bekapcsolédtak, az egyik fontos kovetkeztetése az volt, hogy egy
mozgo toltés elektromagneses terében annal nagyobb térimpulzus (és térener-
gia) van felhalmozva, minél gyorsabban mozog a test, és ez arra vezet, hogy
egy tOltott testet annal nehezebb gyorsitani, minél nagyobb a sebessége. Hamar
szokasossa valt ezt az eredményt gy fogalmazni, hogy a toltott testek tomege
né a sebességgel (noha valdjaban nem a tomeg, hanem a térenergia nétt meg).
A XIX. szézad utols6 éveiben J. Larmor és W. Wien mondta ki azt a hipo-
tézist, hogy mivel az anyag elektromosan toltott alkotérészekbdl all, a tomeg
(az elektromosan semleges testek tomege is!) esetleg tisztan az elektromagneses
térenergia hatasanak a megnyilvanulasa (a tomeg elektromdgneses elmélete).

W. Kaufmann kisérleteit ezek az elképzelések inspiraltak. A kisérletek iga-
zoltdk, hogy az elektronokat annal nehezebb gyorsitani, minél nagyobb a se-
bességiik, és a mar megszokott (hibés) szohasznalattal ezt tomegnovekedésként
fogtak fel. A tomeg elektromégneses elméletérdl azonban hamar kideriilt, hogy
nem tarthatd, mert az elektromagneses kolcsonhatas onmagaban nem tud sta-
bil anyagot létrehozni, a relativitaselmélet viszont természetes magyarazatot
kinal Kaufmann eredményeire. Ez a magyarazat nem a tomegndvekedésen, ha-
nem az idddilataciéon alapul. Ennek ellenére ma is sokan gondoljak dgy, hogy
a relativitaselmélet tomegnovekedésre vezeti vissza azt, hogy a gyorsan mozgo
elektronokat nehezebb tovabb gyorsitani, mint a lassan mozgodkat.

A helyzetet még bonyolitja, hogy az Ey = mc? képletet, amely kizérolag
a nyugalmi energidra vonatkozik, teljesen alaptalanul alkalmazni kezdték az

me?/1/1 —v?/c? teljes energiara is és ebbdl is azt a (téves) kovetkeztetést von-
tak le, hogy a mozgas noveli a testek tomegét. Ez azzal az eredménnyel jart,

2A felfiiggeszt6 rugdk energiajahoz tarsuld témeg megzavarja a dobozok bels§ energaja-
nak kiilonbségébdl szarmazd tomegkiilonbség pontos meghatarozasat. Ha azonban a baloldali
dobozra addig helyeziink salyokat, amig a baloldali rugé megnyulasa meg nem egyezik a jobb-
oldaliéval, a kiegyenlitéshez sziikséges stly pontosan megegyezik a dobozok sulykiilonbségével.



hogy az Ey = mc? képlet eredeti levezetési modja, amelyet az 1.10 szakaszban
ismertettiink, kihullott a fizikus koztudatbol (de taldn nem is volt ott soha),
és az a benyomas keletkezett, hogy ez az Osszefliggés ugyanazt fejezi ki, mint a
relativisztikus mozgasegyenlet: Minél gyorsabban mozog egy test, annal nehe-
zebb tovabb gyorsitani. Ez a koriilmény nehezitette a képlet valodi jelentésének
a felismerését, mert ugy latszott, hogy csupan atfogalmazasa annak, amit a t6-
megndvekedésrdl mar Einstein el6tt is gondoltak. Errdsl a félreértésrdl arulkodik
az a furcsasag, hogy annak, aki a forgé golyokat tartalmazé doboz példajat
kitalalta a mozgasi tomeg realitdsanak a demonstralasara, nem jutott azonnal
eszébe az ellenpélda is, az oszcillalé tomeget tartalmazé doboz.

Pedig az Ey = mc? képletnek valojaban semmiféle el6zménye sem volt. Soha
senkise gondolt arra, hogy ha egy dobozban egy rugédt megfeszitiink, ezzel novel-
jiik a doboz tomegét. Es a relativitaselmélet megjelenését megel6z6 évtizedben
az sem jutott eszébe senkinek, hogy a radioaktiv hé energidjat a tomeg csokke-
nése fedezi. Ez utébbi kovetkeztetés elss izben a "Fiigg-e a testek tehetetlensége
az energiatartalmuktol" cimd Einstein-cikk végén jelent meg 1905 szeptemberé-
ben.

A tomegmegmaradasrol.

Az Ey = mc? képlet a testek belsd energidjdt kapcsolja Ossze a tomegiikkel.
Mivel a bels6 energia kiilon nem marad meg, ezért a tomeg sem megmaradd
mennyiség. A bels§ energia tovabba azonos a nyugvo test energidjaval, ezért
invaridns mennyiség (nem egy négyesvektor null-komponense). Ennek kovet-
keztében a tOmeg is invarians.

A 2.19 szakaszban vizsgéltuk a Po?'® — Pb?°6 + A bomlast, amelyben a
P00 a P26 és az alfa-részecske tomege M, m és p. A tomeg nem marad
meg, mert M > m + p. Az energia azonban megmarad:

m02 2

ue
\/1—‘/2/02 ! \/1—112/02,

ahol V az 6lom-mag, v pedig az alfa-részecske sebessége. Ha c2-tel egyszertisitiink
és hasznaljuk a mozgési tomeg fogalmat, ezt az egyenlGséget értelmezhetjiik t6-
megmegmaradasként: a Po?'0 témege egyenld a Pb2%6 és az alfa-részecske moz-
gasi tomegének Osszegével. Azonban semmilyen el¢nnyel sem jar, ha az energia-
megmaradas tételét ezen a modon mesterkélten tomegmegmaradas alakjaban
fogalmazzuk meg.

A newtoni fizikiban a tomeget megmarad6 mennyiségnek tekintjik. Ez ad-
dig jo kozelités, ameddig a testek bels6 energidjanak a vdltozdsai elhanyagolha-
téan kicsik a belsd energidjukhoz viszonyitva.

A témeg és az anyag két lényegesen kiilonboz6 fogalom. A tomeg jol megha-
tarozott jelentéssel bird terminus technicus. Azt a paramétert jeloli, amely a
Newton-egyenletekben a gyorsulast szorozza és a szamértékét ezekbdl az egyen-
letekbdl kiindulva, (vagy sdlyméréssel) lehet meghatarozni. Azonban a Newton-

M = (*)
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egyenletek nem vonatkoznak minden fizikai objektumra: Az elektromégneses
mez6t példaul nem &6k, hanem a Maxwell-egyenletek irjak le, amelyekben nincs
se gyorsulas, se tomeg. Ezek a tomeg nélkiili objektumok azonban éppugy lé-
teznek, mint a tomegesek, ezért az ,,anyag” terminus — amely inkibb filozofiai,
mint fizikai fogalom, mert nem létezik mérési eljards, amellyel a mennyisége
szamszerisithet6 — rajuk is vonatkozik.

A fénysebesség mérésérdl egy iranyban.

E. Szabo Ldszlo ,,A nyitott jov6 probléméja" c. kényvében (Typotex 2002)
a 44-45. oldalon azt allitja, hogy ,logikai lehetetlenség" a fény sebességét egy
irAnyban megmeérni a tavoli 6rak el6zetes szinkronizalasa nélkiil:

amikor az Op megfigyel6 egy fényjelet indit el az Oz megfigyels felé. Legyen B
az az esemény, amikor a fényjel megérkezik Os-hoz, és Oy azonnal egy mésik
jelet indit visszafele O;-hez, akihez ez a C térid6pontban érkezik meg (ld. az
abrat). A kérdés az, hogy az O megfigyels vilagvonalan melyik az az esemény,
amelyik egyidejid B-vel. Eléggé kézenfekvs, hogy ez az esemény valahol az A
és a C kozott van a t3 = t1 + e(t2 — t1) id6pontban, ahol € € (0,1). Azt
gondolhatnank, hogy ¢ értékét a fény oda- és visszafelé torténd terjedésének
sebessége meghatarozza. Kideriil azonban, hogy ez nincs igy. A

A

T 1-¢

hényadosbo6l ¢ nem hatarozhatdé meg, mert ennek a hanyadosnak az értéke
nem kevésbé konvenciondlis, mint maganak az e-nak az értéke. Nem lehet-
séges ugyanis a fény terjedésének egyiranyd sebességét megmérni az egyidejiiség
el6zetes fogalma nélkiil. Ez egy egyszerd logikai tény, ha direkt mdédon a fény
egyiranyu terjedési sebességét akarndnk megmeérni, hiszen ehhez a fényjel elin-
dulasanak és megérkezésének idejét kell Gsszevetniink. Szamos olyan javaslat
is volt az irodalomban, amely kiilonb6z6 indirekt moédszerekre vonatkozott. E



javaslatok részletes analizise kimutatta, hogy nincs olyan triikkds mérési elja-
ras, amellyel lehetséges lenne a fény egyiranyt terjedési sebességét meghatarozni
anélkiil, hogy az eljards maga ne tételezné fel az egyidejtiség elézetes definicio-
jat.”

A 2.2 szakasz mutatja, hogy E. Szab6 gondolatmenete nélkiiléz minden ala-
pot, mert az egyiranyud fénysebességet nagyon egyszertien meg lehet mérni, nem
kell hozzé4 ,, triikkkos mérési eljaras”

A longitudinalis és a tranzverzalis t6megrdl.

A tomegpont mozgasegyenleteit nem-specializalt erétérben a (2.18.3) képlet
adja meg. FEzek az egyenletek egy vektoregyenlet harom komponense, ame-
lyek koziil az els6 a mozgas pillanatnyi irdnyaba, a méasodik és a harmadik az
erre merdleges irdnyba mutaté komponens. Ez a geometriai jelentés sugallja,
hogy az els6 egyenletben a gyorsulast szorzo tomegdimenzioja m/(1 —v?/c?)3/2
mennyiséget longitudindlis tomegnek, a mésik kettében pedig az m/(1 — v?/c?)
mennyiséget tranzverzdlis tomegnek nevezziik el. Ezt a konvenciét hasznalja
Einstein az 1905-0s dolgozataban.

A gyakorlatban azonban ezeket a mozgasegyenleteket szinte kizarolag elekt-
romagneses térben mozgd ponttoltésekre alkalmazzak . Az egyenletek erre spe-
cializalt alakjat a (2.21.3) képletben irtuk fel. Mint lathato, ebben a speciélis

esetben a masodik és a harmadik egyenletet célszert /1 — v?/c*-vel végigszo-

rozni. Ekkor az m/4/1 — v? / ¢ mennyiség jelenik meg a gyorsulas szorzéténye-
zGjeként, ezért a leggyakrabban ezt hivjak tranzverzalis tomegnek.

A téridé-diagramok egy matematikai tulajdonsaga.

A 10.4bréan hallgatolagosan felhasznaltuk a téridé-diagramok kovetkezd tu-
lajdonsagat: A ct’-tengely és a c?t2 —x? = konstans hiperbola P metszéspontjé-
ban a hiperbola ee érintGje parhuzamos az z’ tengellyel, valamint az z’-tengely
és az 12 — c®t? = konstans hiperbola @ az 5.4bréat).

Amikor a vessz8s rendszer (hatéresetben) egybeesik a vessz6tlennel, a tétel
nyilvanvalo. A téridé-diagramot azonban gy is felrajzolhatjuk, hogy nem az
7, hanem az 7’ tengelyei mer&legesek egymasra, és ebbdl mar sejthetd, hogy a
tétel valoban igaz. De formélisan sem nehéz belatni.

A ?t? — 22 = konstans egyenlet differencidlja nyilvan 2ct - d(ct) = 2x - dx,
ezért a hiperbola irdnytangese

x

De a P pont a ct’ tengelyen (vagyis az ' = 0 tengelyen) van, amelynek egyenlete
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a vesszbtlen tengelyekhez viszonyitva x — Vit = 0.

dct)| V
dr |p P (B)

\%
Masrészt az o’ tengely egyenlete a vessz6tlen tengelyekhez viszonyitva ¢t — —T =
c
0, ezért ennek a tengelynek a ct/x iranytangese ugyancsak V/c-vel egyenld,

ahonnan kovetkezik a tétel elsG fele. A masodik igazolasa ugyanigy torténik.

A mozgasegyenlet szarmaztatasahoz.

A tomegpont mozgésegyenletének a levezetése az 1.7 fejezetben olvashato.
Grof Andrea tanarnd hivta fel a figyelmemet arra, hogy a levezetésben a dv/dvg
arany szamitasanal a dl mennyiség részletesebb magyarazatot igényel.

Amikor a gyorsulas nulla, az Zy-ban a dty id6 alatt az elmozdulas nulla:
dly = 0. Az Z-ben azonban az ennek megfelel dt id6 alatt az elmozdulés
v - dt-vel egyenls. Zérustol kiillonbozé gyorsulasnal dly valamilyen véges érték,
az Z-ben megtett at pedig a dlp-nak megfelels di értékkel nagyobb, mint v-dt. A
dl tehat nem az Z-ben dt id6 alatt megtett teljes tavolsag, hanem annak csak a
gyorsuléassal kapcsolatos része. Mivel dvg és dv is csak akkor kiilénb6zik nullatol,
amikor van gyorsulas, ezért

dloy dl
= k _— é - k—
d’UO 0 dlfo es dv p
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Azonban elég egyszerten lathato, hogy k = 2. A dt infinitezimalis idGinterval-
lumban az a gyorsulés konstansnak tekinthetd, ezért

_ (82 .)_. g 1
dl—(2dt +v-dt) —v-dt = Sdf* = Sdv-dt,

ahonnan valoban k = 2 kovetkezik. Ugyanez a gondolatmenet v = 0-val is megy,
ezért ko is 2-vel egyenls. Igy végiil

Az ikerparadoxon az utazé testvér nézdpontjabol.

A 2.12 fejezetben az ikerparadoxont az Alszeg és Felszeg ko6zott ingazd vonat
példajan illusztraltuk. A targyalds megkonnyitése érdekében adjunk nevet az
ikreknek: Legyen Adél az, aki végig Alszegen tartozkodik az Alszeg-Felszeg tar-
tomanyhoz rogzitett inerciarendszerben, Béla pedig az, aki Alszegrél Felszegre
utazik és vissza. A két talalkozasuk kozott Adél orajan T4, Béla ordjan T id6
telt el. Az ikerparadoxon abban all, hogy Ts < T'4. Mivel Adél nyugalmi rend-
szere inerciarendszer, Minkowski koordinatakat rogzithetiink hozza, feltehetjiik,
hogy a vastut a Minkowski-koordinataid6 szerint iizemel, és a vastutallomasok
6rai mindeniitt ezt az id6t mutatjak. Ekkor a menetrend ismeretében a (2.11.1)
képlet segitségével a két idétartamot kénnyen ki lehet szamitani.

A 2.12 fejezetben azonban elsGsorban azt vizsgaltuk, milyen ,, iitemben” ala-
kul ki Béla orajanak a késése. Adél inerciarendszerében torténd leirdsnél Béla
minden kdzbenss alloméason 0sszehasonlitja a sajat orajat a vasutalloméséval és
megallapitja, hogy egyre jobban késik. Mire visszaér Alszegre, a késés (Tp—Ta)-
val egyenls. Ez a késés tehat egyenletesen jon létre.

Adhatunk-e hasonléan egyértelmi beszdmoldt arrol, hogy milyen {itemben
fog Adél oraja sietni a vonat nyugalmi rendszerének koordinataidejéhez képest?
Mint mar sz6 volt réla, az idédilatacié nagysdga invaridns, ezért ugyanazt az
értéket kapjuk ra, akar Adél nyugalmi rendszeréhez rogzitett ¢, x koordinatak-
ban szamoljuk (amelyben Adél az x = 0 pontban nyugszik), akar Béla nyugalmi
rendszeréhez rogzitett 6, £ koordinatdkban, amelyben Béla a & = 0 koordina-
t&ju pontban il (a vonathoz rogzitett koordinatakat azért jeloltiik gorog bettivel,
hogy kifejezziik: ez a koordinatarendszer nem Minkowski féle). A globalis ef-
fektus ismerete azonban énmagaban véve semmit sem mond arrdl, hogy hogyan
alakul ki allomasrol allomasra fokozatosan Adél 6rajan a sietés mértéke.

Mint a 2.12 fejezetben elmagyaraztuk, erre a kérdésre nincs egyértelmd va-
lasz, mert gyorsuld vonatkoztatasi rendszerben a koordinataidd megvalaszta-
sara nem all rendelkezésre olyan egyértelmiien kitiintetett eljaras, mint az iner-
ciarendszerekben az Einstein-szinkronizalas. Ezért két specialis koordinataidd
valasztas példajan illusztraljuk az effektus fokozatos kialakuléséat.

Az els6ben a vonat o6rait még az Alszegrdl torténd elindulasa el6tt az allo-
mason az Alszeg-Felszeg tartomany koordinataidejének megfelelGen allitjuk be.
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Mivel a vonatot tekintjiikk nyugvénak, indulaskor ez a tartomany indul el a vo-
nathoz képest visszafele és Adél hasonlitja Ossze a sajat ordjanak az allasat,
Ta-t (sajatids!) az egymés utédn kovetkezs vonati érak mutatéallasaval 6-val
(koordinataidd!).

Tegyiik fel, hogy a vonat & = 0 pontja, ahol Béla iil, a ¢ = 0 pillanatban
érkezik Felszegre, és ebben a pillanatban az egész vonat sebessége hirtelen els-
jelet valt. Egy ilyen G6sszehangolt sebességvaltas csak ugy valésithaté meg, ha
minden vasati kocsi motorkocsi, amelyeknek a vezet6i pontosan tajékozottak a
t-idér6l mondjuk a pélya mentén sirtn elhelyett 6rédk segitségével, amelyek az
egész kornyeék helyes ¢ koordinataidejét mutatjak.

A feladatunk annak meghatarozasa, hogy hogyan fiigg 74 a 0-tol, vagyis a
74 = f1(0) képlet jobboldalan allo f1(0) fliggvényre vagyunk kivancsiak, ame-
lyen az 1 index a koordinataidd (szinkronizalas) els6 modjara utal. Elég nyilvan-
valo, hogy az adott esetben Adél 6réjénak a sietése pontosan ugyanolyan fokoza-
tossaggal fog kialakulni, mint az el6z6 esetben Béla 6rajanak a késése. Errél na-
gyon kdnnyen meggy6zhetjiik magunkat, ha az érvelést Adél inerciarendszerére
alapozzuk. Ekkor ugyanis az egymas utan Adél éréja mellett elhaladd vonati
orak egyre hosszabb utat tudnak maguk mogott és ezért egyre jobban késnek
Adél 6rajahoz képest — ami természetesen megfogalmazhato6 agy is, hogy Adél
oraja folyamatosan egyre jobban siet hozzajuk képest. Amikor a vonat végig
egyenletes V' sebességgel halad és Felszegre érve azonnal ugyanazzal a sebesség-

T
gel elindul visszafele, akkor tehdt fi(6) = T—Ae ahol Tg = Tay/1—V?/c3. Ez
B

T
az eredmény teljesen analog Béla tapasztalataval, amely a 75 = T—Bt képletben
A

foglalhaté Gssze.

Tanulsagos lesz a vonati 6radknak ezt a szinkronizalasi médjat osszehasonli-
tani egy masikkal. Tegyiik fel, hogy a 6 koordinataid6t a vonaton az Einstein-
szikronizalas segitségével valasztottuk, amikor a vonat mér konstans V' sebesség-
gel haladt, de még nem ért el Alszegre. Azt is tegyiik fel, hogy Béla mar ekkor
rajta iilt a vonaton, és amikor a vonat megéllas nélkiil haladt 4t Alszegen, menet
kozben hasonlitotta Ossze az 6rdjanak a mutatédllasat az allomason varakozod
Adél orajaval. A sebességinverzo 6 = 0-ban tortént, amikor Béla éppen meg-
érkezett a felszegi allomdasra. A motorkocsik vezetdi a hirtelen sebességvaltast
most a sajat helyesen szinkromizalt érajuk alapjan hajtottdk végre.

Mivel Adél nyugalmi rendszere inerciarendszer, a (2.11.1) alkalmazhato6 benne

és a Tp = Tay/1 — V?/c? relaciora vezet. De most Béla nyugalmi rendszere is
inerciélis a Felszeg fele és a visszafele vezets uton egyarant. Ezért a (2.11.1)
az 6 nyugalmi rendszerében is alkalmazhatdé a mozgéis mindkét fazisaban, és
a homlokegyenest ellentétes Ty = Tpy/1 — V2 / ¢? képletre vezet. Ez biztosan
hibas képlet, de hogyan lehetne kijavitani?

Ahhoz, hogy erre a kérdésre valaszolhassunk, roezitsiink koordinatarend-
szert a vonathoz. Vegyiik segitségiil az 7 inerciarendszert, amely +V sebes-

séggel mozog a toltéshez képest és valasszuk benne koordinatarendszerként a
t, x Minkowski koordinatakat. A vonat barmely P pontjanak palyajat ebben a
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koordinatarendszerben az

¢ if ¢ <0,
xTr =
E+UL ift>0,

egyenletek irjédk le, amelyben & egy konstans és

-2V

U=—" —
1+V2/c2

(a)

a vonat Z-hez viszonyitott sebessége a visszafele aton. Feltettiik, hogy a sebes-
ségvaltas a t = 0 pillanatban kovetkezett be.

A vonat minden infinitezimalisan kis darabja a £ egy hatarozott konstans
értékével jellemezhetd, ezért ezt a & mennyiséget valaszthatjuk a vonathoz régzi-
tett koordinatarendszer térbeli koordinatajanak. Feltessziik, hogy Béla a £ =0
pontban {l.

Amikor a vonatot tekintjiik nyugvéonak és hozzéa képest vizsgaljuk Adél moz-
gasat, akkor a vonaton nyugvé 6rak toltik be azt a szerepet, amelyet a vastutal-
lomasok 6réi toltottek be, amikor Béla érajanak a késését vizsgéltuk az utazasa
kozben. Az allomésok orait valamikor szinkronizaltédk fényjelekkel, utdna pedig
a sajatidejiiket mutatjak. A vonati érdkkal se lehet masképp. Az egyenletes
sebességgel mozgo vonaton még az Alszegen torténd athaladas el6tt fényjelekkel
szinkronizaltak Gket és ezutan 6k is a sajatidejiiket mutatjak. A nyugvonak
képzelt vonathoz viszonyitott szamitas ennek kévetkeztében akkor a legegysze-
riibb, ha a vonathoz rogzitett koordinatarendszer 6 koordinataidejét egyenlének
vessziik azzal az idGvel, amelyet ezek az 6rak mutatnak. Ez a valasztas lehetévé
teszi, hogy Béla o6raja is a pontos koordinataidét jelezze és még azt is, hogy a
sebességvaltas pillanatdban ezek az 6rak nulla id6t mutassanak.

Ezek a feltételek egyértelmten rogzitik a 6 koordinataids és az 7 segéd iner-
ciarendszer t koordinataideje kozotti kapcsolatot:

t if t <0,
9:

t\/1=U?/c* ift>0.

Mindezek alapjan a ¢, x és a 6, £ koordinatak kézott a kapcsolat a kdvetkezs:

¢ if0 <0 0 ifgd <0
T = t= b
Uo : ] .
+ —Z<_—— if6>0 — if0>0
< V1-U?%/c? V1-=U?/c?
és
T ift<o0 t ift<o0
£= 0= (c)

r—Ut ift>0 t\/1-=U?/c* ift>0.
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Ezekben a képletekben U-t ki kell fejezni a V-n keresztiil az (a) segitségével.
Ha a ds® = c?dt? — da? ivelemnégyzetben a differencidlokat (b) segitségével
kifejezziik df-n és dé-n keresztiil, a kdvetkezs képletet kapjuk:

2df? — dg> if 9 <0

ds* = (d)
c2do* + %cd@ dE —dE? if 0 >0
amelyben az U-t mar kifejeztiik V-n keresztiil.

A koordinatarendszer rogzitését a vonathoz ezzel elvégeztiik. A kovetkezd
feladat Adél palyajanak meghatarozasa ebben a koordinatarendszerben. Amikor
t < 0 (ami ugyanaz, mint § < 0) ez a palya £ = —V (0 + 6.) amelyben 6. egy
alland6. Mivel Béla a £ = 0 pontban iil, elsé talalkozasa Adéllel a 0§ = —0, <
0 id6pillanatban torténik, vagyis amikor Béla érdja —6. masodpercet mutat.
Mivel a 6 > 0 id6ben (aton visszafele) a vonat ugyanolyan sebességgel halad,
mint az odatton, a testvérek mésodik talalkozasa ott torténik, ahol Béla oraja
+0.-t mutat (vagyis Tp = 260.). Adél palyajat tehat a®

(e)

‘= ~V(@+6,) <0
) +V(e -6 if6>o.

egyenlet irja le.
Most mar integralassal meg tudjuk hatarozni a 74 = f2(0) fliggvény alakjat:

aef =t L ()

A (d) képlet segitségével az integrandusra az

d§ .
(d@) ifo0<o0

1 (E)Q
c o)
\/1+ Ve  1de 1<d§

2
1-V2/ cdf ¢ _> it >0.

do

d
kifejezést kapjuk, amelynek els6, illetve masodik soraban d—g = FV. Az integ-

randus ennek kovetkeztében konstans mindkét 6 tartomanyban, ami az integra-

3Adél sebességét 0 > 0-nal kdzvetleniil (c) és (a) felhasznaldsaval igy kaphatjuk meg:

i _ de/de-U _ V-U

o \/1—U2/02 \/1—U2/02

d
Kihasznaltuk, hogy Adél d—j sebessége a kisegit6 Z-hez képest az egész —oo < t < oo inter-

vallumban —V'-vel egyenld.
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6. abra.

last trividlissa teszi. Némi algebrazas utan a kovetkezd eredményre jutunk:

\VJ1=V2/c? - (0+6,) if <0
1+V2/02 2/, 2 .
——L 0 +4/1-V -0, if6>0.
V1=V?/c? /e

Ez a masodik szinkronizaciés eljarasra vonatkozo végformula, amely az elsG
modszer 74 = f1(0) = (Ta/Tr)0 képletének a helyébe 1ép. Ez utobbi képletben

Ta = f2(0) = (f)

Ta/Tp = 1/4/1 —=V?/c®. Erre az ardinyra (f) is ugyanezt a eredményt adja

mivel Ty = fo(fe) = 20./1/1 — V?/c? és ahogy mar lattuk, 20, = Tg. Az f1(6)
és az fo(0) fiigguény azonban kiilonbozik egymastol (1d. a 6. abrat)

A kérdésiinkre ezzel megkaptuk a véalaszt. A korabbi naiv érvelésiinkben
a mozgas masodik fazisanak a targyaldsanal kovettiik el a hibat azzal, hogy
a (2.11.1) képletet erre a szakaszra is érvényesnek gondoltuk. Az ugyan igaz,
hogy a vonat a visszafele Gton is inerciarendszer, azonban a hozza rogzitett ko-
ordinatarendszer ekkor mar nem Minkowski, mert ez nem fér 6ssze a vonathoz
rogzitett 6rédk folyamatos miikodésével. Formalisan ez abban jelentkezik, hogy
0 > 0-nél ds® # 2df? — d€?. Ezért nem alkalmazhato a (2.11.1) a mozgasnak
ebben a szakaszaban.

A ds? alakjanak megvaltozéasa a § = 0-ban bekdvetkezett pillanatszert sebesség-
inverzionak a remanens (megmarado) hatasa. Az egyik kovetkezménye az, hogy
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a nem rogzitett testek a 6 = 0 pillanatban —U = 2V/(1+V?/c?) sebességii moz-
gasba jonnek és ha nem lenne strlodas, ez a mozgas 6rokké tartana. Egy kevésbé
nyilvanvalé remanens hatis a vonathoz rogzitett helyesen szinkronizalt idealis
oraparok deszinkronizdcidja. Tekintsiink két ilyen 6rat, amelyek a mozgas elsé
fazisaban (az odatton) a helyes 6 koordinataidét mutatjak. Ha a segitségiikkel
megmeérjiik a fénysebességet azt talaljuk, hogy pozitiv és negativ irdnyban egy-
forméan c-vel egyenls. A menetirany megfordulasa utén, 6 > 0-ban azonban mar
ds

d 2
nem ez lesz a helyzet. A d—g fénysebességet a <@> = 0 feltételbsl kaphatjuk

d
meg a df*-tel végigosztott (d) felhasznaldsaval. 6 < 0-nal a vart d_gi = +c

eredményt kapjuk, de a § > 0 tartomanyban a

de\? 4V d¢ 2_
(@) _m(@>_c B

egyenletbdl kiilonbozs fénysebességet kapunk pozitiv és negativ irdnyban:

d¢&\  V/jet(1+V?%/?)
(@), e

Ez a kiilonbség csak az 6rak deszinkronizalasadnak lehet a kovetkezménye,
hiszen a vonat a visszafele Gton is inerciarendszer, amelyben a fény mindkét
irdnyban azonos sebességgel terjed. Ezt formalisan is igazolhatjuk olymddon,
hogy 6, £ helyett olyan ¢', 2’ koordinatarendszert vezetiink be, amely tovabbra

is rogzitve van a vonathoz, de benne az ivelemnégyzet mar Minkowski alak:
ds? = 2dt’* — da'?. ,
c
Az elsG 1épés az, hogy a £ pontbeli 6éra mutatoallasat W{—vel elére
— c

vissziik:

2V/c?
1-V2/e2
Ha ebbdl kifejezziik df-t dt’-n és dé-n keresztiil és ezt (d)-be irjuk, atalakitas

utdn a )
2 2,2 1+ V2 2
ds® =c dlfl — (W df

t'=0+ €.

egyenletre jutunk. A kovetkezs lépésben a £ | nevd” orat z'-re kereszteljilk
(indexeljiik) at az
;14 V2/c?

“iove (®)
egyenletnek megfelelen. Ezutan a lépés utan az fvelemnégyzet ds? = c2dt’* —
da'? alakiva valik. Az eljaras mutatja, hogy a (ct’, 2’) koordinatarendszer is
rogzitve van a vonathoz, mivel a vonat barmely adott infinitezimalis darabja-
hoz a mozgas mindkeét fazisaban ugyanaz az 2’ koordinéta tartozik. A vesszés
rendszer Minkowski alakja mutatja, hogy a vonat valéban inerciarendszer.
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ct,

(@)

7. abra.

Tekintsiik most a vonat két rogzitett £ és €+ A€ koordinataju pontjat. Mivel
az odauton (negativ id6knél) a 6, € koordinatarendszer Minkowski, ezért a két
pont kozotti [ tavolsag ekkor |A]-vel egyenls. Ugyanilyen alapon a visszaiton
ugyanezen két pont tavolsaga I’ = |Az’|. Ugyanarrol a pontpéarrdl lévén szo
&-t és az /-t (g) kapcsolja Ossze, ezért arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a
sebességinverzio kovetkeztében a vonat

- LHVEE
1-V2/¢c?

aranyban megnytlik, ha a tényleges rugalmas tulajdonsagai ezt lehet6vé teszik.
Ez a megnyulas a pillanatszerd gyorsulas harmadik remanens hatésa.

A deszinkronizéci6 és a megnyulas eredetét a 7a. abra segitségével lehet meg-
érteni. Ezen a két piros vonal egy-egy idedlis éra vilagvonala, amelyek ¢ < 0-nél
az T inerciarendszerben, a (ct,z) Minkowski-koordinatakban nyugszanak és a
t koordinataid6t mutatjak. Ezért ha a segitségiikkel megmérjiik a fénysebes-
séget, mindkét irdnyban egyformanak taladljuk. A ¢ = 0 pillanatban mindkét
6ra valamilyen konstans sebességgel mozogni kezd. Mivel a mutatoéik allasat a
sajatidejiik hatarozza meg, azért az azonos mutatéallashoz tartozé pontjaik to-
vabbra is ugyanazon a vizszintes (vagyis t = konstans) egyenesen helyezkednek
el. Az Gj Z’ nyugalmi rendszeriikk szempontjabol ez deszinkronizalast jelent,
hiszen ez utébbiban csak akkor mutatnak a helyes koordinataidé6t, ha az azonos
mutatoallast pontjaik az z'-tengellyel parhuzamos t' = konstans egyeneseken
fekiidnének. A deszinkronizacié tehat — némileg paradox modon kifejezve —
annak kovetkeztében jon létre, hogy — mivel az érak ideélisak, — a gyorsulés
pillanatdban a szerkezetiikkel ,, nem torténik semmi”. Kiilon magyarazat nélkiil
is lathato, hogy az dbra a megnyulast is jol illusztralja.

A 8. és a 9. abra az ikerparadoxon idébeli menetének numerikus illusztra-
ciojat tartalmazza. Az abrakat Bokor Nandor (BME) készitette és a kovetkezd



magyarazatot fiizte hozzajuk:

A fekete szamok azt mutatjak, hogy Bob vonatanak kiilonb6zé
orai mit jeleznek. (Az egyszertiség kedvéért azt valasztottam, hogy
Bob vonatanak orai kezdetben szinkronizaltak.) A piros szamok
pedig az Alice 6rajan mutatott idépontok. Igy az abra fiiggsleges
tengelye mentén szerepld szamok megmutatjik, hogy mit lat Alice,
amikor (1) a sajat érajara néz (a piros szamot), ill. amikor (2) Bob
elszaguld6 vonatanak a hozza legkozelebb es§ orajara néz (a fekete
szamot). Ugy méreteztem az szdmokat, hogy a vonat akkor forduljon
vissza, amikor Bob o6rajan 4 perc telt el, viszont a vonat hatuljan
levé 6ra 5 percet mutat (el6zetes egyeztetés alapjan a vonat egyes
kocsijai Alice rendszerében fordulnak vissza egyszerre, hogy a vonat
nyugalmi hossza valtozatlan maradjon?). Ez a két szam rogziti a
vonat sebességét és igy az idGdilatacios faktort, a kovetkezSképpen:

Az O és E események kozott Bob szerint 1 perc telik el, Alice

szerint At, ahol At = 1-4/1 —v?/c?. (idédilatacio). Az O és F
események kozott Bob szerint 0.8 perc telik el (hasonlo haromszogek

alapjan), Alice szerint pedig At, ahol 0.8 = At-4/1 —v?/c? (id6dila-
tacio). A ket osszefiiggésbol: At = /0.8 =~ 0.8944 perc. Ennyi idén-
ként talalkozik Alice Bob vonatanak egy-egy kocsijaval (piros szamok
a t-tengelyen). Végigkovetve a szdmokat, egészen félatig normalisan
viselkednek a dolgok, de a visszaforduléas pillanata utan (ez persze
csak Alice szamaéra egy pillanat, Bob vonata szdmara 1 percig tarto
folyamat) Bob vonatanak 6rai mar nem lesznek a balra haladé rend-
szerben szinkronizaltak. (Viszont kiilon-kiilon minden vasiti kocsi
ordja zokkendmentesen, ugyanolyan {itemben fog tovabbra is jarni.
Ezt felhasznélva irtam be az abra felsg felébe a fekete szamokat.)
Az abra fels6 felében Alice, amikor Osszeveti orainak piros szamait
az egymés utdn mellé éré vasati kocsik altal mutatott id6vel, azt
tapasztalja, hogy az igy mutatott ,, fekete id6t” az & piros ideje fo-
kozatosan leel6zi. (Persze a ,,fekete id6nek” nincs fizikai tartalma,
senkinek nem a val6s idémulasa, csak egy balra haladé inerciarend-
szer szinkronizalatlan orai altal mutatott szamértékek.) Mire Bob
visszaér Alice mellé, mar Alice 6raja mutat tobbet.

Ha a fekete és kék szdmokkal jellemzett koordinataidét egyiitt
tekintem A-nak (az &dbra also felében a feketéket, a fels6ben a kékeket
— nevezziik az igy kapott koordinataidét 6'- nek), akkor 6’-t mindkét
szakaszban szinkronizalt 6rak mutatjak. Ekkor viszont az a gond,
hogy a 7(0') fgv. szakadasos, mert a 6’ = 4 abszcisszanal a 7 értéke
ugrik egyet (3.5777-r6l 5.3666 — ra). Ekkor a fgv. két folytonos
szakasza azonos meredekségi, azaz kiilon-kiilon mikddik rajuk az
idédilatacio. De a teljes tartomanyra a szakadas miatt nem.

4Bzt a szituaciot a 7b. abra mutatja.
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ta

8.9443 88

8.0498 7.4%-

7.1554 6.8%-

6.261 6.2%-

5.3666 5.6%-

v

8. abra.
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8.9443

4.4721

v

9. abra.

Befejezésiil ismét hangsilyoznunk kell, hogy az ikerparadoxon ,,idébeli le-
futasanak” — a 7 = f(f) fliggvény alakjanak — ez a targyaldsa, amelyet
elég részletesen ismertettiink, semmiképpen sem az egyediili lehetség. A két
talalkozas kozott tapasztalhaté idskiilonbséggel szemben, amely invarians, a
T = f(0) figgveny alakja fiigg attol, hogy hogyan valasztunk koordinéataidst
a mozgd vonaton, amely nem inerciarendszer. A koordindtaid6é megvalasztasa
valéjaban inerciarendszerekben is tetsz6legesen torténhet, de ott az Einstein-
szinkronizalas lehet&sége miatt altalaban a Minkowski koordinatak tekintendsk
standardnak, mert ehhez a koordinatarendszerhez kotédik a képletek fizikai in-
terpretacidja. Ezért engedhetd meg, hogy inerciarendszerekhez viszonyitva a
dr = dt\/1 — V?/c?* bsszefiiggést tekintsiik az idédilatacio képletének, noha ez
csak akkor igaz, amikor a test mozgasat, amelyen az idédilataciot szamitjuk,
Minkowski-koordinatakban adjuk meg. A fent részletesen targyalt feladatban
valészintileg a lehetd legtermészetesebb moédon valasztottuk meg a koordinédta-
id6t, de a 7 = fo(0) fiiggvény meégis csak egy lehetSség. A fejezet igazi lizenete
ezért a kovetkezG: Az a kérdés, hogy a két iker kozotti idokiilonbség a gyorsuld
vonatkoztatasi rendszerben milyen iitemben alakul ki, mindaddig értelmetlen
(hianyos), amig a koordinataid6t nem rogzitjik.
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GYAKORLO FELADATOK.

1) Einstein vonatkisérletében az alloméas nyugalmi rendszerében a vonat ele-
jén a robbanas késébb torténik, mint a végén. Mennyivel? (A vonat nyugalmi
hossza legyen [y, a sebessége pedig V.)

Megoldds: Az alloméas Z vonatkoztatési rendszeréhez viszonyitva a fényjelek
1
elindulasanak pillanataban a vonat eleje és vége 510\/ 1 — V?/c? tavolsagra van

a fényjelektsl. Ez a tavolsag a fényjel és a vonat eleje kozott (¢ — V), a fényjel
és a vonat vége kozotti pedig (¢ + V') titemben csokken, ezért

loy/1—=V?/c? loy/1—=V?/c?
Ate= ————— illetve Aty =—"——"———

2(c=V) ~’ 2(c+V)
id6 alatt fogy el. Ennek a két idGtartamnak a kiilonbsége a At:

1 1 1 V-l
At = At — At, = ~lgy/1 — V? 2-( - ): SR
2" /e c—=V c+V 2 /1—V2/c2

Ezt a képletet természetesen Lorentz-transzforméciéval is konnytd megkap-
ni. Az allomas legyen a vessz6tlen, a vonat a vesszGs rendszer. Mivel 7 -ben
a két robbanas egyideji (At = 0), Az’ = z/, — 2/, = lp tavolsagra torténnek
egymastol, és az Z inerciarendszer (—V') sebességgel mozog 7 ’-hez képest, ezért
a Lorentz-transzformaécié képlete alapjan a vonat elején a robbanés Z-ben

v
+—=lo
At = —CE5 (A)

\/1—V2/02.

idével késébb torténik, mint a végén.

kkk

2) Egy lp nyugalmi hosszusagu vonat elején és végén egy-egy jelz6lampa
villog. A vonat nyugalmi rendszerében a felvillandsok peridédusideje Ty és a
két jelz6lampa felvillanasai pontosan szinkronban vannak egymassal (mindketts
ugyanabban a pillanatban villan fel). Elképzelhet6-e, hogy a villanasok akkor
is pontosan szinkronban legyenek egymassal, amikor a vonat valamilyen sebes-
séggel egyenletesen halad?

Megoldas: Amikor a vonat V' sebességgel halad, a felvillanasok egyidejlisége
megsziinik. Amikor a sebesség kicsi, a vonat elején a felvillanas egy kicsit ké-
sik a vonat végén torténs megfelels felvillanashoz képest. A V' novelésével a
késés egyre né és elképzelhets, hogy egy bizonyos Vi sebességnél a felvillanas
a vonat elején egyidejivé valik azzal a vonat végén bekovetkezs felvillanassal,
amelyik a neki megfeleld felvillands utdn kovetkezik. Amikor ez megtorténik, a
felvillanasok a mozgéd vonaton is egyidejiiek. Mekkora ez a V; sebesség?
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A foglmazas egyszerisitésére jeloljiik a nyugalmi rendszerben egyideji fel-
villanasokat azonos sorszammal: A nyugvo vonaton az i-ik felvillanas a vonat
végén egyidejl az i-ik felvillandssal a vonat elején. A keresett V) az a sebesség,
amelynél a vonat végén az i-ik felvillanas az ¢+ 1-ik felvillanassal egyenls a vonat
elején. Vagy kicsit masképpen fogalmazva: A —V; sebességgel mozgo inercia-
rendszerbdl nézve ez a két felvillanas valik egyidejivé egymassal. De akkor a
2.5 szakasz 3. pontja alapjan ennek a két eseménynek térszerd eseményparnak
kell lennie, amelynek a feltétele a

As? = 2A2 — A% <0.

egyenl&tlenség teljesiilése. Mivel ez a kifejezés invaridns, az értékét kiszamithat-
juk a vonat nyugalmi rendszerében, ahol Al = [y és At = Typ. Vagyis ahhoz,
hogy a V) sebesség egyaltalan létezzen, a

As? =ATE —12<0 — lo/To > c (%)

egyenlGtlenség sziikséges (és elégséges). Ha ez teljesiil, a 2.5 szakasz 3. pontja
alapjan a szobanforgd két esemény — az i-ik felvillands a vonat elején és az
i+ 1-ik a végén — akkor egyidejii, amikor a vonat Vi = ¢2 - Ty/ly sebességgel
halad. A (x) képlet kovetkeztében Vi < c.

Hasonléan lathato, hogy az i-ik felvillands a vonat elején és az ¢ + k-ik a
végén akkor egyideji egymassal, amikor

kT

Vi = c2l—O hacsak lo/kTo > c.
0

Ahhoz tehat, hogy a mozgd vonaton kiilonb6z6 sorszamu felvillanasok egyide-

juek lehessenek az lp-nak elég nagynak és/vagy a Tp-nak elég kicsinek kell lennie.

Kk k

3) Einstein vonatkisérlete fényjelek helyett pisztolygolyokkal is elképzelhetd.
Az ly nyugalmi hosszisagi V sebességgel haladé vonat kézéppontjabol két azo-
nos szerkezet pisztolybdl egyszerre adunk le egy-egy 16vést a vonat eleje és vége
irdnyaban. A golyok sebessége természetesen kisebb mint ¢. Milyen idSkiilonb-
séggel csapodnak be a golyok a vonat végébe és elejébe az alloméas vonatkoztatasi
rendszeréhez viszonyitva?

1.Megoldas: A két esemény a vonat vonatkoztatasi rendszerében most is
ugyanabban az id6pontban egyméastol |y tavolsagra torténik, ezért a valasz
ugyanaz, mint Einstein eredeti vonatkisérletében (1d.az 1.feladat (A) képletét):

LoV
2\ /1 -V?/c?

2.Megoldas: A pisztolygolyok torkolatsebessége legyen v. A hatarozottsag
kedvéért tegyilik fel, hogy v > V. A vonat eleje és vége felé repiils golyok

At = (A4)
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sebességének nagysaga az allomas nyugalmi rendszeréhez viszonyitva

v =V
1 —oV/e?’

v — v+V
140V e’

—v+4+V
1—ovV/c?

és vU:'

a repiilési idejiik pedig

loy/1—=V?/c? loy/1—=V?/c?
Aty = —— Aty=—F——

2(ve — V) N T 2, 1 V)
A nevezdékben
v(l —V?/c?) v(l —V?/c?)
-~V e V=
Y 1+0V/c? o Y 1—oV/c?
A keresett At id6 a At és a At, kiilonbsége:
l 1 LV

At =Atg—At, = ——2 .. [(1+0V/*) = (1—vV/?)] = 0

2/1—-V?%/c? Y 2\ /1 -V?/c?

az (A)-val 6sszhangban.
A newtoni esetben a megfelels képletek a kovetkezdk:

Ve =0+ V, vy, =0 —V,
lo lo ZO lO
Ate = =350 Atv = =5
2. —=V) 20 2, +V) 20

és At = 0, ahogy lennie kell.

*kk

4) Egy rablobanda elhatarozza, hogy kirabol egy kincsszéllité vonatot. A
terv alapja az, hogy a vonat athalad egy alagaton. A banda az alagut két
bejaratara titokban er6s, kapuszert sorompot szerel fel, amelyeket radiojellel
lehet lezarni. Az egyik bandatag az alagit két végétsl egyenls tavolsagra 1évs
pontban helyezkedik el a jeladéval és a bandavezértsl azt a parancsot kapja,
hogy amikor a vonat eltiinik az alagutban, hozza miikddésbe a sorompokat. Az
alagutban rekedt vonatot azutan a banda tobbi tagja elfoglalja és kifosztja.

A bandavezér azonban varatlan tizenetet kap a szerelvény Osszeallitdsaban
segédkezd egyik vasutastol, aki a blintarsa. Eszerint a szerelvény hosszabb, mint
amire szamitottak, véletleniil pont olyan hosszl, mint az alagit, ezért az akciot
le kell fajni. A bandavezér azonban, aki f6allasban elméleti fizikus, megnyugtatja
az informatort: A Lorentz-kontrakcié miatt a vonat teljes egészében el fog férni
az alagitban, a terv tehat végrehajthaté marad.

A vonat elindulasa utan a titkosszolgalat valahogy megneszeli a késziil6 raj-
taiitést és mobiltelefonon utasitja a vonatvezet&t, hogy azonnal allitsa le a vona-
tot. A vonatvezet$ azonban jo volt fizikdbol és megnyugtatja a titkosszolgélat
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emberét: Az alagit a vonathoz képest Lorentz-kontrakciot szenved, a vonatnak
legalabb az egyik vége biztosan ki fog 16gni az alagttbol, ezért a jeladonél figyels
bandatagnak nem lesz alkalma beinditani a sorompék mikddését.

Kinek van igaza, a bandavezérnek vagy a vonatvezetének? Es miben tévedett
a masik?

Megoldds: A bandavezérnek van igaza. A jeladd szimmetrikus helyzetben
nyugszik az alagut A és B végpontjahoz képest, ahol a sorompokat a banda
felszerelte. Az alagut (vagyis a vasuti toltés) Z nyugalmi rendszerében ezért a
sorompok zarasa egyid6ben torténik. A vonat az Z-hez képest V sebességgel
mozog, ezért Lorentz-kontrakciot szenved. A feladat szerint a nyugalmi hossza
egyenld az alagit nyugalmi hosszaval, igy a Lorentz-kontrakci6é kovetkeztében
Z-ben rovidebb, mint az alagat: Amikor a vonat a vége eltiinik az alagut A
bejaratanal, az eleje (a b pontja) még nem éri el az alagut B kijaratat. Ezért ha
a jeladot ebben a pillanatban miikédésbe hozzak, a vonat valéban bent ragad
az alagitban, és a banda megrohanhatja.

Természetesen jol fel kell szerelkezniiik langvagokkal, mert a B kijarati ka-
puba torténd beleiitkozés kovetkeztében a szerelvény hossza még a mozgasi
hossznal is révidebbre préselédik 6ssze. A vonat elejének (a b pontnak) a hirte-
len lefékez&désénél keletkezd "16ket" ugyanis legfeljebb fénysebességgel haladhat
végig a vonaton, és ennek kovetkeztében a vonat vége (az a pont) egy ideig még
mozgéasban marad a vonat elejének hirtelen ledllasa utan is.

Miben tévedett a vonatvezetG? Abban teljesen igaza volt, hogy a vonat
nyugalmi rendszerében az alagit Lorentz-kontrakciot szenved, és ha nem jon
kézbe semmi, a vonatnak legaldbb az egyik vége mindig biztosan kilég az alag-
utbol. Azonban nem vette figyelembe az egyidejlség relativitasat, amelynek
kovetkeztében a vonat Z’ nyugalmi rendszerében a sorompoédk miikddése nem
egyid6ben torténik, és azt sem, hogy a hatasok még a hétkoznapi értelemben
szilard anyagokban sem terjedhetnek a fénynél gyorsabban.

Mivel az alagat a vonathoz képest —V irdnyban mozog, a jeladobol a B
felé halado radiojel el6bb zarja le a B sorompoét, mint a masik radiojel az A
soromp6t. Amikor a B-beli soromp6 beleiitk6zik a vonat b elejébe, a (Z ’-ben
nyugvo) vonat vége (az a pont) az alagut Lorentz-kontrakcidja kovetkeztében
még kilég az alagutboél és a 16kés véges terjedési sebessége kovetkeztében egy

L alagat
|
la vonat - b/ y
L\
\
A /7 B
\ /
\ /
\ /
\ /
N7
jelado ¥

4.1 abra
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A ct a
ct’ b|B
b7
N
X’
M
P e/ //, Q
O /,/ va X
e A B
a b
4.2 abra

ideig még nyugalomban marad. Még akkor is nyugalomban lesz, amikor az
A kapu athalad rajta és az egész vonatot elnyeli az alagut, hiszen a jeladot
csak kozvetlen ezutan hozzak mikddésbe. A vonat elejébdl kiindul6 16kés csak
ezutan éri el a vonat végét, ekkor veszi fel az egész vonat az alagut 7 ’-beli
sebességét. Az alaguthoz viszonyitva nyugalomba keriilt vonat hosszanak a ron-
csolddas kovetkeztében még a mozgési hossznal is révidebbnek kell lennie, hiszen
kiilonben nem férne el a V' sebességgel mozgd alagutban, amelynek mozgasi
hossza megegyezik a vonat Z-beli mozgasi hosszaval a leallas el6tt.

Ez a két forgatokonyv Lorentz-transzformaécio segitségével igazolhaté, de ez-
zel egyenértékd, ha a téridG-abran demonstraljuk a helyességiiket (4.2 dbra). A
koordinatarendszer O origdja az az esemény, amikor a vonat a végpontja és az
alagut A bejarata éppen egybeesik. Az alagit az AA és a BB vilagvonalak
kozotti savot foglalja el. Ha a sorompokat nem hoznak mikddésbe, a vonat a
ct’ tengely és a bb’ egyenes kozotti savot foglalné el. A vonat és az alagit nyu-
galmi hosszénak egyenlGségét az fejezi ki, hogy a BB egyenes és az x-tengely
metszéspontja, valamint a bb’ egyenes és az z’'-tengely metszéspontja rajta van
ugyanazon az z2 — c*t? = [3 hiperboldn. A rajz mutatja, hogy Z-hez viszonyitva
a vonat teljesen elfér az alagitban, az 7 ’-hoz viszonyitva azonban az alagut fér
el teljesen a vonat hosszan beliil. Az alagit A sorompdjanak a bezarasa a P,
a B sorompoéjanak bezarasa pedig a @ esemény. Az alagut Z vonatkoztatasi
rendszeréhez rogzitett vesszGtlen K-ban ez a két esemény ugyanabban a pilla-
natban torténik, ezért az ket 6sszekots egyenes parhuzamos az x-tengellyel. A
sorompok miikodése kovetkeztében a vonat most az aONa és a bMb séavot fog-
lalja el. A vonat b elejének beleiitkdzése a B sorompoédba az M esemény. Ettél
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Tiikor

Fényforras < Salinl g _}
Fényjelek Tiikdr sebessége

AB=T,
AC

=T i

X=x,+ Vt

A szaggatott vonalak
a fényjelek palyai

5.1 dbra

kezdve a vonat eleje és az alagut B kijarata ugyanazon a (fliggsleges) vilagvo-
nalon fekszik. Az iitkozés altal okozott hatas az M — N vilagvonalon terjed a
vonaton visszafelé és az N pontban éri el a vonat elejét, amely ekkor 4ll meg. Az
M N szakasz 45°-n4l kisebb szoget zar be a ct tengellyel, mert a 16kés terjedési
sebessége c-nél kisebb.

A vonat sebességével mozgo 7 -hez rogzitett vesszds K'-ben a ct’ = konstans
vonalak az 2’ tengellyel parhuzamos egyenesek. Ennek alapjan jol lathato, hogy
a B soromp0 zarasa negativ t'-nél, az A kapué pedig pozitiv ¢'-nél torténik. Ezek
kozé esik a t’ =t = 0 pillanat, amikor a vonat a vége is eltiinik az alagtutban.

* ok k

5) Egy fényforras Ty id6kozonként bocsat ki fényjeleket, amelyeket egy téle
V sebességgel tavolodo tiikor ver vissza. Milyen T' id6kozonként érkeznek vissza
a jelek a forrashoz a newtoni fizika és a relativitdselmélet szerint?

1.Megoldds: Végezzik el a szamitast elGszor a newtoni felfogas alapjan. Je-
l6ljiikk T7-vel két egyméast kovets jel tiikorre torténs érkezése (és a rola valo
visszaver6dése) kozott eltelt idt. Mivel a tiikér mozog, a T'-t az adé nyugalmi
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rendszerében érvényes (1.2.3) képlet segitségével szamithatjuk ki a T alapjan:
T =Ty/(1-=V/e).

A visszavert jelek szempontjabol a tiikor az ado, ezért a T-t a 7' alapjan a
vevd nyugalmi rendszerében érvényes (1.2.1) képlet segitségével kaphatjuk meg:
T =T'(1+V/c). Ha ide T'-t az el6z6 képletbdl behelyettesitjiik, megkapjuk a
feladat megoldéasat a newtoni felfogésban:

1+V/e

T=Ty————F.
0l—V/c

(4)

A relativitaselmélet szerint ugyanez a gondolatmenet érvényes, csak mindkét
esetben az (1.2.6) képletet kell alkalmazni:

1+V 1+V
Y s VP b A VA
1-V/e 1-V/e

Ebbdl a két képletbdl ugyanazt az (A) eredményt kapjuk, mint elébb. Ez az
eredmény 6sszhangban van azzal, hogy a Ty és a T" kapcsolatdban nincs szerepe
az idgdilatacionak, mivel mindkettSt mérhetjiikk ugyanazzal az éraval (vagy két
egymashoz képest nyugvo oraval). Az idédilataciora csak a 7' érzékeny, ezért a
T’-re a newtoni és a relativisztikus szamitds nem is adja ugyanazt az eredményt.

2.Megoldds: Az 5.1 &bra a tiikdr és a fénysugarak palyajat mutatja. A
kirajzolt haromszogbdl

T-T, T-T,
h_V<%+- 0)—0 0

2 2

Ezt T-re megoldva kapjuk (A)-t. Mivel mindkét idGtartamot ugyanazzal az
oraval (vagy két egymashoz képest nyugvo oraval) mérjiik, ez a képlet a newtoni
és a relativisztikus esetben egyforman érvényes.

kkk

6) Egy biciklista v sebességgel karikazik a vasuti toltés mentén. Szembe jon
vele V' sebességgel egy vonatszerelvény, amelynek nyugalmi hossza ly. Mennyi
ideig halad a biciklista a vonat mellett a sajat 6rdja szerint a newtoni és a
relativisztikus fizika alapjan?

Megoldds: A newtoni fizikiban a valasz nyilvan lo/(V 4+ v). A relativisztikus
szamités a toltés Z nyugalmi rendszerében a legegyszertibb. Amikor a vonat eleje

elhalad a biciklista mellett, a vonat vége a biciklistatol loy/1 — V?/c? tavolsagra
van. A kozottiik 16vs tavolsag V +v sebességgel csokken, ezért koordinataidében

mérve
\J1-=V?/e?
At = lp+—-—

V+w
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id6 alatt valik nullava. A bicikliz6 orajan ezalatt

A T&/szzo\/l_vz/cg 1= "

V+o

id6 telik el.

A szamitas a vonat vagy a kerékparos nyugalmi rendszerében valamivel bo-
nyolultabb, de természetesen ugyanerre az eredményre vezet (a A7 invarians).
A vonat 7’ nyugalmi rendszerében példaul a biciklista sebessége a sebesség-
Osszeadas torvénye szerint

;o vtV
Y TTT vV/c?

-tel egyenlS. A vonat hossza itt g, ezért a biciklista koordinataidében értve

ideig halad a vonat mellett, amelynek

/1 —0’2/02
AT =lg+——

U/

sajatids felel meg. Ha ide v’ fenti kifejezését behelyettesitjiik, atalakitasok utan
tjra az (A) képletre jutunk.

*okk

7) Egy V sebességgel mozgb massziv (végtelen tomegilinek tekinthets) falrol
rugalmasan visszapattan egy ugyanolyan irdnyban v = 2V sebességgel repiilé
labda. Mekkora lesz a labda u sebessége a visszapattanas utdn a newtoni és a
relativisztikus fizika szerint?

Megoldas: Az az inerciarendszer, amelyben a feladat adatai érvényesek, le-
gyen a vesszétlen Z. A szamités alapja az, hogy a fal Z ’ nyugalmi rendszerében
a labda sebességének nagysaga a visszapattanasnal nem valtozik.

A newtoni fizika szerint Z -ben a labda sebessége a visszapattanas el6tt v’ =
v—V =2V —V = V-vel, a visszapattanis utan pedig —v' = —V-vel egyenld.
Az eredeti Z (—V) sebességgel mozog 7 ’-hez képest, ezért a visszapattanas utan
a labda sebessége Z-ben u = (—v') — (—=V) = 0. A newtoni fizika szerint tehat
a labda a visszapattanas utdn nyugalomban lesz.

A gondolatmenet a relativitaselméletben is ugyanez, csak a relativisztikus
sebességosszeadas képletével kell szamolnunk. A két szamitéas lépéseit a kovet-
kez6 tablazat tartalmazza:
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GOLYO SEBESSEGE NEWTONI RELATIVISZTIKUS
0. KC-ban {itkozés elstt 2V 2V
1. K’-ben iitkozés el6tt 2V -V =V 1722“//__‘)/ = = 172“//2 =
2. || K’-ben iitkdzés utan -V e
3 K-ban {itkézés utén -V—-(-V)=0 T (V) oy Ve
' - 1,(,%)(,‘,) - 1-3VZ/c2

A tablazat utolso sora szerint tehat a relativisztikus esetben a labda sebes-
sége a visszapattanis utan

V2/CQ
=-2V———
" 1-3V2/c2

-tel egyenls. Ez 6sszhangban van a newtoni eredménnyel, mert a ¢ — oo ha-
taresetben a jobboldal nulldhoz tart. A méasik hatareset az, amikor a labdat
fényjellel, a falat pedig tiikorrel helyettesitjiik. Ekkor V' = ¢/2, és a képletiink
alapjan v = —c, ahogy lennie is kell.

*kk

8) Egy egyenes autépélya minden pontjan rovid A7 id6koézonként halad &t
egy egyenletesen v sebességgel pozitiv irdnyban haladé auté.

(1) Hany aut6t taldlunk atlagban az autopalya [ > v - At hosszisdgu AB
szakaszan?

(2) Hany autét taldlunk ugyanezen az AB szakaszon abban az esetben,
amikor a pélyat egy (—V) sebességgel mozgo inerciarendszerhez viszonyitjuk
(amelyhez képest a palya V' sebességgel mozog pozitiv irdnyban)?

Megoldas: Az els6 esetben az autok atlagszamat jeloljik N-nel. Mivel egy
auté, miutdn athaladt a szakasz A kezdGpontjan, T = [/v ideig tartozkodik
AB-n beliil, és ezalatt az id6 alatt T/AT aut6 lépi at az A pontot, ezért a palya
7T vonatkoztatasi rendszerében

T l

Az T’ mozg6 inerciarendszerhez viszonyitott szamot jel6ljik N’ -szal (a +
alulindex arra utal, hogy az autok v sebessége és a palya V sebessége Z ’-ben
ugyanolyan iranyt). Els6 pillanatban azt gondolnank, hogy N/ nem kiilon-
bozhet Ny-t6l, de aztan rajoviink, hogy az egyidejliség relativitisa miatt ez
mégsincs igy.
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Ahhoz, hogy ez szembetiing legyen, fogalmazzuk at egy kicsit az el6z6 gon-
dolatmenetet. Adjunk nevet a kiszemelt autonak: Legyen Auté;. Az A kez-
déponton athaladé autokat addig szamoljuk, mig Autd; eléri B-t. Ebben a pil-
lanatban az A-ban (gondolatban) lezarjuk a sorompot. Az (A) képlet azoknak
az autoknak a szaméat adja meg, amelyek ebben a pillanatban az AB szakaszon
talalhatok.

Az 7 ’-ben ugyanigy kell eljarnunk. Azonban az Z ’-ben egyidejii események
7Z-hez viszonyitva mar nem torténnek ugyanabban a pillanatban: Az A-beli ese-

mény At =V -1'/ <c2\ /1-V? /02) id6vel késobb kovetkezik be, mint a B-beli.

(Ld. az 1. feladatot. Az T’ felel meg a vonatnak, amely most negativ irany-
ban halad.) A képletben azért szerepel az AB szakasz Z -beli I’ hossza, mert
most két Z’-ben egyideji esemény Z-beli idkiilonbségére vagyunk kivancsiak.

A Lorentz-kontrakci6 kovetkeztében I’ = 14/1 — V2 /%, ezért At =V -1/c?.

Az Aut6; tehat nem T = [ /v, hanem T’ = T + At ideig tartozkodik AB-n
beliil. Ezalatt T'/A7 aut6 halad 4t A-n, ezért

T 1 l % vV
N/:—:—T At:—' 1 —_— :N' 1 - . B
AT AT(+ ) v AT <+c2> <+c2) (B)
Ugyanezt az eredményt egy masik gondolatmenettel is megkaphatjuk, amely-
b6l azonban nem latszik ilyen plasztikusan az egyidejiség relativitdsdnak a
szerepe. Az (A)-t gy alakithatjuk 4t az N’ -ra vonatkozo képletté, hogy fi-

gyelembe vessziik a Lorentz-kontrakciot (I — 14/1 — V?/c?), az idédilataciot

(AT — At = A7/1/1 = V?/c?), és a sebességtsszeadds torvényét, amely szerint
az autok sebessége 7 ’-ben
v+ V
=—. C
YTIT vV/c? ©

Az Auto; és a B pont tavolsidga (u — V) sebességgel csokken, ez keriil (A)
nevezGjében a v helyébe. Mindezeket (A)-ba irva rovid atalakitas utéan djra
(B)-t kapjuk eredményiil.

Amikor a v és a V irdnya egymassal ellentétes, akkor

vV
Ebben az esetben az 7 *-beli egyidejtiségnél Z-ben az A-beli esemény el6bb torté-
nik, mint a B-beli, ez vezet az autok szaménak csokkenéséhez az AB szakaszon.

Ennek a latszolag mesterkélt feladatnak fontos fizikai alkalmazasa van. Ah-
hoz azonban, hogy ehhez eljussunk, el6bb egy paradoxonra kell rdmutatnunk.
Tegylik fel, hogy az utat fak szegélyezik, és Z-ben minden [ hosszisagu szakaszon
n fa talalhat6. Az AB szakaszon tehat Z-ben minden fara N/n auté jut.

Az T -hoz viszonyitva azonban mas a helyzet. A fak szama az AB szakaszon
tovabbra is n marad, az autok szama azonban N-rél N -ra valtozik, tehat az egy
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A — B
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Z (felénk)

D C

\4
—_—
9.1 ébra

fara jut6é autok szama a v és a V relativ irdnyatol fiiggden (1 +vV/c?)-szeresére
né, vagy (1 — vV/c?)-szeresére csokken. Ez azonban lehetetlen, mert se a fak,
se az autok szama nem fiigghet attol, milyen inerciarendszerhez viszonyitjuk a
palyat.

Ez a kovetkeztetés azonban csak ténylegesen végtelen hosszi autopalyara
érvényes, mert az nem lehetséges, hogy egy véges hosszisagi autopalya minden
pontjan azonosan 1/A7 gyakorisaggal haladjon 4t egy autd. A paradoxon arra
utal, hogy ebben a feladatban a palyat még idealizacioként sem lehet végte-
len hosszunak tekinteni. Egy énmagdba zdrddé palyara (hurokra) azonban ez a
feltétel mar teljesiilhet. Ezért egészitsiik ki az AB szakaszt egy ABC'D négy-
zetté, amelynek minden pontjan At id6kozonként halad at egy autd. Abban
az Z-ben, amelyben a palya nyugszik, az (A) szerint a négyzet mindegyik ol-
daldn minden pillanatban atlagosan N = /(A1 - v) autét talalunk. Ahhoz az
7 ’-ho6z viszonyitva azonban, amelyhez képest a palya V' sebességgel mozog az
AB oldalon halad6 autékkal parhuzamosan, az autok atlagszama az AB olda-
lon N, = N(1+vV/c*)-tel, a CD oldalon pedig N' = (1 —vV/c?)-tel egyenld.
A V-re mersleges BC és DA oldalakon az atlagszam megmarad N-nek, mert
egy V-re merGleges szakasz végpontjaiban torténs Z-ben egyidejd eseménypar
7 ’-ben is egyideji marad.

A zart ABCD palyén talalhato autok szama tehat mindig ugyanannyi, akar-
melyik inerciarendszerbdl figyeljiik is meg. A palyanak mint egésznek a mozgasa
ennek az adott auté-mennyiségnek az dicsoportositasdra vezet a négyzet olda-
lai k6zott. Ez az autok mozgdsdnak a kovetkezménye. A pélyat szegélyezd fak
szdma ugyanis a négyzet oldalain kiilon-kiilén is valtozatlan marad, amikor a
palyat kiilonb6z6 inerciarendszerekbdl szemléljiik.

Helyettesitsiikk most az autopalyat egy négyzetalaka fémkerettel, amelyben
aram folyik. (Ld. a 9.1 abrat; az aramforrast nem tiintetjiik fel, azt is gondol-
hatjuk, hogy szupravezetd keretiink van.) Az auték a mozgéd elektronok, a fak
a nyugvo pozitiv ionok. A korabbi képleteink alapjan az aramerdsség

e eNv
I=xz=7 (E)
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-lel egyenls, amelyben e a proton elektromos toltése (az elektron toltésének
abszolut értéke). Az autok v sebessége az elektronok sebességével egyenls. Mivel
az elektronok toltése negativ, ezért az aram az autdk sebességével ellentétes
irdnya.

Ez a kordram a sajat Z nyugalmi rendszerében egy m méagneses dipol-
nyomatékot hoz létre, amelynek csak a z-komponense kiilonbozik zérustol (1d.
az abrat):

m, =11 =eNul. (F)

Ahhoz az 7 ’-hoz viszonyitva azonban, amelyben ez a méagneses dipol V se-
bességgel mozog x irdnyban, y irdnyd elektromos dipélnyomatékra tesz szert,
amelynek nagysaga

vV \%4
Py:(—e)'(N#_N)'l:—e'c—gN'lz—c—z

m, (G)
-mel egyenld, mert az AB szakaszon elektron tébblet, a C' D-n pedig ugyanakkora
elektron hiany lép fel. Ha figyelembe vessziik, hogy V a 'V sebesség-vektor x
komponense, a (G) Osszefiiggést a vektorialis szorzat felhasznéalasaval felirhatjuk
tetszéleges koordinatarendszerben érvényes alakban:

1
p=5(V xm) (H)
A mesterkéltnek latszo példa tehéat arra a kovetkeztetésre vezetett, hogy egy
mozgo mdagneses dipdl elektromos dipdlnyomatékra tesz szert. Latjuk, hogy ez
(is) az egyidejiliség relativitdsanak a kovetkezménye.

HIBAJEGYZEK

29.0ld. 5. sor: holdjaré helyesen marsjaro
30.0ld. 5. sor: egy egész idGintervallum egyidejt, helyesen egy egész id&in-
tervallum lehet egyidejd
31.0ld. alulrél az 5. sor: A, és A7, helyesen At és Ary
62.0ld. ,, ...az érverése alapjan allapitotta meg a mozgas idejét.” Ez nem egé-
szen igy tortént. A Matematikai érvelések és bizonyitdsokban (Europa 1986,
196.oldal) ugyanis Salviati (Galilei) igy szémol be a kisérletrol:
Kerestiink egy koriilbeliil tizenkét r&f hosszt, fél r6f széles, hdromujjnyi vas-
tag lécet, illetve deszkat, hosszaban (az éle mentén) rendkiviil egyenes, ujjnyi
széles csatornat vajtunk, gondosan megtisztitottuk és megcsiszoltuk, majd a le-
het6 legfinomabb, tokéletesen sima pergament enyveztiink bele; a csatornaban
pedig egy tokéletesen gdmb alakt és sima bronzgolyodt guritottunk le. A léc egyik
végét rogzitettiik, a mésikat pedig tetszésilink szerint egy- vagy kétréfnyire a viz-
szintes f6lé emeltiik, és, mint emlitettem, hagytuk, hogy a goly6 végigguruljon a
csatornaban; gondosan megmeértiik a teljes mozgashoz sziikséges id6t (mindjart
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megmondom, hogyan); a kisérletet szamtalanszor megismételve meggy6z6dtiink
réla, hogy a futasi id6k soha még a pulzusiités tizedrészével sem térnek el egy-
mastol. Miutan a kisérletet sokszor elvégeztiik, és az eredmény mindig ugyanaz
volt, ugy intéztiik, hogy a golyd csupdn a csatorna negyedrészén gurulhasson
le; ismét megmeértiik a mozgashoz sziikséges id6t, és megallapitottuk, hogy a
lehet6 legpontosabban fele az el6z6nek. A kisérleteket kiilonb6z6 részutakkal
is elvégeztiik, a teljes Gt megtételéhez sziikséges id6t el6bb a fél, majd a két-
harmad és a haromnegyed tthoz sziikséges idGvel hasonlitottuk Ossze, valamint
més osztasokkal is; a méréseket legalabb szdzszor megismételtiik, és mindig az
volt az eredmény, hogy a megtett utak tgy aranylanak egymashoz, mint az idék
négyzetel, és ez igaz, akdrhogyan rogzitjiik is a sik, illetve a csatorna (ahol a
golyo legurul) vizszintessel bezart sz6gét... Az id6t pedig a kovetkez6 modszer-
rel mértiik: felakasztottunk egy nagy, vizzel teli dézsat, amelybdl a fenekébe
illesztett csovecskén keresztiil vékony sugarban csordogdlt a viz; a kicsorgd vizet
poharakban fogtuk fel mindaddig, amig a vizsgalt mozgas (a teljes csatorna vagy
annak egy része mentén) tartott; az igy Osszegytjtott vizeket id6rsl idére meg-
meértiik egy rendkiviil pontos mérlegen, stlyaik kiilénbségei és aranyai megadtak
az id6kiilonbségeket és -ardnyokat, éspedig, mint emlitettem, olyan pontosan,
hogy sok-sok mérés eredménye kozott nem volt tényleges eltérés.

David Gdbor forditdsa

87.0ld. kézépen: nyilvan nyilvan helyesen nyilvan nyilvan
87.0ld.: A (szdmozatlan) képlet hibas. Helyesen

\%
V= ——— >¢.

1—4/1-V?%/c?

89.0ld. 2. sor: (9.abra) helyesen (10.abra)
126.0ld. 16. sor: testek is helyesen testek palyéi is
133.0ld. 3. sor: m/sec helyesen m/s?



