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Az oraparadoxon (vagy masik nevén az ikerparadoxon) fogalmi szemponthol
a relativitaselmélet egyik legfontosabb kévetkezménye. A jelen dolgozat a para-
doxonnak egy tulajdonképpen technikai jellegti, mégis zavarba ejté aspektusaval
foglalkozik: A jelenség korrekt leirasi modjaval a gyorsuld ora (testvér) szem-
pontjabol. Meg fogjuk mutatni, hogy a deszinkronizdcio fogalma alapjan ez a
térgyalés teljesen atlathatova tehetd. A cikk ezért két fejezetbdl all. Az els6-
ben a deszinkronizéiciérol lesz szd, magét az 6raparadoxont pedig a masodikban
diszkutaljuk. Mindezt praktikusan matematika nélkiil tessziik, a matematikai
részleteket és kiegészitéseket a két fliggelékben targyaljuk.

Az 6raparadoxonrol nemrég jelent meg Bokor Ndndor dolgozatal a Szemlé-
ben. Bokor azt a kérdést elemzi, vajon helyes-e az az elterjedt vélekedés, hogy
az ikerparadoxon oka a gyorsulds. Ha jol latom, a jelen dolgozat nem kinal dj
szempontot ennek a kérdésnek a megvélaszolasahoz.

A deszinkronizacio

Nyugodjon egy vonat a palyatest Zp vonatkoztatasi rendszerében, amelyben a
Minkowski-féle (fényjelekkel szinkronizalt) koordinataid6t a stirtin (igy tobbek
kozott a vonaton is) széthelyezett nyugvo virtualis (elképzelt) idealis 6rdk mu-
tatjak. Tegyiik fel, hogy ezek koziil ketté valosagos ora, amelyek a vonathoz
vannak rogzitve. A baloldali 6ra legyen az A, a jobboldali a B.

Képzeljiik el, hogy egy nagyon rovid fényjel ,, cikazik” ide-oda az 6rak kozott.
A két o6ra helyes szinkronizaltsaga kovetkeztében az a At idG, ami alatt a jel az
A-boél a B-be ér, pontosan megegyezik a visszauton eltelt At idével. Ha az 6rak
kozotti tavolsag Az, akkor mindkét idStartam Ax/c-vel egyenls. Az 1.tablazat

példajaban At — At — 10.

1.A nyugvé 6rak mutatoallasa
a fényjelek visszatiikr6zésének pillanataban
Az A ora mutatéallasa || 10 30 50 70
A B o6ra mutatoallasa 20 40 60

Tegyiik fel most, hogy a vonat elindul jobbra, eléri az U sebességet és ezutan
ezzel a sebességgel halad tovabb. A konstans U sebességi vonat inerciarendszer,
amelyet Z-vel fogunk jel6lni.

Az A és a B ora kozott ekbzben folyamatosan cikazik ide-oda a fényjel. Az
oda- és a visszaut idGtartama azonban véltozik. Az Zyp-bol (a toltésrol) szemlélve
a fényjel mozgasat ezeket az idGtartamokat a

C'Zt0=A$0+U'Zt0, C'ZtQZAfEQ_U'ZtQ (1)
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egyenletek hatarozzak meg, amelyekbdl
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A képlet felirasanal figyelembe vettiik, hogy amikor a vonat mozog, a nulla index
segitségével meg kell kiilonboztetniink az Zp-ban mért mennyiségeket az Z-ben
mért (index nélkiili) mennyiségektdl. Nekiink azonban a At-t és a At-t kifejezs
képletekre van sziikségiink, amelyeknek a jobboldaldn a mozg6é vonaton meért
Az tavolsag szerepel.

Az (1) els6 egyenlete azt fejezi ki, hogy az A 6ratol elindulo fényjel és a vele
egyszerre U sebességgel induldo B 6ra Aty koordinédtaidével késébb talalkozik

%
egymassal. A B éran ezalatt Atgy/1 — U?/c? sajatids telik el. Ezt az id6tar-

tamot jeloljiik Zt—vel, vagyis Zt = Ztm/l — U2/02. Ez a sajatid6 intervallum
egyben koordinataid6 intervallum is, hiszen a B egyike azoknak az éraknak,
amelyek a vonaton a t koordinataid6t mutatjak.

Teljesen hasonléan lathato be a Xt = <Ztm/l — U2/c2 képlet is, amely
az A ora sajatidejét fejezi ki. Végil a két ora kozotti Az vonati tavolsig a
toltésr6l nézve kontrakeiot szenved, ezért Axg = Azy/1 — U?/c?. Ha (2)-ben a

nulla indext mennyiségeket ezeknek a képleteknek a segitségével index nélkiili
mennyiségekkel fejezziik ki, a

Xt:%(uv/c), Zt:%u—tj/c)

képletekre jutunk (a szampéldankban az el6bbi legyen mondjuk 12, az utébbi
pedig 8, 1d. a 2.tablazatot).

2.A mozg6 orak mutatoallasa
a fényjelek visszatiikr6zésének pillanataban
Az A 6ra mutatoallasa || 10 30 50 70
A B 6ra mutatoallasa 22 42 62

Nyilvanvalo, hogy az U sebességgel mozgd vonat nyugalmi rendszerében —
az 7T inerciarendszerben, — ez a két 6ra mincs helyesen szinkronizélva. Ha
ugyanis megmérnénk a vonaton a fénysebességet, mindkét irdnyban egyforméan
c-nek taldlnank. Természetesen utdlag szinkronizalhatnank ket példaul ugy,
hogy a B 6ra mutatoallasat megfelel6 mértékben (a szampéldaban 2-vel) vissza-
allitjuk (vagy az A 6raét ugyanennyivel elérevissziik). Ezt azonban most nem
tessziik meg, mert azt akarjuk éppen tisztazni, hogy milyen kovetkezményei van-
nak a gyorsulasnak, ha az egyszer méar helyesen szinkronizalt 6rakhoz tébbet méar
nem nyulunk hozza.

A két ora kozotti deszinkronizacié mértékét a

vl (3)
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formula hatarozza meg. Az Einstein-féle szinkronizaciés eljaras szellemében
ennyivel kellene visszaallitani a (gyorsulds irdnydba es§) B 6ra mutatoallasat
ahhoz, hogy helyesen legyen szinkronizélva A-val.

Vonjuk le a kovetkeztetést: Amikor egy inerciarendszert gyorsitunk, a hozza
rogzitett helyesen szinkronizalt 6rék deszinkronizdlddnak. A deszinkronizaci6
nem annak a kovetkezménye, hogy az 6rak szerkezetében a gyorsulas valamilyen
valtozast okoz, hiszen ezek az 6rak idedlis szerkezettiek, a kiils6 behatasoktol tel-
jesen fliggetleniil, a maguk monoton ritmusaban jarva a sajatidejiiket mutatjak.
Ha az eredetileg nyugvé vonat padléjan allt egy labda, a vonat elinduldsakor
elkezd hatrafele mozogni, és amikor a vonat mar egyenletesen halad U sebesség-
gel, a labda folyamatosan gurul hozza képest ugyanezzel a sebességgel visszafele
(vagy legalabbis gurulna, ha a vonat elég hosszt volna). Ezt a mozgist nem
az okozza, hogy valami hatott a labdara, hanem éppen ellenkez6leg: Azért gu-
rul a labda visszafele, mert nem hatott r4 semmi, ami arra kényszeritené, hogy
atvegye a vonat sebességét.

A deszinkronizacié ugyanebbe a kategoriaba tartozo tehetetlenségi jelenség?.
Az 6rak a mozgo vonaton is ugy jarnak tovabb, ahogy a pélya Zy inerciarendsze-
rében szinkronizaltak 6ket. Ez az inerciarendszer azonban ,, kiszaladt” aloluk,
de 6k nem vettek errél tudomast. Vagyis a deszinkronizacioé végeredményben
annak a kévetkezménye, hogy az érakkal nem tortént semmi, mégis éppen olyan
valésagos jelenség, mint a labda meginduldsa héatrafele. Legnyilvanvalobban a
fénysebesség latszolagos megvaltozasdban jelentkezik, ahogy azt a 2. tablazat
mutatja, de mas fontos kdvetkezménye is van. MielGtt azonban erre ratérnénk,
foglaljuk Gssze a deszinkronizacio elGjelszabalyét:

Az orapar gyorsulas iranyaba es6 tagja siet, a gyorsulassal el-
lentétes irdnyba esé tagja késik a par masik tagjahoz képest.

A deszinkronizaci6 egy maésik kovetkezményét a vonatos példa tovabbgondo-
lasaval vilagitjuk meg. Képzeljiik el a vonat egyik, mondjuk 60 méter hosszi,
vastti kocsijat, amelyben konnyen végig lehet sétalni, és méterenként faliorak
talalhatok rajta. Az utasok k6zott van egy fizikus, aki mar nagyon unja az
utazast, és azzal probalja agyoniitni az id6t, hogy menetirdnyban egyenletes v
sebességgel végigsétal a kocsi végétdl az elejéig, és kozben gondosan iigyel arra,
hogy a faliorak alapjan az utja pontosan 1 percig tartson (At = 60 s). A séta
id6tartamét a karérajan is lemeéri, és azt talalja, hogy a séta kozben 1 percnél
révidebb id6 telt el rajta.

2Lényeges pont, hogy ha a fénysebesség nem lenne minden inerciarendszerben ugyanaz
minden irdnyban, akkor az idealis 6rak sohase deszinkronizalodnanak . Tegyiik fel egy pilla-
natra, hogy a relativitaselmélet téves, van elektromagneses éter, amely torténetesen az Zo-hoz
(a t6ltéshez) képest nyugalomban van. A két tablazat ebben az esetben lényegében érvényben
maradna, mégsem fejezne ki deszinkronizaciot. Az Z-beli fénysebesség ugyanis ilyen feltételek
mellett valdban kiilonbozne a két iranyban, mert kizarolag a nyugvd éterben (Zp-ban) lenne
izotrop. A két tablazat adatai ezt a tényt fejeznék ki teljesen korrekt modon. A deszinkroni-
zaci6 ezért a fénysebesség allandosdganak egyenes kdvetkezménye.



— Persze, az idédilatacié — gondolja magaban, — a AT = Aty/1 —v?/c?
képlet szerint pont ennek kellett torténnie.

De gyakorl¢ fizikusként ismeri a szabalyt, hogy egy mérés nem mérés, ezért
megismétli a sétdjat, ezittal visszafelé gy, hogy a faliérdk szerint megint 1
perc alatt érjen a kocsi egyik végébdl a masikba. Meglep&dve tapasztalja, hogy
a karordjan ezuttal hosszabb id§ telt el, mint az el6bb. Természetesen elGszor
arra gyanakszik, hogy valami hibat koévetett el, de akdrhanyszor ismétli a kisér-
letet, a karérdjan mindig ugyanazt a két kiilonb6z6 idGtartamot olvassa le: A
menetirdnyban a sajatidé kisebb, mint ellenkezs irdnyban (A7 < AT).

Némi toprengés utan fizikusunknak eszébe jut a deszinkronizacid, amirdl
relativitaselmélet 6ran hallott.

— Hogy is nem gondoltam ra azonnal? — csap a homlokira. — Hiszen
amikor felszalltam a vonatra lattam a szerel6ket, amint éppen azzal foglal-
koznak, hogy az 4all6 vonaton fényjelekkel szinkronizéljak a faliérdkat. Aztan
amikor elindult a vonat, bekovetkezett a deszinkronizacio. Amikor el6re me-
gyek a faliordk altal meghatarozott sebességgel, akkor minden kovetkezs fali-
Ora a sziikségesnél tobbet mutat. A visszadton pont forditva torténik. Ezért
van az, hogy a karéram az elsé esetben kevesebbet mutat, mint a mésodikban.
Mindenesetre most jol megtanultam, hogy ilyen esetekben nem hasznélhatom

a AT = Aty/1 —v?/c? képletet a sajatidé meghatarozasara, mert az mindkét
irAnyud sétara ugyanazt a sajatidét adja.

Elhatarozza, hogy kiild egy SMS-t az egyik kollégéjanak és megkeéri, keresse
mér el6 valahonnan a AT = Aty/1 —v?/c? képletnek azt az altalanosabb alak-
jat, amelyik az & jelenlegi helyzetében is alkalmazhaté. Ezeket az informaciokat
kozli vele:

e Indulas el6tt a faliorakat korrekt médon fényjelekkel szinkronizaltdk és
azota senkise nyult hozzajuk.

e A vonat jelenleg egyenletesen halad U sebességgel.

o A faliérdk meg vannak szdmozva 0-t6l 60-ig. Ezek tekinthetSk xz-koordiné-
taknak, és az egymés utani 6rak kozotti tavolsag az indulés el6tt és most,
az egyenletes sebesség elérése utan is pontosan 1 méter.

e Amikor a kocsin végigsétalok, az 6rak helye és mutatdallasa alapjin a
sebességem egy konstans v érték (tOrténetesen v = 1 m/s sebességet va-
lasztottam, de a keresett képlet szempontjabol ennek nincs jelentSsége).

e A kérés az, hogy kiildje el azt a képletet, amely megadja a AT és a At
kapcsolatat ebben az esetben.

A kért képlet nemsokéara megérkezett. A figyelmes kolléga A1 és At helyett
az infinitezimalis d7 és dt n6vekményekre irta fel, mert ez akkor is alkalmazhato,
amikor a sétalas v sebessége nem konstans (v = v(t)):

=i (1 %) e "




Ez a képlet pozitiv v-nél menetiranyba, negativ v-nél az ellentétes irdnyba tor-
ténd sétalasra vonatkozik.

Napokkal késgbb, amikor utazé fizikusunk a munkahelyén talalkozik a kol-
légajaval, megkéri 6t, mutassa meg a képlet levezetését. A magyarazat a kovet-
kez6:

Nézziik mondjuk a pozitiv irdnyt séta egy dz infinitezimalisan révid A —
B szakaszat, amely a deszinkronizalt 6rak szerint dt ideig tartott. Az ennek
megfelels helyesen szinkronizalt dt id6tartam (3) szerint

_ Udx
. dx . . .
az ezzel szamolt sebesség pedig v = T A korrigalt (feliilhtizott) mennyiségekre
_ dt
érvényes az eredeti dr = diy/1 — 92 /c? képlet. Mivel o = 7V ezt atirhatjuk a

dt dt\’ d\*
—dt- 1 () p2/e2 = S 22
dr =dt dt\/l (dt) v2/c dt\/(dt) v2/c

alakba, amelyben (5) alapjan

dt B Uv
dt 2’

. Ezt behelyettesitve kapjuk a bizonyitandé (4) Osszefiiggést.

Fogalmazzuk meg a vonatos példank tanulsiagat. Ha a vonat egész torténetét
tekintjiik, a veszteglését az indulas el6tt, a gyorsulasat és azutan az egyenletes
sebességi haladasat, akkor nyilvanvald, hogy a vonat o6rait nem lehetséges Ggy
beéllitani, hogy ebben az egész iddszakban helyesen legyenek szinkronizalva. A
példéban ugy képzeltiik, hogy az érakat még a nyugvo vonaton szinkronizaltak
fényjelekkel, de akkor az indulas utén a deszinkronizacié kovetkeztében mar nem
lesznek helyesen szinkronizalva. Megtehettiik volna azt is, hogy az allomason
nem fényjelekkel szinkronizéljuk 6ket, hanem mesterséges modon olyan bealli-
tast valasztunk, hogy majd a deszinkronizacié kévetkeztében éppen jol legyenek
szinkronizalva, amikor a vonat egyenletesen halad. De ekkor persze az alloméason
lennének a fényjelek szempontjabol rosszul szinkronizalva. De valaszthatnank
barmilyen mas szinkronizaciot, ha mar a legtermészetesebb einsteini szinkroni-
zaci6 ugysem hajthato kovetkezetesen végre.

A deszinkronizacié kovetkeztében tehat Minkowski-koordindtarendszer csak
inerciarendszerekhez rendelhetd. Az ilyen koordindtarendszerben ugyanis a ko-
ordinataidé definicié szerint olyan, hogy a fénysebesség mindig, minden irany-
ban ugyanazzal a c-vel egyenlé. Gyorsuld vonatkoztatési rendszerben azonban
a folyamatos deszinkronizacié az ilyen tulajdonsigtu koordinataids létezését le-
hetetlenné teszi.

Felmeriil a kérdés, hogy akkor a gyorsulé vonatkoztatasi rendszerekben mi-
lyen eljaras (recept) alapjan kell a koordinataidst megvalasztani, vagyis milyen



protokoll szerint kell a vonatkoztatasi rendszerben nyugvo, koordinataid6t mu-
tato (virtudlis) orakat szinkronizalni. A valasz az, hogy ilyen &ltalanos recept
nem létezik, minden eset kiilon dontést igényel. Megjegyezziik, hogy inerciarend-
szerben semn kotelez§ a fényjelekkel szinkronizalt Minkowski-koordinataidd hasz-
nalata. A koordinatarendszer valasztdsahoz hasonloan a koordinataidé megvéa-
lasztasa is nagymeértékben onkényes. A valasztas fGszempontja a vizsgalando
probléma targyalasdnak az egyszertisitése. A Minkowski-koordinataids elényei
azonban ebbdl a néz&pontbol annyira szembetiindek, hogy inerciarendszerben
gyakorlatilag minden esetben ezt a koordinataid6t hasznaljuk.

Az 6raparadoxon

Az idédilatacié — mint tudjuk, — szimmetrikus jelenség: Ha az Incihez képest
V' sebességgel mozg6 Franci o6raja késik Inci 6rdjahoz viszonyitva, akkor Inci
oraja is késik Franci 6rajahoz viszonyitva. Ez igy elég képteleniil hangzik, de
nagyrészt annak kovetkeztében, hogy a megfogalmazas erésen hianyos. A pontos
allitas a kovetkez6: Nyugodjon Inci az Z;, Franci pedig az Zr inerciarendszerben
(az egyik lehet mondjuk a vonatallomés, a masik az athalado vonat). Mindkét
inerciarendszert gondolatban telerakjuk nyugvo, helyesen szinkronizalt virtualis
orakkal, amelyek a t7, illetve a tp koordinataid6t mutatjak. Az allitas az, hogy
Inci 6raja késik a Franci Zp inerciarendszerében nyugvé azon Op 6rahoz képest,
amely mellett éppen elhalad, és forditva, Franci 6raja is késik az Inci Z; iner-
ciarendszerében nyugvé azon Oy érahoz képest, amely mellett éppen elhalad.

Ez igy méar egyaltalan nem paradoxdlis, hanem , csak” figyelemre mélto.
Hasonlitsuk ezt 6ssze mondjuk azzal az allitassal, hogy Franci hatarozottan ma-
gasabb, mint Inci, és ugyanakkor Inci is hatarozottan magasabb, mint Franci.
Ez nyilvan logikai képtelenség. De abban a kijelentésben, hogy Franci maga-
sabb, mint Inci higa, és Inci is magasabb, mint Franci 6ccse, mar nincs semmi
kivetnival6?.

Na jo, de mit mondjunk a kovetkezd esetben: Inci az alszegi vastatallomason
a sin mellett all, Franci az dthalad6 vonaton il. Amikor éppen egymaéas mellé
keriilnek mindketten feljegyzik a sajat orajuk mutatéallasat. Aztan amikor a
vonat jon Felszegrol visszafele Francival egyiitt, megint feljegyzik, mit mutat a
karérajuk a talalkozas pillanataban. Ezutan egy kivonassal mindketten megal-
lapitjak, mennyi id6 telt el a sajat karérajukon a két talalkozas k6zott. Mi lesz
az eredmény? Az el6zGek alapjan azt gondolnank, hogy Franci 6rajan kevesebb
id6 telt el, mint Inci 6rajan, de persze Inci 6rajan is kevesebb id§ telt el, mint
Francién... és ez mar logikai ellentmondas a javabol.

Fogalmazzuk meg megint az allitast valamivel pontosabban. Azt allitjuk,
hogy ha az érakon eltelt sajatidét Inci nyugalmi rendszerében szamitjuk ki,
akkor a masodik taldlkozaskor Franci o6rdja kevesebbet mutat mint Incié; ha
azonban a szamitast Franci nyugalmi rendszerében végezziik el, akkor Inci 6raja
mutat kevesebbet, amikor djra talalkoznak.

3 A megfeleltetés nyilvanvalé: Franci 6raja «— Franci, Inci 6raja <— Inci, O <— Franci
occse, Oy +— Inci huga.
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A koordinataidét mutaté
6rak a toltés mentén

1. Targyalas a toltés nyugalmi rendszerében

Ha a relativitaselméletbsl valoban ez kovetkezne, akkor mar régen elfelej-
tettiik volna. Azonban az 4llitdsban megfogalmazott feltételek analizise arra a
kovetkeztetésre vezet, hogy akir az egyik, akar a mésik nyugalmi rendszerben
végezziik is el a szamitast, mindig Franci éraja az, amelyik a mésodik talalko-
zaskor kevesebb id6t mutat.

Vegyiik alapul el6szor Inci Z; nyugalmi rendszerét, vagyis a vasuti toltést,
Alszegestiil és Felszegestiil (1. abra). Ha a vonat oda és vissza is ugyanazzal
a V sebességgel halad, nem tolt el semmennyi idét sem Felszegen, akkor az

idsdilatacio kovetkeztében Franci 6rajan /1 — V2 /c?-szer kevesebb idé telik el,
mint Incién. Mivel tovabba Inci nyugszik Z;-ben, ezért az 6rdjan ugyanannyi
sajatidé telik el, mint koordinataid6. Ez utobbi pedig nyilvan 2L/V-vel egyenld,
ahol L Alszeg és Felszeg tavolsaga. Vagyis

A 27, 2L\/1 —V?/c?
T = <>

= A= (6)

Hajlamosak lennénk elfogadni, hogy Franci Zr nyugalmi rendszerét, vagyis
a vonatot tekintve nyugvénak, ugyanezt az eredményt kapjuk azzal a kiilonb-
séggel, hogy a /1 — V?/c? tényez6 Atp helyett Ars-ben jelenik meg. Ez a
relativitaselmélet halalos itélete lenne. De az itélet kimondasa el6tt gondoljuk
meg jobban a dolgot.

Azt a helyzetet, amikor a vonatot tekintjiik nyugvonak (noha a valdsagban
persze ugyantgy mozog, mint eddig), a 2. abran illusztraltuk. A fels6 rajzon az
egész taj, Alszeggel, Felszeggel és Incivel egyiitt, V sebességgel ,, tiszik el” a vonat
mellett, amelyet koriilbeliil ugyanolyan hosszinak dbrézoltunk, mint az Alszeg-
Felszeg tavolsag. Ezt nyugodtan megtehetjiik, hiszen a ,, vonat” valéjaban egy
vonatkoztatasi rendszert reprezental, amely a newtoni fizikdban és a speciélis
relativitaselmélet szerint is tetszSlegesen nagy kiterjedésd lehet. Most Inci az,
aki mozog, ezért az eddigi ismereteink alapjan a két taldlkozas kézott — a (6)-
tal ellentétben — az 6 6rajan kellene révidebb idének eltelnie. De igy van-e
valéban?
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A koordindtaidét mutaté
o6rak a vonaton

2. Targyalas a vonat nyugalmi rendszerében

Inci palyaja két részbdl all, egy odattbol és egy visszaitbol. Foglalkozzunk
el6szor az odauttal. A hatarozottsag kedvéért tegyiik fel, hogy elsé talalko-
zasukkor mindkettGjiik 6rdja éppen nulla id6t mutat, és ez egyben a vonat
koordinataideje is (vagyis Franci 6raja szinkronban jar a vele egy helyen 1évé,
koordinataid6t mutaté virtualis 6raval). Ha a vonat 6rai helyesen, fényjelekkel
vannak szinkronizalva, akkor, amikor a vonat végéhez ér, Inci 6raja az id6dila-

tacio kovetkeztében /1 — V2 / c?-szer kevesebb id6t fog mutatni, mint az éppen
ott 1év6 vonati ora.
Mekkora ez a A7y id6 pontosan? A Lorentz-kontrakcié kovetkeztében az

Alszeg-Felszeg kozotti L tavolsagnak a vonaton Ly/1 — V?2/c? tavolsag felel meg,

Ly/1-V?/c?

ezért Inci utjanak ez az elsé szakasza At = v

ideig tart, és ennek
kovetkeztében

Ly/1-V?/c?
Arrp = ———— X \1-V?/c? = éu —V2/c2).

Szabad-e ugyanigy szamitani a visszuton eltelt Ay7r id6t is? Nem szabad,
mert a vonat visszaforduldsakor a rajta lévd orak deszinkronizdlodtak, és ennek
kovetkeztében a sajatidé szamitasara mar nem a dr = dty/1 — V?/c?, hanem
a (4) képletet kell hasznélni! Miel6tt azonban idéznénk a helyes szamitas vég-
eredményét ramutatunk, miért tudja a deszinkronizacié kovetkeztében Inci 6raja
behozni a hatranyat.

Helyezkedjiink el gondolatban a jobbrol egyenletes sebességgel érkez vona-
ton. Ez természetesen inerciarendszer. A visszafordulaskor felléps gyorsulas
jobbra mutat, ezért barmely eredetileg helyesen szinkronizalt A, B érapar A
tagja, amelyik az j menetirdnyhoz viszonyitva a B mogott halad, kevesebbet
mutat, mint ha helyesen lenne B-vel szinkronizalva. Ennek kovetkeztében egy-
ségnyi koordinataids alatt a visszatuton Inci 6rdja tobbet megy el6re, mint az
odadton. Ez teszi lehetévé, hogy Inci éraja a péalydjanak masodik szakaszaban



ledolgozza a hatranyat, és amikor tjra taldlkozik Francival, az 6 érdja mutasson
tobbet.

A tényleges szamitas (4) alapjan torténik. Ehhez ki kell szamitani a benne
szereplé U-t és v-t. Az U a vonat visszafordulds utani sebessége a forduléds
el6tti 6nmagahoz képest (vagyis mintha a fordulas el6tt nyugodna). A newtoni
fizika szerint U nyilvan 2V -vel egyenld, de a sebességisszeadas relativisztikus
szabalya ezt U = 2V/(1 + V?/c?)-re modositja. A képlet alkalmazasahoz ki
kell még szamitani azt a Ast id6t is, amely alatt a vonati deszinkronizalt 6rak
szerint Inci visszaér Francihoz.

A szamitas egyszerd, de nagyon aprolékos, ezért a B. Fiiggelékben vazoljuk.
Az eredmény a kovetkezs:

c2

2
AQT]:AQtX\/(l_@) —’U2/C2:§(1+V2/C2). (7)

Mint latjuk, a A7 + Aoy Osszeg ugyanannyi, mint a (6)-ben felirt A7y,

Az oéraparadoxonnak ez a fajta feloldasa, amelyet itt vazoltam®, a deszink-
ronizacion alapul, amely annak kévetkezménye, hogy

1. az Osszes kiilonb6z6 egyenletes sebességgel haladd vonatkoztatasi rend-
szerben a fénysebesség minden irdnyban ugyanaz a c, és

2. amikor egy ilyen vonatkoztatasi rendszer gyorsulni kezd, a benne lévs
helyesen szinkronizalt idedlis 6rak megérzik eredeti jarasukat és ezért de-
szinkronizalédnak.

Az irodalomban legelterjedtebb magyarazat szerint ezzel szemben a paradoxon
csak az altalanos relativitaselméletben, vagyis a gravitacié figyelembe vételével
oldhato fel®.

Valojaban a specialis relativitaselmélet fogalmi strukturaja alapjan eldre le-
het tudni, hogy a két talalkozas kozott az egyes o6rakon eltelt sajatids interval-
lum értékére nem johet ki kiilonboz6 eredmeény, amikor kiilonb6z6 koordinata-
rendszerekben szamitjuk Gket. Ennek az az oka, hogy a sajatidé intervallum
invaridns. A paradoxon ,, feloldasan” ezért igazabol azt értjiik, hogy a relati-
visztikus szemléletiink fejlesztése érdekében errél az invarianciarol nem vesziink
tudomast, hanem kiilénb6z6 konkrét szitudcidkban mutatjuk be a mikdodését.

A relativitaselmélet egész matematikai formalizmusa a dr invariancidjara
van felépitve. Tapasztalati szinten ez az invariancia tokéletesen nyilvanvalo:
Egy adott oran két adott esemény (pl. talalkozas) kozott eltelt id6 szameérté-
kének leolvasasa nem igényel koordinatarendszert. A mennyiség kiszdmitdsdhoz
azonban mindig valasztani kell valamilyen koordinatarendszert. Az elméletnek
tehat biztositania kell, hogy a szamitéas eredménye legyen fiiggetlen a valasztott
koordinatarendszert6l.

4Bz a magyarazat a Basic Relativity, An Introductory Essay cimi konyvemben jelent meg
el@szor (Sprnger, 2011).

5Egy reprezentativ példa: R. C. Tolman Relativity, Thermodynamics and Cosmology,
(Clarendon Press 1969), 79. fejezet



A Lorentz-transzformacio képletét ebbdl az alapkovetelménybdl vezetjiik le.

Ilyen osszefiiggésben rendszerint a sajatidé konstansszorosaval, a ds? = c2dr?

dx

négyes intervallum négyzettel dolgozunk. A dr = dt\/1 — 1)2/02 és av = 7

definicié kovetkeztében ds? = c?2dr? = c2dt? — v2dt? = c%dt? — dx?, amely
3D-ben
ds?® = Adt? — dz® — dy® — d=°.

Amikor a jobboldal pozitiv, ez a kifejezés a sajatids képletével ekvivalens, és az
invariancidja a sajatids invarianciajat fejezi ki. Amikor nullaval egyenld, akkor a
fénysebesség invariancidjanak a megfogalmazasa. Amikor pedig negativ, akkor
két kozeli esemény térbeli tavolsagat hatarozza meg.

A. Fiiggelék

Ebben a fliggelékben a deszinkronizacié egy maésik, forméalisabb targyalasat
mutatjuk be. Az 4j megkozelités lényege, hogy olyan z, ¢ (réviden K) koordina-
takat vezessilink be a téridén, amelyhez képest a vonat végig nyugalomban van,
és a koordinataidst folyamatosan a vonathoz rogzitett ordk mutatjak. Az elja-
rast agy is nevezhetjiik, hogy koordinatarendszert régzitink a vonathoz. Mint
lattuk, ha a vonat gyorsul, egy ilyen koordindtarendszer bizonyosan nem lesz
Minkowski az egész téridon.

Legyenek =, ¢ Minkowski-koordinatak a téridén, amelyeket Osszefoglaléan
KC-val jeloliink. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a vonat a £ = 0-ban
hirtelen indul el azonnal U sebességgel.

A még nyugvd vonaton a vonathoz rogitett x, t koordindtdkat azonosnak
vehetjiik Z-szel és t-vel:

t=1, x=2 (T<0). (A1)

A vonat elindulésa utan az z, t koordinatak U sebességhez tartoz6 Lorentz-
transzformaltjai megfelelnének annak a kovetelménynek, hogy ¢ > 0-ban a vonat
ezekhez a koordinatakhoz képest legyen nyugalomban, de ahhoz, hogy a vonati
orak az igy kaphato ¢t id6t mutassak, a mozgd vonaton djra kellene szinkronizalni
oket. A vonati orak akkor fogjak tjraszinkronizalas nélkiil mutatni a koordi-

nataidét, ha az id6t nem a Lorentz-transzformacio, hanem a t = ty/1 — U? / &
képletnek megfelelGen vilasztjuk meg. Ezek az 6rak ugyanis U sebességgel mo-
zognak K-hoz képest, ezért a jarasuk K-hoz viszonyitva lelassul. Igy

_ r—Ut _
t=1/1-U?/c?, x:i (t>0). (A2)
\J1=U?/c?
Az inverz transzforméacio

t_\/ﬁiz/z, T x\/l—UQ/c2+\/%72/2 (t>0). (A3)

10



A mozgo vonathoz tartozo ivelemnégyzet a ds? invarianciaja kovetkeztében

ds? = 2df* — dz? = *dt? —2Udtdz — (1 — U?/c?) dz® =

= (cdt — U/cdz)® — da?. (A4)

Ehhez az ivelemnégyzethez a (4) sajatidé képlet tartozik. Tovabba a dx az
(z, x + dzx) intervallum hosszaval egyenls. Ha ugyanis a
U /

t=t— =u, r =
2

transzforméacioval reszinkronizdljuk a mozgd vonat orait, a vesszGs koordinatak-

ban Minkowski ivelemnégyzetet kapunk, amelyben a térkoordinata valodi térbeli

tavolsagnak felel meg.

d
A d_f fénysebességet a ds? = 0 képletbdl kapjuk meg, ha végigosztjuk dt-vel:

Udz\? [dz\?
c———) — (=) =o.
c dt dt

Az egyenlet két megoldésa a jobbra és a balra halad6 fényimpulzus sebességét

adja meg:
e R
at ), =~ T 12U/

Ezt felhasznalva kapjuk a méar ismert

— Axr Az —
At=—"—="/(1 At=—"—="(1-
” — 1+U/c), — — 1=U/e)

képleteket a terjedési iddkre.
B. Fiiggelék

Ebben a fiiggelekben a (7) képlet levezetését vazoljuk. Ehhez jol felhasznal-
hatok az A. Fiiggelék képletei, ha az Z, ¢ koordinatakon olyan Minkowski-ko-
ordinatarendszert értiink, amelyben az érkez (negativ irdnyba V sebességgel
mozg0) vonat nyugalomban van. Ebben az esetben az (A2) transzformacioval
definialt z, t koordinatak végig rogzitve lesznek a vonathoz, hacsak az U sebessé-
gen a V sebességgel visszafele halad6 vonatnak a megfordulas el6tti mozgasahoz
viszonyitott sebességét értjiik. A sebességosszeadas relativisztikus képlete sze-
rint

2V
14V

A kovetkez6 feladatunk Inci palyajanak meghatarozasa az z, ¢t koordinatak-
ban.
A K -ban Inci palyaja a két talalkozéas kozott

U (B1)

=Vt (1 <t<ta), (B2)
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ahol t; és to a két talalkozas id6pontja. A vonat visszafordulasa £ = 0-ban tor-
ténik, az els6 talalkozas helye pedig T = 0. Az Alszeg-Felszeg tavolsag Lorentz-
kontrakciojat figyelembe véve

T o L 272
h=—g\/1- Ve

Az Inci 6rajan a pélyajanak elsG szakaszan eltelt sajatidé tehat
_ L
A= |h|\f1-V?/? = 7= V2/c?). (B3)

A t = 0 pillanatban Inci méar V|{;| tavolsagra van Francitol, aki ebben
a pillanatban U sebességgel indul uténa és a fp pillanatban éri utol. Ezt az
id6pontot a
V(ta —t1) = Uty
egyenletbdl lehet meghatarozni. Azt talaljuk, hogy

6 L 1+V%&

v-v vV /1—V2/02

A Ag7r szémitasdhoz at kell térniink az x, ¢ koordindtakra, mert a ¢ > 0
tartomanyban ezek méar nem azonosak az Z, t koordinatakkal. Inci palyajanak
masodik szakaszat ugy kapjuk meg, hogy (A3)-t behelyettesitjik (B2)-be. A
palyara az x = vt képletet kapjuk, amelyben ©
14+V2/c?
1-V2/c?

A ty az (A3) és a (B4) alapjan a kovetkezs:

_ L
t2:t2\/1—U2/02:V\/l—Vz/c2. (B6)

Az U és a v ismeretében kiszamithatjuk a (7)-ben szerepls négyzetgyokos
kifejezést:

L=V (B4)

v=-V (B5)

2
Uv 1+V2/c?
\/(1——2 —’U2/62=7/.
¢ \J1=V?/c?
6Bz a képlet igy is megkaphato: Inci t-ben és f-ben kifejezett sebessége
dx 6 dx
— =, ] —
dt dt
A v-t ki kell fejezniink V-n keresztiil. Irjuk fel ezért (5)-6t
dt d
_ U dx - uv

dt T 2dt T 2

alakban. Igy . i )
pode _de de 1
dt — dt " dt 1-YY

c

Ha a nevezdSben U-t kifejezziik V-n keresztiil, valoban a (B5) képletet kapjuk. (Ez a labjegyzet
a Szemle cikkben nem szerepel.)
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Ennek és (B6)-nak a szorzata adja (7) jobboldalat.

Szamitsuk ki végiil a vonat nyugalmi rendszerében a Franci orajan eltelt
id6t is. Franci végig nyugalomban van a vonat elején, ezért a sajatidejének a
megvaltozasa megegyezik a koordinataidejének a megvaltozasaval:

204/1 —V?/c?

ATF:|51|+152: v

a (6)-tal 6sszhangban.
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