
Az óraparadoxonrólHraskó PéterPTE Elméleti Fizika TanszékAz óraparadoxon (vagy másik nevén az ikerparadoxon) fogalmi szempontbóla relativitáselmélet egyik legfontosabb következménye. A jelen dolgozat a para-doxonnak egy tulajdonképpen te
hnikai jelleg¶, mégis zavarba ejt® aspektusávalfoglalkozik: A jelenség korrekt leírási módjával a gyorsuló óra (testvér) szem-pontjából. Meg fogjuk mutatni, hogy a deszinkronizá
ió fogalma alapján ez atárgyalás teljesen átláthatóvá tehet®. A 
ikk ezért két fejezetb®l áll. Az els®-ben a deszinkronizá
ióról lesz szó, magát az óraparadoxont pedig a másodikbandiszkutáljuk. Mindezt praktikusan matematika nélkül tesszük, a matematikairészleteket és kiegészítéseket a két függelékben tárgyaljuk.Az óraparadoxonról nemrég jelent meg Bokor Nándor dolgozata1 a Szemlé-ben. Bokor azt a kérdést elemzi, vajon helyes-e az az elterjedt vélekedés, hogyaz ikerparadoxon oka a gyorsulás. Ha jól látom, a jelen dolgozat nem kínál újszempontot ennek a kérdésnek a megválaszolásához.A deszinkronizá
ióNyugodjon egy vonat a pályatest I0 vonatkoztatási rendszerében, amelyben aMinkowski-féle (fényjelekkel szinkronizált) koordinátaid®t a s¶r¶n (így többekközött a vonaton is) széthelyezett nyugvó virtuális (elképzelt) ideális órák mu-tatják. Tegyük fel, hogy ezek közül kett® valóságos óra, amelyek a vonathozvannak rögzítve. A baloldali óra legyen az A, a jobboldali a B.Képzeljük el, hogy egy nagyon rövid fényjel � 
ikázik� ide-oda az órák között.A két óra helyes szinkronizáltsága következtében az a −→∆t id®, ami alatt a jel az
A-ból a B-be ér, pontosan megegyezik a visszaúton eltelt←−∆t id®vel. Ha az órákközötti távolság ∆x, akkor mindkét id®tartam ∆x/c-vel egyenl®. Az 1.táblázatpéldájában −→∆t =

←−
∆t = 10.1.A nyugvó órák mutatóállásaa fényjelek visszatükrözésének pillanatábanAz A óra mutatóállása 10 30 50 70A B óra mutatóállása 20 40 60. Tegyük fel most, hogy a vonat elindul jobbra, eléri az U sebességet és ezutánezzel a sebességgel halad tovább. A konstans U sebesség¶ vonat iner
iarendszer,amelyet I-vel fogunk jelölni.Az A és a B óra között eközben folyamatosan 
ikázik ide-oda a fényjel. Azoda- és a visszaút id®tartama azonban változik. Az I0-ból (a töltésr®l) szemlélvea fényjel mozgását ezeket az id®tartamokat a
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egyenletek határozzák meg, amelyekb®l
−→
∆t0 =

∆x0

c− U
,

←−
∆t0 =

∆x0

c+ U
. (2)A képlet felírásánál �gyelembe vettük, hogy amikor a vonat mozog, a nulla indexsegítségével meg kell különböztetnünk az I0-ban mért mennyiségeket az I-benmért (index nélküli) mennyiségekt®l. Nekünk azonban a −→∆t-t és a←−∆t-t kifejez®képletekre van szükségünk, amelyeknek a jobboldalán a mozgó vonaton mért

∆x távolság szerepel.Az (1) els® egyenlete azt fejezi ki, hogy az A órától elinduló fényjel és a veleegyszerre U sebességgel induló B óra ∆t0 koordinátaid®vel kés®bb találkozikegymással. A B órán ezalatt −→∆t0

√

1− U2/c2 sajátid® telik el. Ezt az id®tar-tamot jelöljük −→∆t-vel, vagyis −→∆t =
−→
∆t0

√

1− U2/c2. Ez a sajátid® intervallumegyben koordinátaid® intervallum is, hiszen a B egyike azoknak az óráknak,amelyek a vonaton a t koordinátaid®t mutatják.Teljesen hasonlóan látható be a ←−∆t =
←−
∆t0

√

1− U2/c2 képlet is, amelyaz A óra sajátidejét fejezi ki. Végül a két óra közötti ∆x vonati távolság atöltésr®l nézve kontrak
iót szenved, ezért ∆x0 = ∆x
√

1− U2/c2. Ha (2)-ben anulla index¶ mennyiségeket ezeknek a képleteknek a segítségével index nélkülimennyiségekkel fejezzük ki, a
−→
∆t =

∆x

c
(1 + U/c) ,

←−
∆t =

∆x

c
(1− U/c)képletekre jutunk (a számpéldánkban az el®bbi legyen mondjuk 12, az utóbbipedig 8, ld. a 2.táblázatot).2.A mozgó órák mutatóállásaa fényjelek visszatükrözésének pillanatábanAz A óra mutatóállása 10 30 50 70A B óra mutatóállása 22 42 62. Nyilvánvaló, hogy az U sebességgel mozgó vonat nyugalmi rendszerében �az I iner
iarendszerben, � ez a két óra nin
s helyesen szinkronizálva. Haugyanis megmérnénk a vonaton a fénysebességet, mindkét irányban egyformán

c-nek találnánk. Természetesen utólag szinkronizálhatnánk ®ket például úgy,hogy a B óra mutatóállását megfelel® mértékben (a számpéldában 2-vel) vissza-állítjuk (vagy az A óráét ugyanennyivel el®revisszük). Ezt azonban most nemtesszük meg, mert azt akarjuk éppen tisztázni, hogy milyen következményei van-nak a gyorsulásnak, ha az egyszer már helyesen szinkronizált órákhoz többet márnem nyúlunk hozzá.A két óra közötti deszinkronizá
ió mértékét a
δtB =

1

2
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formula határozza meg. Az Einstein-féle szinkronizá
iós eljárás szellemébenennyivel kellene visszaállítani a (gyorsulás irányába es®) B óra mutatóállásátahhoz, hogy helyesen legyen szinkronizálva A-val.Vonjuk le a következtetést: Amikor egy iner
iarendszert gyorsítunk, a hozzárögzített helyesen szinkronizált órák deszinkronizálódnak. A deszinkronizá
iónem annak a következménye, hogy az órák szerkezetében a gyorsulás valamilyenváltozást okoz, hiszen ezek az órák ideális szerkezet¶ek, a küls® behatásoktól tel-jesen függetlenül, a maguk monoton ritmusában járva a sajátidejüket mutatják.Ha az eredetileg nyugvó vonat padlóján állt egy labda, a vonat elindulásakorelkezd hátrafele mozogni, és amikor a vonat már egyenletesen halad U sebesség-gel, a labda folyamatosan gurul hozzá képest ugyanezzel a sebességgel visszafele(vagy legalábbis gurulna, ha a vonat elég hosszú volna). Ezt a mozgást nemaz okozza, hogy valami hatott a labdára, hanem éppen ellenkez®leg: Azért gu-rul a labda visszafele, mert nem hatott rá semmi, ami arra kényszerítené, hogyátvegye a vonat sebességét.A deszinkronizá
ió ugyanebbe a kategóriába tartozó tehetetlenségi jelenség2.Az órák a mozgó vonaton is úgy járnak tovább, ahogy a pálya I0 iner
iarendsze-rében szinkronizálták ®ket. Ez az iner
iarendszer azonban � kiszaladt� alóluk,de ®k nem vettek err®l tudomást. Vagyis a deszinkronizá
ió végeredménybenannak a következménye, hogy az órákkal nem történt semmi, mégis éppen olyanvalóságos jelenség, mint a labda megindulása hátrafele. Legnyilvánvalóbban afénysebesség látszólagos megváltozásában jelentkezik, ahogy azt a 2. táblázatmutatja, de más fontos következménye is van. Miel®tt azonban erre rátérnénk,foglaljuk össze a deszinkronizá
ió el®jelszabályát:Az órapár gyorsulás irányába es® tagja siet, a gyorsulással el-lentétes irányba es® tagja késik a pár másik tagjához képest.A deszinkronizá
ió egy másik következményét a vonatos példa továbbgondo-lásával világítjuk meg. Képzeljük el a vonat egyik, mondjuk 60 méter hosszú,vasúti ko
siját, amelyben könnyen végig lehet sétálni, és méterenként falióráktalálhatók rajta. Az utasok között van egy �zikus, aki már nagyon unja azutazást, és azzal próbálja agyonütni az id®t, hogy menetirányban egyenletes vsebességgel végigsétál a ko
si végét®l az elejéig, és közben gondosan ügyel arra,hogy a faliórák alapján az útja pontosan 1 per
ig tartson (∆t = 60 s). A sétaid®tartamát a karóráján is leméri, és azt találja, hogy a séta közben 1 per
nélrövidebb id® telt el rajta.2Lényeges pont, hogy ha a fénysebesség nem lenne minden iner
iarendszerben ugyanazminden irányban, akkor az ideális órák sohase deszinkronizálódnának . Tegyük fel egy pilla-natra, hogy a relativitáselmélet téves, van elektromágneses éter, amely történetesen az I0-hoz(a töltéshez) képest nyugalomban van. A két táblázat ebben az esetben lényegében érvénybenmaradna, mégsem fejezne ki deszinkronizá
iót. Az I-beli fénysebesség ugyanis ilyen feltételekmellett valóban különbözne a két irányban, mert kizárólag a nyugvó éterben (I0-ban) lenneizotróp. A két táblázat adatai ezt a tényt fejeznék ki teljesen korrekt módon. A deszinkroni-zá
ió ezért a fénysebesség állandóságának egyenes következménye.3



� Persze, az id®dilatá
ió � gondolja magában, � a ∆τ = ∆t
√

1− v2/c2képlet szerint pont ennek kellett történnie.De gyakorló �zikusként ismeri a szabályt, hogy egy mérés nem mérés, ezértmegismétli a sétáját, ezúttal visszafelé úgy, hogy a faliórák szerint megint 1per
 alatt érjen a ko
si egyik végéb®l a másikba. Meglep®dve tapasztalja, hogya karóráján ezúttal hosszabb id® telt el, mint az el®bb. Természetesen el®szörarra gyanakszik, hogy valami hibát követett el, de akárhányszor ismétli a kísér-letet, a karóráján mindig ugyanazt a két különböz® id®tartamot olvassa le: Amenetirányban a sajátid® kisebb, mint ellenkez® irányban (−→∆τ <
←−
∆τ).Némi töprengés után �zikusunknak eszébe jut a deszinkronizá
ió, amir®lrelativitáselmélet órán hallott.� Hogy is nem gondoltam rá azonnal? � 
sap a homlokára. � Hiszenamikor felszálltam a vonatra láttam a szerel®ket, amint éppen azzal foglal-koznak, hogy az álló vonaton fényjelekkel szinkronizálják a faliórákat. Aztánamikor elindult a vonat, bekövetkezett a deszinkronizá
ió. Amikor el®re me-gyek a faliórák által meghatározott sebességgel, akkor minden következ® fali-óra a szükségesnél többet mutat. A visszaúton pont fordítva történik. Ezértvan az, hogy a karórám az els® esetben kevesebbet mutat, mint a másodikban.Mindenesetre most jól megtanultam, hogy ilyen esetekben nem használhatoma ∆τ = ∆t

√

1− v2/c2 képletet a sajátid® meghatározására, mert az mindkétirányú sétára ugyanazt a sajátid®t adja.Elhatározza, hogy küld egy SMS-t az egyik kollégájának és megkéri, keressemár el® valahonnan a ∆τ = ∆t
√

1− v2/c2 képletnek azt az általánosabb alak-ját, amelyik az ® jelenlegi helyzetében is alkalmazható. Ezeket az informá
iókatközli vele:
• Indulás el®tt a faliórákat korrekt módon fényjelekkel szinkronizálták ésazóta senkise nyúlt hozzájuk.
• A vonat jelenleg egyenletesen halad U sebességgel.
• A faliórák meg vannak számozva 0-tól 60-ig. Ezek tekinthet®k x-koordiná-táknak, és az egymás utáni órák közötti távolság az indulás el®tt és most,az egyenletes sebesség elérése után is pontosan 1 méter.
• Amikor a ko
sin végigsétálok, az órák helye és mutatóállása alapján asebességem egy konstans v érték (történetesen v = 1 m/s sebességet vá-lasztottam, de a keresett képlet szempontjából ennek nin
s jelent®sége).
• A kérés az, hogy küldje el azt a képletet, amely megadja a ∆τ és a ∆tkap
solatát ebben az esetben.A kért képlet nemsokára megérkezett. A �gyelmes kolléga ∆τ és ∆t helyettaz in�nitezimális dτ és dt növekményekre írta fel, mert ez akkor is alkalmazható,amikor a sétálás v sebessége nem konstans (v = v(t)):

dτ = dt×

√

(

1−
Uv

c2

)2

− v2/c2. (4)4



Ez a képlet pozitív v-nél menetirányba, negatív v-nél az ellentétes irányba tör-tén® sétálásra vonatkozik.Napokkal kés®bb, amikor utazó �zikusunk a munkahelyén találkozik a kol-légájával, megkéri ®t, mutassa meg a képlet levezetését. A magyarázat a követ-kez®:Nézzük mondjuk a pozitív irányú séta egy dx in�nitezimálisan rövid A →
B szakaszát, amely a deszinkronizált órák szerint dt ideig tartott. Az ennekmegfelel® helyesen szinkronizált dt̄ id®tartam (3) szerint

dt̄ = dt−
Udx

c2
, (5)az ezzel számolt sebesség pedig v̄ =

dx

dt̄
. A korrigált (felülhúzott) mennyiségekreérvényes az eredeti dτ = dt̄

√

1− v̄2/c2 képlet. Mivel v̄ =
dt

dt̄
v, ezt átírhatjuk a

dτ = dt ·
dt̄

dt

√

1−

(

dt

dt̄

)2

v2/c2 = dt

√

(

dt̄

dt

)2

− v2/c2alakba, amelyben (5) alapján
dt̄

dt
= 1−

Uv

c2
.. Ezt behelyettesítve kapjuk a bizonyítandó (4) összefüggést.Fogalmazzuk meg a vonatos példánk tanulságát. Ha a vonat egész történetéttekintjük, a veszteglését az indulás el®tt, a gyorsulását és azután az egyenletessebesség¶ haladását, akkor nyilvánvaló, hogy a vonat óráit nem lehetséges úgybeállítani, hogy ebben az egész id®szakban helyesen legyenek szinkronizálva. Apéldában úgy képzeltük, hogy az órákat még a nyugvó vonaton szinkronizáltákfényjelekkel, de akkor az indulás után a deszinkronizá
ió következtében már nemlesznek helyesen szinkronizálva. Megtehettük volna azt is, hogy az állomásonnem fényjelekkel szinkronizáljuk ®ket, hanem mesterséges módon olyan beállí-tást választunk, hogy majd a deszinkronizá
ió következtében éppen jól legyenekszinkronizálva, amikor a vonat egyenletesen halad. De ekkor persze az állomásonlennének a fényjelek szempontjából rosszul szinkronizálva. De választhatnánkbármilyen más szinkronizá
iót, ha már a legtermészetesebb einsteini szinkroni-zá
ió ugysem hajtható következetesen végre.A deszinkronizá
ió következtében tehát Minkowski-koordinátarendszer 
sakiner
iarendszerekhez rendelhet®. Az ilyen koordinátarendszerben ugyanis a ko-ordinátaid® de�ní
ió szerint olyan, hogy a fénysebesség mindig, minden irány-ban ugyanazzal a c-vel egyenl®. Gyorsuló vonatkoztatási rendszerben azonbana folyamatos deszinkronizá
ió az ilyen tulajdonságú koordinátaid® létezését le-hetetlenné teszi.Felmerül a kérdés, hogy akkor a gyorsuló vonatkoztatási rendszerekben mi-lyen eljárás (re
ept) alapján kell a koordinátaid®t megválasztani, vagyis milyen5



protokoll szerint kell a vonatkoztatási rendszerben nyugvó, koordinátaid®t mu-tató (virtuális) órákat szinkronizálni. A válasz az, hogy ilyen általános re
eptnem létezik, minden eset külön döntést igényel. Megjegyezzük, hogy iner
iarend-szerben sem kötelez® a fényjelekkel szinkronizált Minkowski-koordinátaid® hasz-nálata. A koordinátarendszer választásához hasonlóan a koordinátaid® megvá-lasztása is nagymértékben önkényes. A választás f®szempontja a vizsgálandóprobléma tárgyalásának az egyszer¶sítése. A Minkowski-koordinátaid® el®nyeiazonban ebb®l a néz®pontból annyira szembet¶n®ek, hogy iner
iarendszerbengyakorlatilag minden esetben ezt a koordinátaid®t használjuk.Az óraparadoxonAz id®dilatá
ió � mint tudjuk, � szimmetrikus jelenség: Ha az In
ihez képest
V sebességgel mozgó Fran
i órája késik In
i órájához viszonyítva, akkor In
iórája is késik Fran
i órájához viszonyítva. Ez így elég képtelenül hangzik, denagyrészt annak következtében, hogy a megfogalmazás er®sen hiányos. A pontosállítás a következ®: Nyugodjon In
i az II , Fran
i pedig az IF iner
iarendszerben(az egyik lehet mondjuk a vonatállomás, a másik az áthaladó vonat). Mindkétiner
iarendszert gondolatban telerakjuk nyugvó, helyesen szinkronizált virtuálisórákkal, amelyek a tI , illetve a tF koordinátaid®t mutatják. Az állítás az, hogyIn
i órája késik a Fran
i IF iner
iarendszerében nyugvó azon OF órához képest,amely mellett éppen elhalad, és fordítva, Fran
i órája is késik az In
i II iner-
iarendszerében nyugvó azon OI órához képest, amely mellett éppen elhalad.Ez így már egyáltalán nem paradoxális, hanem � 
sak� �gyelemre méltó.Hasonlítsuk ezt össze mondjuk azzal az állítással, hogy Fran
i határozottan ma-gasabb, mint In
i, és ugyanakkor In
i is határozottan magasabb, mint Fran
i.Ez nyilván logikai képtelenség. De abban a kijelentésben, hogy Fran
i maga-sabb, mint In
i húga, és In
i is magasabb, mint Fran
i ö

se, már nin
s semmikivetnivaló3.Na jó, de mit mondjunk a következ® esetben: In
i az alszegi vasútállomásona sín mellett áll, Fran
i az áthaladó vonaton ül. Amikor éppen egymás mellékerülnek mindketten feljegyzik a saját órájuk mutatóállását. Aztán amikor avonat jön Felszegr®l visszafele Fran
ival együtt, megint feljegyzik, mit mutat akarórájuk a találkozás pillanatában. Ezután egy kivonással mindketten megál-lapítják, mennyi id® telt el a saját karórájukon a két találkozás között. Mi leszaz eredmény? Az el®z®ek alapján azt gondolnánk, hogy Fran
i óráján kevesebbid® telt el, mint In
i óráján, de persze In
i óráján is kevesebb id® telt el, mintFran
ién... és ez már logikai ellentmondás a javából.Fogalmazzuk meg megint az állítást valamivel pontosabban. Azt állítjuk,hogy ha az órákon eltelt sajátid®t In
i nyugalmi rendszerében számítjuk ki,akkor a második találkozáskor Fran
i órája kevesebbet mutat mint In
ié; haazonban a számítást Fran
i nyugalmi rendszerében végezzük el, akkor In
i órájamutat kevesebbet, amikor újra találkoznak.3A megfeleltetés nyilvánvaló: Fran
i órája←→ Fran
i, In
i órája←→ In
i, OF ←→ Fran
iö

se, OI ←→ In
i húga. 6
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INCI

INCI

Franci
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Franci

A koordinátaidõt mutató
órák a töltés mentén1. Tárgyalás a töltés nyugalmi rendszerébenHa a relativitáselméletb®l valóban ez következne, akkor már régen elfelej-tettük volna. Azonban az állításban megfogalmazott feltételek analízise arra akövetkeztetésre vezet, hogy akár az egyik, akár a másik nyugalmi rendszerbenvégezzük is el a számítást, mindig Fran
i órája az, amelyik a második találko-záskor kevesebb id®t mutat.Vegyük alapul el®ször In
i II nyugalmi rendszerét, vagyis a vasúti töltést,Alszegestül és Felszegestül (1. ábra). Ha a vonat oda és vissza is ugyanazzala V sebességgel halad, nem tölt el semmennyi id®t sem Felszegen, akkor azid®dilatá
ió következtében Fran
i óráján √

1− V 2/c2-szer kevesebb id® telik el,mint In
ién. Mivel továbbá In
i nyugszik II -ben, ezért az óráján ugyanannyisajátid® telik el, mint koordinátaid®. Ez utóbbi pedig nyilván 2L/V -vel egyenl®,ahol L Alszeg és Felszeg távolsága. Vagyis
∆τI =

2L

V
, ∆τF =

2L
√

1− V 2/c2

V
. (6)Hajlamosak lennénk elfogadni, hogy Fran
i IF nyugalmi rendszerét, vagyisa vonatot tekintve nyugvónak, ugyanezt az eredményt kapjuk azzal a különb-séggel, hogy a √

1− V 2/c2 tényez® ∆τF helyett ∆τI -ben jelenik meg. Ez arelativitáselmélet halálos ítélete lenne. De az ítélet kimondása el®tt gondoljukmeg jobban a dolgot.Azt a helyzetet, amikor a vonatot tekintjük nyugvónak (noha a valóságbanpersze ugyanúgy mozog, mint eddig), a 2. ábrán illusztráltuk. A fels® rajzon azegész táj, Alszeggel, Felszeggel és In
ivel együtt, V sebességgel � úszik el� a vonatmellett, amelyet körülbelül ugyanolyan hosszúnak ábrázoltunk, mint az Alszeg-Felszeg távolság. Ezt nyugodtan megtehetjük, hiszen a � vonat� valójában egyvonatkoztatási rendszert reprezentál, amely a newtoni �zikában és a spe
iálisrelativitáselmélet szerint is tetsz®legesen nagy kiterjedés¶ lehet. Most In
i az,aki mozog, ezért az eddigi ismereteink alapján a két találkozás között � a (6)-tal ellentétben � az ® óráján kellene rövidebb id®nek eltelnie. De így van-evalóban? 7



Alszeg

Alszeg

AlszegFelszeg

A koordinátaidõt mutató
órák a vonaton

INCI

INCI

INCI

Franci

Franci

Franci

2. Tárgyalás a vonat nyugalmi rendszerébenIn
i pályája két részb®l áll, egy odaútból és egy visszaútból. Foglalkozzunkel®ször az odaúttal. A határozottság kedvéért tegyük fel, hogy els® találko-zásukkor mindkett®jük órája éppen nulla id®t mutat, és ez egyben a vonatkoordinátaideje is (vagyis Fran
i órája szinkronban jár a vele egy helyen lév®,koordinátaid®t mutató virtuális órával). Ha a vonat órái helyesen, fényjelekkelvannak szinkronizálva, akkor, amikor a vonat végéhez ér, In
i órája az id®dila-tá
ió következtében √

1− V 2/c2-szer kevesebb id®t fog mutatni, mint az éppenott lév® vonati óra.Mekkora ez a ∆1τI id® pontosan? A Lorentz-kontrak
ió következtében azAlszeg-Felszeg közötti L távolságnak a vonaton L
√

1− V 2/c2 távolság felel meg,ezért In
i útjának ez az els® szakasza ∆1t =
L
√

1− V 2/c2

V
ideig tart, és ennekkövetkeztében

∆1τI =
L
√

1− V 2/c2

V
×

√

1− V 2/c2 =
L

V
(1 − V 2/c2).Szabad-e ugyanígy számítani a visszúton eltelt ∆2τI id®t is? Nem szabad,mert a vonat visszafordulásakor a rajta lév® órák deszinkronizálódtak, és ennekkövetkeztében a sajátid® számítására már nem a dτ = dt

√

1− V 2/c2, hanema (4) képletet kell használni! Miel®tt azonban idéznénk a helyes számítás vég-eredményét rámutatunk, miért tudja a deszinkronizá
ió következtében In
i órájabehozni a hátrányát.Helyezkedjünk el gondolatban a jobbról egyenletes sebességgel érkez® vona-ton. Ez természetesen iner
iarendszer. A visszaforduláskor fellép® gyorsulásjobbra mutat, ezért bármely eredetileg helyesen szinkronizált A, B órapár Atagja, amelyik az új menetirányhoz viszonyítva a B mögött halad, kevesebbetmutat, mint ha helyesen lenne B-vel szinkronizálva. Ennek következtében egy-ségnyi koordinátaid® alatt a visszaúton In
i órája többet megy el®re, mint azodaúton. Ez teszi lehet®vé, hogy In
i órája a pályájának második szakaszában8



ledolgozza a hátrányát, és amikor újra találkozik Fran
ival, az ® órája mutassontöbbet.A tényleges számítás (4) alapján történik. Ehhez ki kell számítani a benneszerepl® U -t és v-t. Az U a vonat visszafordulás utáni sebessége a fordulásel®tti önmagához képest (vagyis mintha a fordulás el®tt nyugodna). A newtoni�zika szerint U nyilván 2V -vel egyenl®, de a sebességösszeadás relativisztikusszabálya ezt U = 2V/(1 + V 2/c2)-re módosítja. A képlet alkalmazásához kikell még számítani azt a ∆2t id®t is, amely alatt a vonati deszinkronizált órákszerint In
i visszaér Fran
ihoz.A számítás egyszer¶, de nagyon aprólékos, ezért a B. Függelékben vázoljuk.Az eredmény a következ®:
∆2τI = ∆2t×

√

(

1−
Uv

c2

)2

− v2/c2 =
L

V
(1 + V 2/c2). (7)Mint látjuk, a ∆1τI +∆2τI összeg ugyanannyi, mint a (6)-ben felírt ∆τI .Az óraparadoxonnak ez a fajta feloldása, amelyet itt vázoltam4, a deszink-ronizá
ión alapul, amely annak következménye, hogy1. az összes különböz® egyenletes sebességgel haladó vonatkoztatási rend-szerben a fénysebesség minden irányban ugyanaz a c, és2. amikor egy ilyen vonatkoztatási rendszer gyorsulni kezd, a benne lév®helyesen szinkronizált ideális órák meg®rzik eredeti járásukat és ezért de-szinkronizálódnak.Az irodalomban legelterjedtebb magyarázat szerint ezzel szemben a paradoxon
sak az általános relativitáselméletben, vagyis a gravitá
ió �gyelembe vételéveloldható fel5.Valójában a spe
iális relativitáselmélet fogalmi struktúrája alapján el®re le-het tudni, hogy a két találkozás között az egyes órákon eltelt sajátid® interval-lum értékére nem jöhet ki különböz® eredmény, amikor különböz® koordináta-rendszerekben számítjuk ®ket. Ennek az az oka, hogy a sajátid® intervalluminvariáns. A paradoxon � feloldásán� ezért igazából azt értjük, hogy a relati-visztikus szemléletünk fejlesztése érdekében err®l az invarian
iáról nem veszünktudomást, hanem különböz® konkrét szituá
iókban mutatjuk be a m¶ködését.A relativitáselmélet egész matematikai formalizmusa a dτ invarian
iájáravan felépítve. Tapasztalati szinten ez az invarian
ia tökéletesen nyilvánvaló:Egy adott órán két adott esemény (pl. találkozás) között eltelt id® számérté-kének leolvasása nem igényel koordinátarendszert. A mennyiség kiszámításáhozazonban mindig választani kell valamilyen koordinátarendszert. Az elméletnektehát biztosítania kell, hogy a számítás eredménye legyen független a választottkoordinátarendszert®l.4Ez a magyarázat a Basi
 Relativity, An Introdu
tory Essay 
ím¶ könyvemben jelent megel®ször (Sprnger, 2011).5Egy reprezentatív példa: R. C. Tolman Relativity, Thermodynami
s and Cosmology,(Clarendon Press 1969), 79. fejezet 9



A Lorentz-transzformá
ió képletét ebb®l az alapkövetelményb®l vezetjük le.Ilyen összefüggésben rendszerint a sajátid® konstansszorosával, a ds2 = c2dτ2négyes intervallum négyzettel dolgozunk. A dτ = dt
√

1− v2/c2 és a v =
dx

dtde�ní
ió következtében ds2 = c2dτ2 = c2dt2 − v2dt2 = c2dt2 − dx2, amely3D-ben
ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2.Amikor a jobboldal pozitív, ez a kifejezés a sajátid® képletével ekvivalens, és azinvarian
iája a sajátid® invarian
iáját fejezi ki. Amikor nullával egyenl®, akkor afénysebesség invarian
iájának a megfogalmazása. Amikor pedig negatív, akkorkét közeli esemény térbeli távolságát határozza meg.A. FüggelékEbben a függelékben a deszinkronizá
ió egy másik, formálisabb tárgyalásátmutatjuk be. Az új megközelítés lényege, hogy olyan x, t (röviden K) koordiná-tákat vezessünk be a térid®n, amelyhez képest a vonat végig nyugalomban van,és a koordinátaid®t folyamatosan a vonathoz rögzített órák mutatják. Az eljá-rást úgy is nevezhetjük, hogy koordinátarendszert rögzítünk a vonathoz. Mintláttuk, ha a vonat gyorsul, egy ilyen koordinátarendszer bizonyosan nem leszMinkowski az egész térid®n.Legyenek x̄, t̄ Minkowski-koordináták a térid®n, amelyeket összefoglalóan

K̄-val jelölünk. Az egyszer¶ség kedvéért tegyük fel, hogy a vonat a t̄ = 0-banhirtelen indul el azonnal U sebességgel.A még nyugvó vonaton a vonathoz rögített x, t koordinátákat azonosnakvehetjük x̄-szel és t̄-vel:
t = t̄, x = x̄ (t̄ < 0). (A1)A vonat elindulása után az x̄, t̄ koordináták U sebességhez tartozó Lorentz-transzformáltjai megfelelnének annak a követelménynek, hogy t̄ > 0-ban a vonatezekhez a koordinátákhoz képest legyen nyugalomban, de ahhoz, hogy a vonatiórák az így kapható t id®t mutassák, a mozgó vonaton újra kellene szinkronizálni®ket. A vonati órák akkor fogják újraszinkronizálás nélkül mutatni a koordi-nátaid®t, ha az id®t nem a Lorentz-transzformá
ió, hanem a t = t̄

√

1− U2/c2képletnek megfelel®en választjuk meg. Ezek az órák ugyanis U sebességgel mo-zognak K̄-hoz képest, ezért a járásuk K̄-hoz viszonyítva lelassul. Így
t = t̄

√

1− U2/c2, x =
x̄− Ut̄

√

1− U2/c2
(t̄ > 0). (A2)Az inverz transzformá
ió

t̄ =
t

√

1− U2/c2
, x̄ = x

√

1− U2/c2 +
Ut

√

1− U2/c2
(t > 0). (A3)10



A mozgó vonathoz tartozó ívelemnégyzet a ds2 invarian
iája következtében
ds2 = c2dt̄

2
− dx̄2 = c2dt2 − 2Udt dx−

(

1− U2/c2
)

dx2 =

= (c dt− U/c dx)
2
− dx2.

(A4)Ehhez az ívelemnégyzethez a (4) sajátid® képlet tartozik. Továbbá a dx az
(x, x+ dx) intervallum hosszával egyenl®. Ha ugyanis a

t′ = t−
U

c2
x, x′ = xtranszformá
ióval reszinkronizáljuk a mozgó vonat óráit, a vessz®s koordináták-ban Minkowski ívelemnégyzetet kapunk, amelyben a térkoordináta valódi térbelitávolságnak felel meg.A dx

dt
fénysebességet a ds2 = 0 képletb®l kapjuk meg, ha végigosztjuk dt-vel:

(

c−
U

c

dx

dt

)2

−

(

dx

dt

)2

= 0.Az egyenlet két megoldása a jobbra és a balra haladó fényimpulzus sebességétadja meg:
(

dx

dt

)

±

≡ ±c± = ±
c

1± U/c
.Ezt felhasználva kapjuk a már ismert

−→
∆t =

∆x

c+
=

∆x

c
(1 + U/c) ,

←−
∆t =

∆x

c−
=

∆x

c
(1− U/c)képleteket a terjedési id®kre. B. FüggelékEbben a függelékben a (7) képlet levezetését vázoljuk. Ehhez jól felhasznál-hatók az A. Függelék képletei, ha az x̄, t̄ koordinátákon olyan Minkowski-ko-ordinátarendszert értünk, amelyben az érkez® (negatív irányba V sebességgelmozgó) vonat nyugalomban van. Ebben az esetben az (A2) transzformá
ióvalde�niált x, t koordináták végig rögzítve lesznek a vonathoz, ha
sak az U sebessé-gen a V sebességgel visszafele haladó vonatnak a megfordulás el®tti mozgásáhozviszonyított sebességét értjük. A sebességösszeadás relativisztikus képlete sze-rint

U =
2V

1 + V 2/c2
. (B1)A következ® feladatunk In
i pályájának meghatározása az x̄, t̄ koordináták-ban.A K̄ -ban In
i pályája a két találkozás között

x̄ = V t̄ (t̄1 < t̄ < t̄2), (B2)11



ahol t̄1 és t̄2 a két találkozás id®pontja. A vonat visszafordulása t̄ = 0-ban tör-ténik, az els® találkozás helye pedig x̄ = 0. Az Alszeg-Felszeg távolság Lorentz-kontrak
ióját �gyelembe vévē
t1 = −

L

V

√

1− V 2/c2.Az In
i óráján a pályájának els® szakaszán eltelt sajátid® tehát
∆1τI = |t̄1|

√

1− V 2/c2 =
L

V
(1− V 2/c2). (B3)A t̄ = 0 pillanatban In
i már V |t̄1| távolságra van Fran
itól, aki ebbena pillanatban U sebességgel indul utána és a t̄2 pillanatban éri utól. Ezt azid®pontot a

V (t̄2 − t̄1) = Ut̄2egyenletb®l lehet meghatározni. Azt találjuk, hogy
t̄2 = V

−t̄1
U − V

=
L

V

1 + V 2/c2
√

1− V 2/c2
. (B4)A ∆2τI számításához át kell térnünk az x, t koordinátákra, mert a t > 0tartományban ezek már nem azonosak az x̄, t̄ koordinátákkal. In
i pályájánakmásodik szakaszát úgy kapjuk meg, hogy (A3)-t behelyettesítjük (B2)-be. Apályára az x = vt képletet kapjuk, amelyben 6

v = −V
1 + V 2/c2

1− V 2/c2
. (B5)A t2 az (A3) és a (B4) alapján a következ®:

t2 = t̄2

√

1− U2/c2 =
L

V

√

1− V 2/c2. (B6)Az U és a v ismeretében kiszámíthatjuk a (7)-ben szerepl® négyzetgyököskifejezést:
√

(

1−
Uv

c2

)2

− v2/c2 =
1 + V 2/c2
√

1− V 2/c2
.6Ez a képlet így is megkapható: In
i t-ben és t̄-ben kifejezett sebessége

dx

dt
= v, és dx

dt̄
= −V.A v-t ki kell fejeznünk V -n keresztül. Írjuk fel ezért (5)-öt

dt

dt̄
= 1 +

U

c2

dx

dt̄
= 1−

UV

c2alakban. Így
v =

dx

dt
=

dx

dt̄
:
dt

dt̄
= −V

1

1−
UV

c2

.Ha a nevez®ben U -t kifejezzük V -n keresztül, valóban a (B5) képletet kapjuk. (Ez a lábjegyzeta Szemle 
ikkben nem szerepel.) 12



Ennek és (B6)-nak a szorzata adja (7) jobboldalát.Számítsuk ki végül a vonat nyugalmi rendszerében a Fran
i óráján elteltid®t is. Fran
i végig nyugalomban van a vonat elején, ezért a sajátidejének amegváltozása megegyezik a koordinátaidejének a megváltozásával:
∆τF = |t̄1|+ t2 =

2L
√

1− V 2/c2

Va (6)-tal összhangban.
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