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1.1 A mozgas leirasa Descartes-koordinatakkal.

A kurzus els6 részében tomegpontokbdl allé rendszerekkel foglalkozunk. Témegpont-
nak az olyan testet nevezziik, amelynek belsé struktarajatédl az adott feladat szem-
pontjabdl eltekinthetiink, és kielégitéen jellemezhetjik hdrom helykoordindtaval. A
helykoordinatak jellege — a dimenzidjukat is beleértve —, fiigg a koordindtarend-
szer tipusatél. Az elsé néhdny fejezetben csak Descartes-koordinatakkal dolgozunk,
amelyeket kiilonb6z6 mdédokon jelolhetiink:

1 témegpont esetén T,Y, 2 vagy T1,22,T3

n tomegpontnal Tas Yo, Za vagy mga) )

de lehet masképpen is. Itt « = 1,...n (n a tomegpontok szdma), i a koordindtatengely
jele (térbeli mozgasnal 1,2, 3, sikbelinél 1, 2).

A Descartes-koordinatak kifejezése hengerkoordinatdkon és sikbeli polar-koordi-
natakon keresztiil

T =pcosy Y= psinp, (1)

gdémbi koordinatakon keresztiil pedig
x=rsinfcosp y=rsinfsing z=rcosé. (2)

A szabadsagi fokok szdma f a fiiggetlen koordinatak szaméval egyenld.
A tomegpont trajektoridja térben a mozgést leiré harom

r=ft) y=gt) z=h)

fiiggvény (képe) (sikban, egyenesen a fiiggvények szdma 2, ill. 1).

1.Feladat: Irjuk fel az egyenletes egyenesvonalti mozgds trajektoriajat.

Megoldas:

r=pt+a y=qt+b z=st+c

a,b,c,p,q,s konstansok!.de

2.Feladat: Ugyanez, amikor a mozgas az x tengely mentén torténik. abrizoljuk
a trajektériat az xt sikon.de

3.Feladat: Hatarozzuk meg a trajektériat R sugari koron egyenletes sebességgel
mozgd tomegpontra.

Megoldas: Ha t = 0-ban a test irdnya « szoget zar be az z-tengellyel, akkor
x =R - cos(wt + a) y = R-sin(wt + o).

4.Feladat: Ugyanaz R sugart gémb f6korén mozgd témegpontra.

LA & a feladat végét jelzi.



Megoldas: A f6kor hajlasszoge az xy-sikhoz képest legyen €, és t = 0-ban a test
legyen az z-tengelyen. Akkor

r=R-coswt y=R-cose-sinwt z= R-sine-sinwt.

Megjegyzés: A gombfeliileten végzett tehetetlenségi mozgds mindig fékér mentén
torténik. Errdl a kdvetkez6 médon gyozhetjiik meg magunkat. Legyen a test az adott
pillanatban a géombfelillet P pontjaban. Az or helyzetvektor és a v sebességvektor
kijel6l egy meghatarozott sikot, amely athalad az origbn, és a gdombot egy fokorben
metszi. A mozgés e fOkor mentén megy végbe. Ha nem igy torténne, és a tomegpont
elhagyna a fokort, akkor a két félgdmb koziil, amelyeket a szdébanforgd f6koér hatéarol,
az egyikre keriilne. De a két félgomb tokéletesen egyenértékii, nincs egyik sem kitiin-
tetve a masikhoz képest. Ezért a test végig a kezdGhelyzet és a kezdGsebesség altal
kijelolt f6kérén mozog.

Egészitsiik ki a gondolatmenetet egy észrevétellel. Vegyiik fel a Descartes-koordi-
natarendszert gy, hogy az xy sik essen egybe a kezdbéhelyzet altal kijelolt fokorrel.
Akkor a z-tengely a két félgomb koziil az egyik felé mutat, és ez latszélag kitliinteti
az egyik félgémbot a masikhoz képest. A jobb- és a balsodrasi koordindtarendszer
azonban pont abban kiilonb6zik egymastol, hogy z-tengelyiik melyik félgémb felé mu-
tat, és egyik sincs kitiintetve a masikhoz képest. Ezért ez az észrevétel sem alkalmas
arra, hogy a sik két oldala koziil az egyiket kitlintetettnek tekinthessiik a mésikhoz
képest.de

5.Feladat: Témegpont az x-tengely mentén harmonikus rezgémozgast végez az
origéhoz képest. Hatarozzuk meg a trajektériat és abrazoljuk az =t sikon.

Megoldés: x = A cos(wt + 0).

&

A tomegpont pdlydja azon pontok mértani helye, amelyeken a mozgés sordn atha-
lad.

6.Feladat: allapitsuk meg a palyat az eddigi feladatokban.d



Ugyanaz a pélya kiillonb6z6 trajektéridkhoz is tartozhat, mert a test kiilonféle
“idObeosztassal” futhat végig rajta.

7.Feladat: Adjunk meg kiilonféle trajektéridkat, amelyekhez ugyanaz a koérpalya
tartozik az xy sikon.de

A tomegpont sebessége az a vektor, amelynek komponensei a trajektoria idé szer-
inti els6 derivaltjai:

GO dg(t) dnlt) > , (3)

T=7= (& ¢, 2) =
( Y y’ ) < dt ) dt Y dt
A sebességvektor irdnya megegyezik a palya érintdjének az irdnyaval.

A tomegpont gyorsuldsa az a vektor, amelynek komponensei a trajektéria idd
szerinti masodik derivaltjai:

(4)

a=r=(i i )=

(210, L) 20 )

a2 7 de? 7 di?
8.Feladat: Mi a sebesség és a gyorsulds az 1. és a 3. feladatban?
Megoldas: Az 1.feladatban

Up =P =Vozr Uy =¢="Vyy UVz=35=7Upg-

A kezdeti értéket null-indexszel kiillonboztetjitk meg (igy a = zo, b = yo, ¢ = 20).
A 3.feladatban az egyszeriiség kedvéért legyen o = 0. Akkor

= (—Rwsinwt, Rw coswt)

ST}

= (—Rw?coswt, —Rw?sinwt)

Az |@| = a = Rw? neve: centripetélis gyorsulds. @ | ¥, mert (a@- ) skalarszorzatuk
zérus.
Megjegyzés: két tetszdleges vektorra

-,

(@-b) = azby + ayby + azb, = abcosy

ahol v a vektorok altal bezart szog.

1.2 A Newton-egyenletek.

A Newton-egyenletek a tomegpontok egy-egy koordinatajanak masodik idébeli de-
rivaltjat fejezik ki az 6sszes koordinata, az Gsszes sebesség-komponens, valamint az
id6 fiiggvényében (az aldbb kovetkez6 dltaldnos képletekben a sebességektél vals fiig-
gést a képletek roviditése érdekében nem tintetjik fel). A Newton-egyenletek kézon-
séges differencidl-egyenlet rendszert alkotnak, amelynek ismeretlenei a témegpontok



trajektoridit meghatarozé idéfiiggvények. Az ilyen tipusu feladatok a matematika
legnehezebb feladatai kozé tartoznak, a megoldasukra nem 1étezik dltalanos modszer.
Egyetlen tomegpont Newton-egyenletei a kovetkezdk:

mi = Fz(m,y,z,t) = X(:E,y,z,t)
mij = Fy(mayazat) = Y(Zayazat)
mzZ = F.(z,y,2,1t) = Z(z,y,z,1).

Két tomegpontnal az egyenletrendszer hat egyenletb6l all:

mli'l = Xl(mlaylazlax27y2az2at)
miji = Yi(x1,y1, 21, T2, Y2, 22, 1)
miZ = Zi(x1,y1, 21, %2, Y2, 22, 1)
moks = Xo(x1,Y1,21,%2,Y2, 22, 1)
m2y2 = }é(xlaylazlax%y%'z%t)
maoZy = Za(x1,y1, 21, T2, Y2, 22, 1)
altalanos eset:
maiz(-a) = Xi(a)(x,t),
ahol x = (xgl), xgn)) a koordindtdk 6sszeségét jelenti.

A Newton-egyenletek dltaldnos megolddsdn a rendszert alkoté tomegpontok olyan
trajektoridit értjiik, amelyek eleget tesznek a kovetkezo két feltételnek:

1) Ha behelyettesitjiik ket az egyenletekbe, azonossdgokat kapunk (azaz kielégitik
az egyenleteket);

2) osszeségiikben 2 f darab onkényesen vdlaszthatd konstansot tartalmaznak.

A konstansok célszerii valasztasaval allithatjuk be a kivant kezd6feltételeket. Ha
csak 1) teljesiil a megoldést partikuldrisnak nevezziik. Ha csak megolddst mondunk,
rendszerint az altalanos megoldast értjiik rajta.

9.Feladat: Irjuk fel a szabad tomegpont(ok) mozgdsegyenletét és megoldasit.de
10.Feladat: Ugyanaz egyetlen tomegpontra homogén graviticiés térben.

Megoldas:
mi=0 my=0 mzZ=—mg
1
T =vozt + o Yr=voyt+yo 2= f§gt2 + vo.t + 2p.

Valasszuk meg a konstansokat agy, hogy a megoldés fiigg6leges hajitast irjon le.
Diszkutéljuk a mozgast?.d

2A tovabbiakban ezt a kérdést minden feladatba automatikusan beleértjiik.



11.Feladat: Az elézé feladatban vegyiik figyelembe a légellenallast (tekintsiik a
sebességgel ardnyosnak).

Megoldas:
mi=—-At mj=-\y mZ=—mg— M\
_ MYz . —Xt/m
T = \ (1 e ) + Zo
y = m;}\o;, (1 76—)\t/m) + o
2
_ (mvoy  m7g —At/m mg
z = ( h\ Jrv)(le / )7Tt+20.

Megjegyzés: A —> 0-ndl ez a megoldas atmegy a 10.feladat megolddsaba. A z

esetében pl. az
1 2
e Atm Ay L (i) 2 + o(\%)
m 2 \m

kifejtés behelyettesitése utan a A eltlinik a nevezébdl, és a A — 0 hataratmenet
végrehajthatd.de

12.Feladat: Harom dimenziéban az origé felé mutaté rugalmas erd hat (izotrdép
harmonikus oszcilldtor). Irjuk fel a mozgdsegyenleteket és megoldasukat.

Megoldas:
mi=—Dx mij=—-Dy mi=-—-Dz

x = A-cos(wt+ )
B - cos(wt + )
z = C-cos(wt+7)

ahol w = y/D/m. A sebesség és a gyorsulds innen differencidlassal kaphato.

A pélya mindig egy sikban fekszik (a bizonyitds a 4.feladathoz hasonlé gondo-
latmenettel torténik). Valasszuk a koordindtarendszert gy, hogy a pélyasik a z = 0
sik legyen (ez egyenértékii az C' = 0 valasztassal). A maradék négy konstans kiilonféle
megvalasztdsaval kaphatunk egyenesszakaszt (o = ), ellipszist, amelynek f6tengelyei
az x, y tengelyekkel parhuzamosak (o — f = 7/2), vagy kort (ha még A = B is
teljestil).do

kK ok

Megjegyzés: Az aldbbi fontos diff.egyenlet

a2 f
W+Hf:0



altalanos megoldasanal két esetet kell megkiilénboztetni:
1) k =w? > 0:
A - cos(wt + )

f= A. - coswt + B -sinwt (5)

A+eiwt + A,e*iwt.
2) k= —w? <0
A - cosh(wt + «)
f=<{ A.-coshwt+ B-sinhwt (6)

ApeWl 4 A =Wt

koK ok

13.Feladat: Térben két témegpont mozog, kézottiik rugalmas eré hat. Irjuk fel
a mozgasegyenletet és az altaldnos megoldast.

Megoldas:
mit, = —D - (Il — IQ) Molo = +D - ($1 — $2)
migr = —D - (y1 — y2) mafa = +D - (y1 — y2)
miZ = —D - (21 — 22) maoZe = +D - (21 — 22)
xp = &A~cos(wt+a)+pt+a
mi + ma
mi
xg = ———A-cos(wt+a)+pt+a
mi + ma
mao
yp = ———DB-cos(wt+pB)+qt+b
mi +m2
my
yp = —————B-cos(wt+pB)+qt+b
mi + meo
z1 = &C~cos(wt+’y)+st+c
mi + ma
mi
29 = ———C-cos(wt+7y)+st+c
mi + ma
ahol

D mimso
w:”— w=———.
u mi + mo

A p neve: redukalt tomeg.



14.Feladat: Témegpont sikban vagy térben olyan centralis vonzéers hatasa alatt
mozog, amely forditva aranyos az origdtol mért tavolsag négyzetével. Irjuk fel a
mozgasegyenleteket.

Megoldas: A Newton-egyenletek sikban

. T
MET T 2 g2)a
o y
mij =

T @ g2)3

azaz
. (R
mr = —-v @ T 2 r,
térben pedig
. T
mr. = = (22 + 12 +22)3/2
L y
my = v ($2 +y2 +22)3/2
. z
T T G 2 22)3
azaz
. 1
mr = — -

7
(22 + 2 + 22)3/2
Az eré itt kiilsé, mert forrdsa az origéban rogzitett pontszeri test. Ez a felfogas
akkor jogos, ha a forrds My tomege sokkal nagyobb m-nél.de

15.Feladat: Ugyanebben a centralis erétérben két témegpont mozog, amelyek
rugalmas erével hatnak koleson. Irjuk fel a mozgasegyenleteket.

Megoldas:

1 -
i
1
@3+ 3+ 3P

mim = —- D (" —7s)

mir, = —7v- T+ D - (F —T2)

16.Feladat: Témegpont mozog térben két erd hatdsa alatt. Az egyik az O pont
felé irdnyuld gravitdcids vonzés, a mésik az O’ pont felé irdnyulé harmonikus erd
(|O0'| = a). Irjuk fel a mozgéasegyenleteket.



Megoldés: Az O legyen az origd, az O’ pedig a (0, 0, a) koordindtdju pont. Akkor

. vy-x D
mr = _($2 + y2 +22)3/2 - DT
L 7Y B
my = (22 + y2 + 22)3/2 Dy
mi = - 7z —D(z—a)

(1’2+y2+22)3/2

17.Feladat: Ponttsltés mozog homogén magneses térben. Irjuk fel a mozgas-
egyenletet és az altalanos megoldast.

Megoldds: A ponttoltés nagysdga legyen ¢g. A koordindta rendszer z-tengelyét
valasszuk a térrel parhuzamosnak: B = (0, 0, B). A mozgdsegyenletek:

mi = q(Ux é)a =qyB
mij = q(vx B)y = —qiB (7)
mz = 0.
A megoldas:
x = Rcos(wt+ a)+ o B
y = —Rsin(wt+a)+yo w=22 (8)
m
z = wvgst+ 2o

A pélya zy-vetiilete R-sugaru kor, az xg, yo integracios konstansok a kor kézép-
pontjanak koordindtai (nem kezdeti értékek)db.

Megjegyzés: (@ x b) a két vektor vektorszorzata, amelynek aldbbi tulajdonsigai
elegenddk a vektorszorzat kiszamitasahoz:

(@xb) = —(bxa)
(a@ xb) = @ xb)
(@G+bxd) = (@x&)+(bxa),

és ha a, 5, ¢ harom egymasra merdleges egységvektor, amelyek jobbrendszert alkot-

-,

nak, akkor (@ x b) = C.
18.Feladat: Az el6z6 feladatot egészitsiik ki homogén elektromos mezével.

Megoldas: A koordinatarendszert vdlasszuk ugy, hogy az elektromos mez6 az yz-
sikkal legyen parhuzamos: E = (0, E,, E,). Akkor

mi = q(ﬁx E)x:qu
myj = q(x é)y+qE = —qiB+qE,
mz = qF,.

10



A megoldas:

x = Rcos(wt—i—a)—i—xo—i—%it
y = —Rsin(wt+a)+yo wzﬁ_
m
E
z = q—zt2+v0Zt+zo.
2m

Vegyiik észre, hogy a ponttoltés E, /B atlagsebességgel "sodrédik” (drift) a terekre
mer6leges irdnyba.éde

1.3 A Newton-egyenletek érvényességének rejtett feltételei.

Ezek a feltételek a kovetkezok:

a) A Descartes-rendszernek, amihez a testeket viszonyitjuk, inerciarendszernek
kell lennie.

b) Az éraknak, amiken az id6pontokat leolvassuk, az inerciaidét kell mutatniuk.

¢) Az egyenletek jobboldala csak akkor kiilonbozhet nullédtél, ha rd tudunk mutatni
azokra az objektumokra, amelyek az erdhatds forrdsai: izoldlt (maginyos) tomegpont-
nal a jobboldalon nulldnak kell allnia.

Itt harom fogalmat vezettiink be (az inerciarendszert és az inerciaidét, valamint
az erdt). Els6 latdsra az volna egyediil elfogadhat6, ha elébb ezeket definidlndnk,
és csak ezutdn, e definicidk birtokdban vezetnénk be a Newton-egyenleteket. Az a)
szerint példaul a Newton-egyenletek csak inerciarendszerben érvényesek, ezért el6bb
meg kellene mondani, mi az, hogy inerciarendszer, és ennek ismeretében a Newton-
egyenletek bevezetését tigy kellene elkezdeni, hogy "vegylink egy inerciarendszert...".
Teljesen hasonlé a helyzet az inerciaidével és az erGvel is.

Valéjaban ez a kovetelmény nem valdsithaté meg, mert az inerciarendszernek, az
inerciaiddnek és az erének csak a Newton-egyenletekkel dsszefiiggésben van hatdrozott
jelentése, amely ezek szerint csak a Newton-egyenletek posztulalasaval parhuzamosan
adhato meg. E harom fogalom tehat a Newton-egyenletekkel egyiitt egy olyan komplex
fogalmat alkot, amelyen belill mindegyik elem magyarazatanal fel kell hasznalni a
méasik harmat. Csak a komplex fogalmat lehet értelmezni, az elemeit kiilon-kiiloén
nem.

abréazolas rajzban:

Inerciarendszer

/ Newton-egyenlet

Inerciaidg Erg

11



Vizsgaljuk meg részletesebben a harom fogalmat kiilon-kiilon:

1) Inerciarendszernek azokat a vonatkoztatdsi rendszereket nevezziik, amelyekben
a Newton-egyenletek érvényesek.

Ezekben a rendszerekben érvényes a tehetetlenség torvénye: az izoldlt tomeg-
pont megtartja nyugalmi dllapotdt vagy egyenletes egyenesvonali mozgéséat. (Pont-
rendszernél a kijelentés a tomegkozéppont mozgasara vonatkozik, ld. aldabb az er6
diszkussziéjat.) Nyilvanvald, hogy ez a torvény nem teljesiil tetszdleges mozgasal-
lapotd koordindtarendszerben, és ezért alkalmas az inerciarendszerek kivdlasztasara.

A tehetetlenség torvényének indokldsa: Az a) szerint inerciarendszerben a Newton-
egyenletek érvényesek, a c¢) szerint izolalt tomegpontra nem hat eré. Igy ekkor

mi& =my =mz =0,

amelynek altaldnos megoldasa — mint mar lattuk — egyenletes egyenesvonali mozgast
ir le, tehat a tehetetlenség torvénye valéban teljesiil. A mozgés egyenletességének a
megallapitdsahoz azonban szitkséges, hogy érank az inerciaid6t mérje (a nyugalmi
allapot megtartdsarél azonban enélkiil is meg lehet bizonyosodni).

Ha K inerciarendszer, a hozzéd képest egyenletes egyenesvonalii mozgast végzo
rendszerek is azok.

Az olyan rendszert, amely nem inerciarendszer, gyorsulonak nevezzik.

Megjegyzés: A koordindtarendszerek csak a képzeletiinkben léteznek, csak azok a
testek valésdgosak, amelyekhez a koordinatarendszert gondolatban hozzarendeljik. A
koordinatarendszer mozgasallapota ezeknek a testeknek a mozgasiallapotaval egyezik
meg. Ha csak ezekre a testekre gondolunk koordinatatengelyek nélkiil, a "vonatkoz-
tatasi rendszer" kifejezést haszndlhatjuk.

2) Inerciaiddt azok az érék mutatnak, amelyekhez viszonyitva a Newton-egyenletek
igazak.

Valasszunk egy olyan dinamikai rendszert, amelyben a hatderéket nagyon jol is-
merjiik, vagyis a Newton-egyenleteket pontosnak tekinthetjiik. Legyiink inerciarend-
szerben. Oldjuk meg az egyenleteket és ellenérizziik (valamelyik) kisérleti kovetkezménytiket.
Ehhez 6ra is kell. Ha azt talaljuk, hogy a mozgas pontosan a megoldasnak megfelel6en
megy véghe, akkor az érank az inerciaid6t mutatja. Ha eltérést talalunk, az érat ennek
alapjan atkalibralhatjuk inerciaidére. Amennyiben a véalasztott mozgas periédikus,
6nmaga szolgalhat olyan éraként, amely az inerciaid6t jelzi.

A gyakorlati idémérésnél ezek a kovetelmények csak kozelitéen teljesiilnek. Egy
idealis ingadrat pontosnak tekintiink, noha nem inerciarendszerben nyugszik és a
kornyezeti hatasokat sem ismerjiik pontosan. A csillagaszatban hossza idéskalan van
sziikség az inerciaid6 minél pontosabb ismeretére, ezért a foldi érak kalibralasat a Nap-
rendszer mozgésa alapjan végzik. A Naprendszer valoban izoldltnak tekinthetd és a
benne haté graviticiés erétorvény minden jel szerint igen pontos. Azt az idéritmust,
amit ezzel a mddszerrel kapnak, és amely minden valdszintiség szerint az inerciaid6
ritmusa, efemerisz idének nevezik.
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3)Az erd:

Ha inerciarendszerben és inerciaidé hasznédlata mellett a tomegpont nem végez
egyenletes egyenesvonalil mozgast, akkor nem lehet izolalt, és valamilyen objektum
erével hat ra. Ez az objektum az er6hatas forréasa.

Matematikailag ez a szitudcié abban jut kifejezésre, hogy az egyenletek jobboldalara
valamilyen zérustol kiilonboz6 kifejezés keriil, amely egyenletekben az er6hatast reprezen-
talja. Ezt a matematikai kifejezést nevezzik eronek. Mint latjuk, az eréhatds és az erd
fogalmat megkiilonboztetjik egymdstol: az er6 az érzékeinkre hatd er6hatas matem-
atikai megjelenési formaja a Newton-egyenletben. Hallgatdolagosan ezt a terminologiat
hasznaljuk, amikor a Newton-egyenletet ezekkel a szavakkal olvassuk el: "tomegszer
gyorsulas egyenld erd”.

Az erd fuggvényalakjat — a fiiggetlen valtozék a koordindték, a sebességek és az
id6 —, erdtorvénynek nevezzik.

Ha az er forrdsa nem tartozik a rendszerhez (nincs 6néll6 szabadsigi foka), akkor
az er0t kiilsé erdnek, ellenkezo esetben belsd erének nevezziik. Ha a rendszer egyetlen
tomegpontot tartalmaz, csak kiils6 er6 hathat ra.

Az erd altalanos tulajdonsagait az alabbi 6t pontban foglalhatjuk Gssze:

A) Megtalalhat6 az az objektum, amely az eréhatés forrésa.

B) Létezik meghatdrozott er6torvény (bar esetleg nem ismerjiik), amely a Newton-
egyenletekben reprezentalja az erOhatast.

C) Az er§ vektormennyiség (mivel a gyorsulds az):

mi = F; )
myj = F, ;= mir=F.
mz = F,

D) érvényes a hatds-ellenhatés torvénye: Ha az erd forrdsa F erével hat a tomeg-
pontra, akkor a tdmegpont —F erbvel hat a forrasra. Ez az elv kiilsé és belsé erékre
egyarant érvényes.

E) Ha tobb kiilonb6z6 forrasbol szarmazé erd hat egy testre, hatasuk vektoridlisan
ad6dik ossze. Ez nem kovetkezik automatikusan C)-bél, mert még azt is jelenti, hogy
egy ertforrdas hatasat nem valtoztatja meg, ha ugyanarra a tomegpontra mas erd is
hat. A forrdsok egymdsrahatdsa azonban természetesen megvaltoztathatja maguknak
a forrdsoknak a szerkezetét és ezen keresztiil az altaluk kifejtett er6hatast.

Megjegyzések:

a) Mondottuk, hogy izolalt pontrendszernél a tehetetlenség torvénye a témegkozép-
pontra vonatkozik. A D) alapjén ez igy igazolhat6 (két test példdjan):

A Newton-egyenletek:

miT1 = Foy1 mara = Fio
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ahol F;—Hj az i-ik test mint forras altal a j-ikre haté eré. A D) szerint
F,;+F;; =0,

ezért ha a két egyenletet 6sszeadjuk, a

d2
@(mlfl —+ m27_"2) =0

egyenléségre jutunk. Ez valéban azt fejezi ki, hogy az R tomegkozéppont gyorsuldsa

nulla, ugyanis
B m1T1 + maTs
my + me

B) Ha egy tomegpontra két vagy tobb erd hat, ezek kiolthatjék egymadst. Ilyenkor
a tomegpontra nem hat er6, noha mindegyik forras eré6hatéast gyakorol a tomegpontra.
Az erdkifejtés onmagaban tehat nem jar sziikségképpen egytitt gyorsuldssal.

v) Az er$” kifejezést szokds haszndlni olyan esetekben is, amikor a felsorolt 6t tu-
lajdonsag koziil bizonyosak nem teljesiilnek. Mint még sz6 lesz réla, az inerciaerdk (pl.
a centrifugélis eré) nem tesznek eleget az A) tulajdonsdgnak (és ennek kévetkeztében
a D)-nek sem). Az ilyen erdket fiktiv eréknek nevezziik, szemben a wvalddi erdkkel,
amelyeknek meghatarozott fizikai objektumok a forrasai. Fiktiv erék akkor 1épnek
fol a mozgasegyenletben, amikor az eredetileg csak valédi eréket tartalmazé Newton-
egyenletet valamilyen matematikai dtalakitdsnak vetjiik ald (példdul inerciarendsz-
errél gyorsulé rendszerre tériink at). Szigortian véve tehdt az ilyen dttranszformélt
Newton-egyenleteket a fiktiv erdk jelenléte miatt mar nem is nevezhetnénk Newton-
egyenletnek. Ennyire persze nem kell szorszdlhasogatonak lenni, de néha, amikor a
megkiilonboztetés valamilyen okbdl 1ényeges, a fiktiv erdket is tartalmazé transzfor-
malt Newton-egyenletet nem Newton-egyenletnek, hanem mozgasegyenletnek fogjuk
hivni.

0) A Newton-egyenletek, valamint az inerciarendszer, az inerciaidé és az er§ hasznalata
soran bizonyara sok olyan hallgatolagos el6feltevést hasznalunk éntudatlanul, ame-
lyekrdl nem esett sz6. Ez egyébként minden fogalom esetében igy van. Céltalan,
és alighanem lehetetlen lenne ezeket mind felderiteni: Az egyenletek megtanuldsa és
gyakorldsa sordn a készséggel egyiitt automatikusan sajatitjuk el 6ket.

1.4 A tomeg

A newtoni felfogas szerint a tomeg a testre jellemz6 paraméter, amely a mozgéasegyen-
letben a gyorsuldst szorozza és értéke fiiggetlen attél, hogy milyen erd hat a testre. Az
egyenletben elfoglalt helye alapjan a tomeg a "tehetetlenség mértéke": két test koziil
az all ellen jobban egy adott erd gyorsité hatdsanak, amelynek nagyobb a tomege.

A tomeg azonban az egyenlet jobboldaldn is megjelenik a gravitdciés erétorvény-
ben.
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allitsuk parhuzamba a Fold felszinén 1évé homogén gravitdciés mezoben lefolyd
mozgast a ponttoltés sikkondenzatorbeli mozgasaval, amikor a mozgasegyenlet mz =

—qF (E = (0, 0, fE)) A “gravitdcids térerésség” az FE analogonja, jeloljiik tehat
Eg—vel, a q elektromos toltéssel analég “gravitacios toltést” pedig g,-vel. A graviticids

mozgésegyenlet ekkor mz = —qqE,.
Tapasztalatilag azonban azt talaljuk, hogy a gravitdcios gyorsulds — a kondenza-
torban fellépd gyorsuldssal ellentétben —, univerzdlis, minden testre g = 9,81m/s?-el

egyenld. A mozgasegyenlet csak akkor adja ezt az eredményt, ha a testek “grav-
itacios toltése” szigortan ardnyos a tomegiikkel: g, = k - m, ahol £ univerzalis al-
land6. Ezt bedllithatjuk 1-nek tgy, hogy egy kivalasztott standard test g,-jét a
tomegével vessziik egyenlének és igy rogzitjik a “gravitdciés toltés” egységét. De
akkor — a gravitdcids gyorsulds univerzalitdsa kovetkeztében — minden test gg4-je
megegyezik a tomegével, és a mozgisegyenlet alapjan E, egyenlévé valik g-vel. Ezt
az egységvalasztast feltételezve szokas gq-t graviticids toltés helyett siulyos tomegnek
nevezni, és a graviticiés gyorsulas univerzalitasat gy fogalmazni, hogy minden test
stlyos tomege megegyezik m tehetetlen témegével, amely a Newton-egyenletben a gy-
orsulést szorozza.

A newtoni mechanikdban nincs magyarazat arra, miért teljestil hihetetlen pon-
tossaggal ez az egyenléség, amelynek mindmaig egyik legpontosabb igazolasa E6tvos
Lorand nevéhez fliz6dik. Einstein altalanos relativitds-elméletében azonban a grav-
itdciénak olyan targyaldsat adta meg, amely empirikusan a newtoninal pontosabb, és
a struktiraja olyan, hogy benne egyetlen témeg 1ép csak fel, amely a gyorsulas szorzé-
jaként a tehetetlen tomeg, az er6torvényben pedig a stlyos tomeg szerepét jatssza, és
ilymédon a két tomeg killonbozéségének a lehetésége £l sem meriil®.

A newtoni mechanikaban a gyorsulast szorz tomegnek csak a Newton-egyenletekkel
Osszefliggésben van értelme — hiszen ez a mennyiség definicié szerint az a tomegpon-
tot jellemz& paraméter, amely az egyenletben a gyorsuldst szorozza —, és ezért a
(9) diagrammon lenne a helye. Az altaldnos relativitds elmélet szerint azonban ez
a paraméter lényegében megegyezik a test silydval (a rugés mérleg rugéjdnak meg-
nyulasaval), és ebben az értelemben fiiggetlen a Newton-egyenletektsl. Ezért targyal-
tuk kiilon fejezetben.

1.5 Az er6 komponensei altalanos koordinatakban

Alapelv: a feladat szimmetridjahoz simul6 koordinatarendszer alkalmazasa megkony-
nyiti az egyenletek diszkussziéjat és megoldasat. Meg kell tehat tanulnunk a Newton-
egyenleteket Descartes-koordindtdkrol dltalanos koordindtdkra atirni (dttranszformal-
ni). A tovdbbiakban csak henger- (sikbeli poldr-) és térbeli gémbi koordinatakat
fogunk hasznalni (a Descartes-koordindtakon kiviil), ezért ezeknek a targyaldsara ko-
rldtoz6dunk. Ebben a fejezetben csak az erd (a jobboldal) dtalakitdsardl lesz szo, a
baloldal (a gyorsulds) transzformécidjat néhany fejezettel kés6bb targyaljuk.

3A kérdésre a gyorsulé vonatkoztatési rendszerek targyaldsanal réviden visszatériink.
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Példa: Sikbeli mozgés, az erd centralis, 1/p?-ként fiigg az origdtél mért téavolsaggal.
A Descartes-komponensek:

P T - cos ¢
e T TV @ T T2
Y sin ¢

F, = 77.(x2+y2)3/2:77. 02

Itt a Descartes-komponenseket irtuk fel a polarkoordinatdk fiiggvényeként, de cél-
szeriibb a komponenseket a koordinatarendszerhez simulé lokdlis bdzisra vonatkoz-
tatni. Ez olyan bazis, amelynek egységvektorai a koordindtavonalak érintéi: a bazis
€4 egységvektora azt a koordinatavonalat érinti, amely mentén csak a ¢ valtozik, és a
q névekedési irdnyaba mutat.

Ha a lokalis bazis ortogonalis, a koordinatarendszert magat is ortogonalisnak
nevezzilkk. A henger-, polar- és a gémbi koordindtarendszer ortogonalis. Mivel azon-
ban goérbevonaluak, a kiilonb6z6 pontokhoz tartozé lokalis bazisok nem parhuzamosak
egymaéssal. Az alabbi rajz a sikbeli polarkoordindtarendszer egyik pontjahoz tartozé
lokalis bazist abrazolja.

y - - - - p=konst
————— ¢ = konst
I PR ‘
T l\/ g
s N
// o
/ - A
I PRAGE R
+ 1
\ ! X
\ /
\ /
\ /
N 7
~ _ 4
Az erd tamadéasi pontja a lokdlis bazis origdja.
A lokélis bazisok transzformécios képletei:
€y = COS@-€y+sing-éy (10)
€, = —sing-é,+cosp-ey
€x = Ccosy-€,—sinp-e
_’;C ) ()0 _,/7 ()0 _fP (11)
€y = SInY-€,+Ccosy-e,
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Az erd komponenseinek transzformacioja az

F = F, @ +F, &=

felbontasok alapjan:

A példaban

(Fy -cosp+ Fy -sinp)é, + (—F; - sing + F, - cosp)é, = F,€, + F,€,

F, = cosp-F,+sinp-F, (12)
F, = —sing-F;+cosp-F,

F, = cosp-F,—sinp-F, (13)
Fy, = singp-F,+cosp-F,

v
Fp==—z  Fo=0,

polarkoordindtdkban tehdt az erd csak az egyik koordinatatdl (p-tdl) fiigg, és csak az
egyik komponense kiilonbozik zérustél. Ez jelentds egyszeriisités.
A fenti képletek hengerkoordindtakra is vonatkoznak. Gémbi koordindtaknal

lglgbl
I

)
Y

oL LN
Il

W

sind - cosp - € +sin?v - sinp - €, + cosv - €,
cost - cosp - €y + cosV -siny - €, —sind - €, (14)
—sing - €, +cosp - €y

sin? - cos - €, 4+ cos¥ - cos - €y —sinp - €,
sin? - sinp - €, 4+ cos? - sinp - €y + cosp - €, (15)
cos¥ - €, —sind - €y

sind - cosp - Fiy +sind -sinp - Fy, + cos - F,
cost-cosp - Fy +cost-sinp - Fy —sind - F, (16)
—sing - F, +cosp - F

sin? - cosp - F. +cosv -cosp - Fyy —sing - F,
sin® - sinp - F. +cos? -sinp - Fy + cosp - F, (17)
cost - F, —sind - Fy

19.Feladat: Irjuk fel az izotr6p harmonikus oszcillitorban haté erét alkalmas ko-

ordinatéakra.
Megoldas:

F.=-Dr Fy=F,=0.&

20.Feladat: Irjuk at az aldbbi vektormezst alkalmas koordinAtakra:

F, =

—y .
— __ F,=—— F.=0.
@ +y?) ' (a2 +y?)

17



Megoldas:
1

F,=- F,=F.=0&
p
21.Feladat: Ugyanaz a feladat a z tengely koriil w szogsebességgel forgd test
sebességmezdjére.
Megoldas:

vy =wp v, =v, =0.
Megjegyzés: A “sebességmezé” kifejezés jelentésének a megallapitasandl abbol kell
kiindulni, hogy egy mez6 mindig a tér pontjaihoz rendel valamilyen mennyiséget.
A sebességmez6 esetében ez a mennyiség a tér minden (z, y, z) pontjdban az a

sebességvektor, amellyel a test azon pontja rendelkezik, amely az adott pillanatban
éppen az (z, y, z) pontban tartézkodik.de

22.Feladat: Ugyanaz arra az erétérre, amellyel egy origéban nyugvé ¢* magneses
toltés* hat egy ¢ elektromos ponttoltésre.

Megoldds: A ponttdltésre az F = ¢ - (U x E) Lorentz-eré hat, amelyben B =
*

4q—2é} = Be,. az origébeli ¢* magneses toltés "Coulomb-tere”. Ezért
wr

F = q{uv, (€ x &) +vg (€9 X &) v, (€, x &)} B.
—— ———

0 -, )

(Kihasznéltuk, hogy az €, €y, €, bazisvektorok jobbsodrast rendszert alkotnak). Igy

*

qq
472

*
(UM

F.=0 Fy= B =
v = 4V 47

v, Fy,=—quyB=—

1.6 Az erdfiiggvény

Vizsgaljunk olyan erét, amely a koordinatédk és az id6 valamilyen U fiiggvényének a
negativ gradiense. Az ilyen erdteret potencidlosnak (vagy gradiens-mezének), az U-t
pedig erdfiigguénynek nevezziik.

Egyetlen tomegpontndl U = U(x, y, z,t) = U(7,t) és

F

= ou ou oU oU
w--%--(% % %)

—(0uU, U, .U) = —0,U - & — 0,U - &, — 8,U - &,

4A miégneses toltések (monopdlusok) megfigyelésére irdnyulé kisérletek mindeddig negativ
eredménnyel zarultak. A problémat az elektrodinamikaban targyaljuk részletesebben.

18



n tomegpontndl U = U(x1, Y1, 21, --&n, Yn, Zn, t) = U(T1, .7, t) és

- oU ou 9oU oU
Fa = -V = %= — |\ 3. v 53 > a8 |~
ViU ore (8ma Yo 8za>

= (80U, 92U, 92U) = 02U - &, — 2V - &, — 92U - &.,

ahol o = 1,2, ...n. Vilagos, hogy U és U + konst ugyanazt az er6t hatdrozza meg.

A gradiensképzésnél ¢ konstansnak tekintendd, és amikor az a-ik témegpont ko-
ordinatai szerint derivalunk, a tObbi tomegpont koordinatéi is konstansok. Ezért
a gradiensvektor geometriai jelentésének a vizsgalatanal korlatozédhatunk egyetlen
témegpont U(x,y, z) tipust erdfiiggvényére.

Azokat a feliileteket, amelyeken U(x, y, z) értéke konstans, szintfeliileteknek nevez-
ziikk. Ha 7= (x, y, 2) és ¥+ drF = (z + dz, y + dy, z + dz) két kozeli pont, akkor

ou ou ou -

dU =U(zx + dx, dy,z+dz) —U(z,y,z) = —dx + —d —dz = (VU - dr).

(¢ +de,y +dy,z+dz) = Ulz,y,2) = - t oWt ( )
Legyen el6szor dr a szintfeliilet érintéje. A két pont ekkor ugyanazon a szintfeliilleten
fekszik, igy dU = 0 és ezért

(VU - dif) = 0.

Ebbdl a képletbél leolvashatd, hogy 6U($, y, z) merdleges az (x, y, z) ponton dthaladé
szintfeliiletre.

Ezutan vélasszuk dr-t a szintfeliiletre merdlegesnek (azaz VU-val parhuzamosnak)
agy, hogy U novekedési irdnyaba mutasson. Ekkor

dU = |VU| - ds,

- d
ahol ds = |d7]. Ez a képlet mutatja, hogy a VU vektor hossza d—U—el, az U ivhosz-
S

szusdg szerinti derivaltjaval egyenld (vagyis az U egységnyi ttra juté megnovekedésével
a szintfeliiletre meréleges irdnyban).

Ennek a geometriai képnek az alapjan kénnyen felirhatjuk a gradiens komponen-
seit az el6z6 fejezetben targyalt lokdlis bazisokban. Legyen €, a bazisvektorok egyike.

S dUu
A VU €, irdnyt komponensének a nagysaga d——val egyenld, ahol ds; a dgq koordiné-
s

takiilonbséghez tartozé tavolsag (ha pl. ¢ = ¢ a hengerkoordinata azimutszoge, akkor

ds, = p-dyp).
Eszerint
- oU 10U ou
VU = a—pep + ;%ew + az €y
(18)
_ W, 1u, 1 ou,
T or " r a9 Y T rsing op ¢
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23.Feladat: Adjuk meg a 19.feladat erdteréhez tartozé erdfiiggvényt, ha van
ilyen.

D
Megoldas: U = 57“2&.
24.Feladat: Ugyanaz a 20.feladatra.
Megoldas: U =—p 0<@ <21 pF#0h.
25.Feladat: Ugyanaz a 14.feladatra
Megoldas: Sikban U = —%, térben U = —%Jo.

26.Feladat: ugyanaz a 15.feladatra.
B Y

1
- D((z1—22)+ (1 —y2)* +
Vit + i+ Vad+ i+ 23

Megoldas: U = — 3

(21 - 22)2)40
27.Feladat: Ugyanaz a 21.feladat sebességmezdjére.

+

Megoldas: Ez a ¥ nem gradiensmez6.

ov; v,
Magyarazat: Ha ¢ gradiensmezd, akkor a 0% = aUJ egyenléség bizonyosan tel-
Zj X
0%U 0*U
jesil, ui. v; = oz, kovetkeztében a 9,0, = Dm0, azonossagra redukalédik. A
Ovy
feladatban azonban Descartes koordindtdkban ¢ = w - (—y, z, 0), ezért % =—w#
Y
0
% = 4w, tehat ez a ¥ nem gradiensmezd.d
x
Tanulsdg: Az F(z,y, z) akkor gradiensmez8, ha
oF, OF, oFr, OF, or, OF,
oy  Ox dz Oy or 0z

28.Feladat: Ugyanaz a 17.feladat eréterére.

Megoldas: Ez az er6tér nem gradiensmezd, mert sebességfiiggd.do

29.Feladat: Hatdrozzuk meg az

d- -
U= ( 377) (d konstans vektor) (19)
r

eréfiiggvényhez tartozé er6torvényt (dipdltér).

Megoldas: Amikor U Descartes-koordinatdkban az i helyzetvektort tartalmazo
skalarszorzatokon keresztiil van kifejezve, a gradienst az 7-szerinti derivaldssal is
képezhetjiik:

ad-7) 4 O - . .
Fo U —gr T pr T sdrr—itd

or 78 rd

(20)
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Felhasznaltuk, hogy

’ o))
3

67": = e

o7 - 7)1/ 1 1
7 or 2(7 - 7)1/2 r

o))

Az er$ tamadasi pontja az 7 helyzetvektor végpontja.
Megjegyzés: Az utébbi képletekkel az elektrosztatikdban taldlkozunk. Ha ugyanis
a (20)-ban elvégezziik a

- 1
d=gq

—

p

4meg

helyettesitést, akkor az F= qE képletre jutunk, amelyben

L 3(p- P — r2p
5o (7 )7 —1r*p
4meqr®
az origéban elhelyezkedd p dipdlnyomatéki pontszerii dipdl elektromos tere.d

1.7 Az energia

Ha egy erétér olyan erdfiiggvénybol szarmaztathatd, amely nem fligg explicite az
ido6tol, konzervativnak nevezziikk. Az elnevezés magyarazata az, hogy ekkor a K+ U =
E 6sszeg — amelyben K a kinetikus energia —, mozgdsallands. Az osszeget (teljes)
energidanak, az U-t pedig az energia kifejezésében jatszott szerepe miatt potencialis
energidnak nevezziik (akkor is, ha explicite is fiigg az id6tdl).

Megjegyzések:

1) Ha egy dinamikai mennyiség csak a benne szereplé koordinatdkon és sebességeken
keresztiil fiigg az id6tdl, akkor implicit iddfiggésrél beszéliink. Az explicit iddfiggés
azt jelenti, hogy az argumentumok koézott szerepel kiilon az id6 is.

2) Mozgdsdllandénak (mozgdsintegralnak) a koordindtdk és a sebességek olyan
fliggvényét nevezziik, amely megtartja dllandé értékét, amikor a koordinatdk és a
sebességek a mozgasegyenleteknek megfelel6en valtoznak.

Az energiatétel igazoldsa (elészor egyetlen kiils6 erdtérben mozgd tomegpontra):

A mozgasegyenletek:

mi = Fm:fg—g
ou

my = F,=—-——
ou

= F,=——.

mz 5
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Szorozzuk az egyenleteket rendre &, g, 2-vel:

L oU dx
mit = ——o——y
mpy = -2 W

Oy dt

o oU dz

miz = -

Adjuk Gssze a harom egyenletet:

Al dE

baloldal = dtQm(I +yc+2%) = o
oUdx 0oUdy 0Udz au  oU
j da] = - ——-2_ -~ _ -~~~ _ - 4+
Jobbolda Jz dt Oy dt 0z dt a e

(Id. a megjegyzést), ahonnan

d dE oU
—(K4+U)=—=—.
dt( +U) dt ot
Amikor tehat U nem fiigg explicite az id6t6l yrie 0 |, E valéban mozgasallandé.

*

Megjegyzés a parcidlis és a teljes id6 szerinti derivalt kiilonbségérdl és kapcso-
latardl:
Legyen f = f(z,y, 2, t).
——dz az f megvaltozasa annak kovetkeztében, hogy x megvaltozik dz-el, mikézben
az Osszes tobbi fiiggetlen valtozo dllandé marad.
ﬁdt az f megvaltozasa dt id6 alatt az dsszes argumentum véaltozasa kovetkeztében.
A kis hatdsok additivitdsa alapjan
df 9ofdr Ofdy O9fdz Of
G "ot Togd Tosd ot

Ezt az egyenletet dt-vel megszorzott alakjaban is hasznaljuk.

*

Az altalanos esetben x, y, z-t T, Yo, 2o-val helyettesitjiik, és természetesen
1, 1,1,

K = ZK‘X = Z 3 Maly + 5 Mada + 5May |-

«@

[e3
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A bizonyitas lépései ugyanazok, mint el6bb.
Az F eré dF elmozduldson
AW = F,dz + Fydy + F.dz = F - d7

munkdt végez a tomegponton (a dW eléjeles mennyiség). Az energiatétel kovetkeztében
ez a munka a kinetikus energiat noveli a potencidlis energia rovasara:

dK = —dU = —8—Uda: — a—Ucly — a—Udz = Fydx + Fydy + F.dz = dW.
Oz oy 0z

30.Feladat: Igazoljuk, hogy a magneses térben mozgd ponttdltés kinetikus en-
ergidja mozgasallando.
Igazolas:
Szorozzuk az
md = e(U X B)
mozgasegyenlet mindkét oldalat skalarisan a sebességgel. A jobboldalon nullat ka-

= d /1 dK
punk, mert (7 x B) L ¥, a baloldalon pedig mav = E(§mv2) = E_t'*

31.Feladat: Irjuk fel a mozgési energiat polar-, henger- és gémbi koordinatakban.

Megoldas: Ha a dt id6 alatt megtett Ut ds, akkor

m (ds\”
K=" (E) .
Ugyanazt a ds elmozdulast a kiilonb6z6 koordinatarendszerekben a kovetkezo képletek
fejezik ki:
ds? = dz® + dy? + dz* = dp® + p?dp® + dz* = dr? + r2dV? + r? sin? 9 - d¢?,

ahonnan

S0+ %)
m

5 (0 +p70%) + 27 (21)

%(7”2 + 29?2 4 r2sin? 9 - O%).%

Mint lattuk, amikor U explicite fiigg az id6t6l, a rendszer energidja nem marad

meg
dE oU

dat - at’
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az energia valtozdsi sebessége az eréfiggvény id6 szerinti parcialis derivaltjaval egyezik
meg.

Az U explicit idéfiiggése kiils6 erdk jelenlétére utal. A bels6 erdket és a hozzdjuk
tartoz6 erdfiiggvényt ugyanis a rendszerhez tartozd testek helyzete (koordinatédja)
hatarozza meg, amelynek valtozasait a mozgasegyenletek szabalyozzak, és ezért nem
fiigghetnek explicite (elére megadott médon) ¢t-t6l. A kiils§ erdk forrdsai azonban
olyan objektumok, amelyek nem tartoznak a rendszerhez, ezért a kiils6 erék idofiig-
gését a rendszer mozgdsatol fiiggetleniil adhatjuk meg. Ha a kiilsé erdk forrdsait is
besoroljuk a rendszerbe (a rendszert nyitottbdl zartta tessziik), az 4j "nagy" rendszer
energidja mar sziikségképpen mozgasallandé lesz. Ez a meggondolds mutatja, hogy
az eredeti nyitott rendszer energidjanak a megvaltozasat a forrdsok energidja fedezi.

Energiatétel: Izolalt (zdrt) rendszer energidja megmarad.

32.Feladat: Lineéaris harmonikus oszcillitor D rugalmas 4llandéja adiabatiku-
san valtozik (pl. hd vagy kémiai folyamatok hatdsdra). Hogyan véltozik a rezgés
energiaja?

Megoldas: Az adiabatikussdg fogalméat akkor haszndljuk, amikor egy rendszer-
ben két egyméstdl nagyon kiilonb6z6 idoskalaju (egy gyors és egy lassi) folyamat
megy végbe, és a gyors folyamat targyaldsandl a lasst valtozastol eltekinthetiink. A
példankban a direkciés konstans valtozasa olyan lassii, hogy hatasa a rezgémozgasra,
amely a "gyors" folyamat, csak nagyon sok periédus utan vehet6 észre, ezért a rezgés
minden pillanatban hatarozott amplitudéval, korfrekvenciaval, periédussal, fazissal
rendelkezik. A harmonikus oszcillator energiaja

m.o D,

EZELL’ +51’,

amelyben a méasodik tag a potencidlis energia, ezért az energia valtozasi sebességét a
de  oU 1dD
—_— = — = —— .7
dt ot 2 dt
. . . . L e . dD
képlet hatirozza meg. Az adiabatikussdg miatt a rezgési periédus alatt D is, — 1is

konstansnak tekinthetd. Ezért az energia egy periédusra atlagolt valtozasi sebességét
a

dE  1dD— 1dD

D Ry

at  2dt " 4dt
képlet adja meg. (Felhasznéltuk, hogy 22 egy peridédusra atlagolt értéke

— 1
22 = A%cos? wt = §A2,

E dE 1
és o dtlagdra meghagytuk a o jelolést.) Mivel E = §DA2, ezért ez a képlet
. E .
E=—D
2D
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alakban is irhat6. Derivalassal meggy6zddhetiink réla, hogy ennek a diff.egyenletnek
a megoldasa

E=C-VD (C =konstans).
Ezzel valaszt kaptunk a kérdésiinkre: E (dtlaga) a direkcids konstans négyzetgyokével

E
ardnyosan valtozik (ha t = 0-ban E = Ey, D = Dy, akkor C' = 0 ).

VDo

Mivel /D = wy/m, ezt az eredményt inkabb az

E

— =inv
w

alakban szoktak felirni, és azt mondjak, hogy az energia és a korfrekvencia hanyadosa
adiabatikus invaridns: a D adiabatikus véltozésakor ez az ardny idében allandé.de
Kérdés: Hémérséklet valtozas kovetkeztében D a négyszeresére né. Hogyan val-
tozik meg az amplitud?
Véalasz: D — 4D, E — 2E, A — (1/V/2)A.&%

1.8 A Newton-egyenletek gorbevonalil koordinatakban

Ebben a fejezetben a Newton-egyenletek baloldaldanak (a gyorsuldsnak) a transzfor-

s sz

Példaként egyetlen témegpont sikbeli mozgasat vizsgaljuk:
mi = F, my = Fy.

Alakitsuk ezeket az egyenleteket gy, hogy a jobboldalon F),, Fi, alljon.

Az atalakitds két 1épésbdl all. Elészor a (12) alapjdn az egyenleteket Gssze kell
adni, miutan sorban cos ¢-vel és sin p-vel, majd pedig — sin p-vel és cos p-vel szoroztuk
Oket:

F,
F,.

m(& cos p + g sin )

m(—& sin ¢ + g cos p)

Maésodik 1épésként az Z-t és az jj-t az
T = pcosy Yy = psinp
kétszeri derivalasaval ki kell fejezni p, p-n keresztiil:

pcosp — 2ppsing — p@sin o — pp? cos @
= psinp 4 2pp cos p + p@ cosp — pp? sin .
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Ezek alapjan kapjuk a keresett mozgasegyenleteket:

mp = F,+mpp?
mpp = F,—2mpp.

Az egyenleteket tigy rendeztiik, hogy hasonlok legyenek a Descartes-koordinatakban
érvényes egyenletekhez annyiban, hogy a baloldalon csak a masodik idéderivaltat
tartalmazo tag alljon, és a jobboldalon kiilon tagként maradjanak meg az F er6 eredeti
komponensei. Ez utébbiak mellett a jobboldalon megjelenik az

Fe = (F;, Fg) = (mp?, —2mpy)

fiktiv erd, amelyet koordindtaerének fogunk nevezni és c-indexszel kiillonboztetiink
meg a valodi er6ktdl. Az F a centrifugdlis, az Fg a Coriolis-erével azonos, mint azt
késébb, a gyorsuld koordinatarendszerek targyaldséanal latni fogjuk (74.feladat).

A koordindtaerd a Descartes-komponensekben felirt mozgasegyenlet baloldalabol
szarmazik, ezért ardnyos annak a testnek a tomegével, amire hat. Ez a tulajdonsag a
fiktiv erék sajatja, és nem jellemz6 a valodi erékre.

Koordinataer6 akkor 1ép fel, amikor Newton-egyenleteket a descartesitol eltérd ko-
ordinatarendszerbe transzformaljuk at. A koordindtaerd funkcidja a szabad mozgés
(13 = 0) targyaldsanal latszik vildgosan. Ekkor a mozgasegyenletek polarkoordindtak-
ban a kévetkezdk:

mp=mpF  mpp = —2mpp. (22)
Ha koordinataerdk nem jelennének meg, és a jobboldalon nulla allna, mint Descartes-
koordinatakban, a megoldasok kozott megtaldlnank példaul a p = konst ¢ = wt
egyenletes kérmozgast annak ellenére, hogy a valédi szabad mozgas egyenletes egye-
nesvonali.

A Descartes-koordinatdakat az tiinteti ki, hogy a koordinatarendszerek kozott ez
simul a tehetetlenség térvényéhez: csak Descartes-koordinatakban igaz, hogy a ko-
ordinatavonalak megegyeznek a tehetetlenségi mozgas palyajaval.

33.Feladat: Irjuk fel a mozgasegyenleteket gombi koordinatakban.
Megoldas:

i m(i — ri)? —rsin®d-¢*) = F,
m(rd —rsind - cosd - gb.Q +2r9) = Fy (23)
m(rsind - ¢ + 2r¢sind + 2rdpcosvd) = Fy,

Megfelel6 atrendezéssel megkaphatjuk a koordinataerd képleteit gombi koordinatdkban.de

Megjegyzés: Az atalakitas masodik 1épésében az els6 két egyenlet baloldalan hisz
tag jelenik meg, amelyek zome kiejti egymast gy, hogy végiil csak harom tag marad.
Gyanithato, hogy létezik a feladat megolddsanak olyan egyszeriibb médja, amelynek
minden lépésében csak a lényeges tagok jelennek meg. Ilyen hatékonyabb és attekint-
hetObb eljaras a Lagrange-médszer.
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1.9 Lagrange-fiiggvény, Lagrange-egyenletek

Az el6z6 fejezetben meggy6zodhettiink réla, hogy a mozgdsegyenletek atirdsa 1j ko-
ordindtédkra bonyolult feladat. A Lagrange-mddszer (egyik) elénye az, hogy ezt az
attérést lényegesen egyszerisiti.

A mébdszer alapja az, hogy nagyon sok esetben a dinamikai rendszer Osszes tulaj-
donsaga 6sszefoglalhato egyetlen fiiggvényben — ez a Lagrange-fiiggvény —, amely a
koordindtak, a sebességek és az id6 fuggvénye. A Lagrange-fliiggvénybdl univerzalis
(tetszOleges koordindtdkban érvényes) eljardssal szarmaztathatok a mozgésegyenletek,
ezért a koordinatatranszformaciékat nem a mozgasegyenletekben, hanem a Lagrange-
fliggvényben célszerli elvégezni, ami igen nagy egyszeriisités.

A koordinatdk természetét az altalanos targyaldsban nem sziikséges specializal-
nunk, ezért dltaldnos koordindtdkkal fogunk dolgozni, amiket g1, qo, ...g,-€l jelolink.
A ¢;-k kozott lehetnek tavolsagok, szogek, stb. tehat a fizikai dimenziéjuk is kiilon-
bozhet. Csak az lényeges, hogy a ¢;-k megadédsa egyértelmiien rogzitse a rendszer
konfigurdcicjdt.

Tegyiik fel most, hogy dinamikai rendszeriinkhéz rendelheté Lagrange-fiiggvény,
amelyet

L= L(q17 "'qTMq.la q’r‘mt) = L(qaqat)

-vel jeloliink. A Lagrange-fliggvény i-k koordindta szerinti Lagrange-derivaltjinak az

d OL 0L

kifejezést nevezziik. Ebben a kifejezésben a koordinatak és a sebességek szerinti par-

d
cidlis derivalassal egyiitt szerepel a T teljes id6 szerinti derivalt is, amelynek a je-

oL
lentését a 7.fejezetben targyaltuk: az L; elsé tagja a % valtozasi sebessége annak
ai
kovetkeztében, hogy benne a koordinatak, a sebességek és az id6 valtozik.
Az L-bol a mozgasegyenletek az

d oL 0L
Li=——=_-22=0 i=1,.n. 24
! dt ﬁql 8qi ( )
szabdly alapjan szamithatok ki. Ezeket az egyenleteket nevezziik Lagrange-egyenletek-
nek.

Hogyan rendelhetiink adott dinamikai rendszerhez Lagrange-fiiggvényt? Ha a
mozgédsegyenleteket (er6ket) mar ismerjiik, az egyetlen szempont az, hogy a Lagrange-
egyenletek egyezzenek meg a mozgasegyenletekkel. Ha a mozgasegyenletek (még) nem
ismeretesek, olyan L-t kell valasztani, amelyhez tartoz6 Lagrange-egyenletek a tapasz-
talattal megegyez6 mozgasokat irnak le.

Az L megvalasztdsat megkonnyitik a kdvetkezé szempontok:

1)Ha van er6figgvény, akkor L = K — U.
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2)Az L nem tartalmazza a sebességek kvadratikusnil magasabb hatvinyait.

3)Fiiggetlen rendszerek Lagrange-fliggvényei 6sszead6dnak.

A kovetkezd fejezetben fogjuk bizonyitani, hogy a Lagrange-egyenleteket a ko-
ordindtak természetétdl fiiggetleniil mindig (24) alapjan kell szdrmaztatni. Fogadjuk
ezt most el, és nézziink példakat, amelyekben kiilonféle dinamikai rendszerek L-jét
kell megtaldlni és le kell beldle szarmaztatni a Lagrange-egyenleteket.

34.Feladat: Egyetlen témegpont szabad mozgasa Descartes-koordindtdkban.
Megoldas:
K=202 442122, U=0,

2
ezért m
L=K= §(¢2+92+22).
Az x-valtozbéhoz tartozo Lagrange-egyenlet a kdvetkezo:
~doL OL 0
Todtoxr O
amelyben
oL N d 0L . oL
— =mz ——— =mi — =
0% dt 0% ’ ox
A keresett Lagrange-egyenlet tehat
ma = 0,

megegyezik a szabad mozgas Newton-egyenletével. Nyilvin ugyanez a helyzet az
L, =0, L, =0 egyenletekkel, tehat az L-t helyesen valasztottuk.d

35.Feladat: Ugyanaz hengerkoordinatédkban.

Amikor csak koordindtarendszert valtoztatunk, az L ugyanaz marad, csak ki kell
fejezni az 1j koordinatdkon keresztiil. Ez torténhet behelyettesitéssel, de egyszeriibb,
ha vessziik a K (21)-b6l mar ismert alakjdt:

m
L=5(p"+p¢" +2%).
Az L, = 0 egyenlet szarmaztatasa:

oL . doL . OL .2
o5 = @gp = M g, = MY

d OL 0L . .2
pzaa—[-)g—a—;):ﬂw—mpw =0.

Az L, =0, L, = 0 egyenletek levezetése hasonlé:

sz——f—:mp2¢+2mp<p:0
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Az els§ két egyenlet azonos (22)-vel, de a Lagrange-moédszerrel torténé szarmaz-
tatas egyszeriibb, mert csak differencidlasokat igényel, nincs sziikség egyenletek Osz-
szekombindldsira.de

36.Feladat: Homogén elektromos térben mozgd ponttoltés.
Megoldés: U = —q(7- E).d
37.Feladat: Egyetlen témegpont mozgésa erétérben gémbi koordinatékban.
Megoldas:
L= %(7’2 + 7r29% 4 r?sin% 9 - @*) = U(r, 9, ).

A Lagrange-egyenletek (23)-mal azonosak.

A leggyakoribb eset az, amikor az erd centrilis (az er6fiiggvény csak r-t6l fiigg).
Ekkor

L= %(7‘2 +r29% 4+ r?sin% 9 - ¢*) = U(r), (25)

és a mozgasegyenletek a kovetkezdk:

~m(F — r)? — rsin? 1 - @2) = =U'(r)
7“19’—7°sir119-(:0519-<,b_2 +2r19 = 0 (26)
rsind - @+ 2rosind + 2rdpcos’d = 0.

38.Feladat: Két tomegpont kozott centralis erd hat.
Megoldas:

mi

2

o o on Mo,y o
L= ($%+y%+zf)+72($§+y§+23)—U(\/($1—$2)2+(y1—y2)2+(21—z2)2)-

Célszer(i bevezetni 1j koordindtaként az ¥ = (x, y, z) relativ koordindtdkat és a
tomegkozéppont R = (X, Y, Z) koordindtdit:

=1 — X2 Y=Y — Y2 Z=21— 22

mi1T1 + Mok

X =
my + mo

vy - miy1 + mayo
mi —+ mao

7 mi1z1 + m22’2.

mi -+ mo
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Az inverz transzformaécio:

ma ma msa
ry = X+ ——uo, = Y+—F"—y, zn = L4+ ——2
! my + mo u m1 + mzy ! my + mo
mi mi mi
g = X — —uz, = Y—-—y, 2z = Z-—
2 mi + meo Y2 mi + mgy 2 mi + meo
L:7(X2+Y2+ZQ)+g(:fc2+92+z’2)—U(\/:E2+y2+z2),
ahol my - ma
M=mi+my p=—-—.
mi + meo

A transzformécié eredménye az, hogy a Lagrange fliggvény két fiiggetlen részre esik
szét (szepardlodik):
L= LTK(X;Ya Z) + LTel(xayazaiaywé)'
Vildgos, hogy L,¢-ban célszerti gdbmbi koordinatakra attérni:
M. ) . .
L = S(X*472+2%)+ g(f"Q 207 2 sin2 0 - p2) — U(r) =
- LTK(Xa Ya Z) + LTel(ra v, 0,7, 19; 50)

Az Lk a tomegkozéppont mozgéasat, az L, a relativ koordinatdk véltozasat (a "re-
lativ mozgast") hatdrozza meg. A tomegkdzéppontra vonatkozo tag szabad mozgast
ir le: a tomegkozéppont egyenletes egyenvonali mozgast végez. A relativ koordinita
Lagrange-fiiggvénye — az m — 1 helyettesitéstdl eltekintve — megegyezik az el6z6
feladat Lagrange-fliggvényével, (25)-tel: a relativ koordindta pontosan ugyanigy vél-
tozik, mint az origd centralis eréterében mozgo egyetlen p témegii test koordinatija.de

39.Feladat: Ponttoltés mozog homogén magneses térben (17.feladat). Keressiik
meg probalgatassal a feladat Lagrange-fiiggvényét.

Megoldés: A (7) mozgasegyenletekre vezet$ Lagrange-figgvény lehet a kovetkezo:
L=K - g(ydv — 23)B,

vektorialis alakban pedig
g9/, N 73
L=K+ =(rxr)-B.
+ 9 (r 7")
Emellett azonban az L = K + qxyB is megfelel6 valasztas, adott mozgasegyen-
lethez tehat tobb kilonboz6é Lagrange-fiiggvény is taldlhatd.de
40.Feladat: Mutassuk meg, hogy L(q,q,t) és

: : df (¢, : of(g;t) . Of(qt
L'(q.4,t) = L(q,4,t) + % = L(g,4,t) + éq’ g+ ét’ )
ugyanarra a mozgdsegyenletre vezet: L és L' ekvivalens Lagrange-fiiggvények. Mivel
a Lagrange-fliggvénynek nincs 6nallo fizikai jelentése, az egyértelmiiség hidnya nem je-
lent problémét: az ekvivalens Lagrange-fliggvények koziil dolgozhatunk barmelyikkel.do
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1.10 A Lagrange-eljaras invarianciaja

A Lagrange-mddszer hatékonysdga azon mulik, hogy a (24) képlet tetszbleges ko-
ordinatavalasztasnal érvényes. Ezt azonban bizonyitani kell.
Tegyiik fel, hogy valamilyen q1, go, ..., ¢, = ¢ koordinatakat haszndlunk, amelyek-
ben a Lagrange-fuggvény L = L(q, ¢,t), és a mozgdsegyenletek a kovetkezok:
d 0L OL

== - — = =1,..,n). 2
qi dt 86]1 86]1 0 (Z ) 7n) ( 7)

Ezutan attérink az x1,xs, ..., x, = x Gj altalanos koordindtakra a

¢ = fi(z1, @2, s, t) = filz,t)  (i=1,...,n)

képletek segitségével.
A feltevésiink, amit bizonyitani szeretnénk, az, hogy az \j valtozokban a mozgas-
egyenletek ugyancsak a Lagrange-egyenletek:

Lo = gion ~ oo, =0 (i=Lon), (28)
amelyekben L = L(x, 2, t).

(Megjegyzés: Az L(x,d,t) és az L(q, ¢,t) a sajat valtozéiknak természetesen kilon-
bozé alaku fiiggvényei, mégis ugyanazt az L jelet hasznaljuk mindketténél. Ezzel
utalunk arra, hogy ugyanannak a rendszernek a Lagrange-fiiggvényérél van szo6 kiilon-
b6zé koordinatdkban. A valtozé, amely szerint L-t derivaljuk, mutatni fogja, hogy a
két lehet6ség koziil melyik fiiggvényt kell L-n érteni.)

Az allitdsunkat a
d 0L 0L & d oL 0L
4oL _OL N~ (4oL O 2

dt 8ii 6.%1 ]:ZI i <dt 8QJ 8Qj> ( 9)

egyenléség bizonyitdsaval igazoljuk. Ha ui. ez igaz, akkor (27) teljesiilése maga utdn
vonja (28) teljesiilését és megforditva (hacsak detc;; # 0, amit feltesziink).
A (29) bizonyitdsdt n = 1-re végezziik, mert a lényeg mér ebbdl is vildgos. Legyen

tehat o7 o7
qu(I,t), q:a_l'x—i_E’
ahonnan
9¢ _0f 0 _, 04_&Ff.  Of d(0f 9q _ of
or  Ox’ ox or  Ox2 dxdt  dt \ oz )’ or Oz’

A feladat az, hogy az L x, & szerinti derivaltjairdl a ¢, ¢ szerinti derivaltjaira térjiink
at a kozvetett fiiggvény derivalasi szabélya segitségével:

OL 0L 0y 0L 0 _OL 0f 0L d (0f
dr Oq Oxr 0O¢ Ox 9dq 9dxr 0O¢ dt \ Oz
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dOL_ d (0L 0g OL 0i\_d (OL OfY _(dOL\of OLd (0f
dt 9 dt \9q O0x 9¢ 0i/) dt \Oq Ox dt 8¢ ) Oz  9gdt \ox /)’

Ha a két kifejezés kiilonbségét vessziik az utolsé tagok kiejtik egymast, és azt talaljuk,

hogy
d OL 8Lic <d8L 8L> C(ﬁ)

dt i Oz oz

dt 9z Oz dt 0¢ Oq

ami (29) specidlis esete n = 1-re.

Ezzel a Lagrange-egyenletek invarianciajat belattuk. A bizonyitas azonban hianyérzetet
hagy az emberben: az az érzésiink, hogy a Lagrange-egyenletek invaridnciadjanak bi-
zonyara van valami "mélyebb oka', vagyis kell lennie olyan nézépontnak, amelybdl ez
az invariancia "rdnézésre", minden matematikai levezetés nélkiil is latszik. Ilyen 1j
nézopont a hataselv, amelyet a kovetkez6 néhany fejezetben ismertetiink.

1.11 A hatas

A Newton-egyenletek altaldnos megolddasidban a szabad konstansokat legtobbszor a
kezdeti koordinatak és a kezddsebességek megadasan keresztiil rogzitjitk. Eljarhatunk
azonban masképpen is: a kezddsebességek helyett megadhatjuk a koordinatak értékét
egy tetszOleges késébbi idépontban. Ez a gyakorlati feladatok megolddsanal ritkan
el6forduld, de az elméleti megfontolasok szempontjabdl nagyon fontos eljaras igy fo-
galmazhat6 meg;:

Vélasszunk két idépontot, ¢;-t és ts-t (¢; < tf5). A t;-ben a koordinatdk legyenek
Qi1s iz, @in = i (kezd8éllapoti koordindték), a ty-ben pedig g1, ¢r2, - qfn = qr
(végallapoti koordinatdk). Hatdrozzuk meg a mozgiasegyenleteknek azt a partikuldris
megoldasat, amely ezekkel a feltételekkel 6sszefér.

41.Feladat: A t; = O-ban fiiggélegesen feldobott k8 ty = T-ben ér féldet.

ez ez

Megoldas: Az mz = —mg Newton-egyenlet altaldnos megoldédsa
1
z(t) = f§gt2 + vot + 2.
A feladat feltételei szerint z; = 2y = 0, ezért
2(0)=2=0 2(T) = zf =0,

vagyis

1

20=0 7§gT2+UoT+Z():O.

Ez a két algebrai egyenlet meghatarozza az altalanos megoldasban szerepld zg, vg
szabad konstansokat: 1

z0=0 vy = §gT.

5Az i és az f index az "initial" (kezdeti) és a "final" (végsé) angol szavakra utal.
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A feladat feltételeit kielégité partikuldris megoldas tehat a kovetkezo:
1
z(t) = §g(T —t)t.de (30)

42 Feladat: Hatdrozzuk meg a ferde hajitds trajektériajat, ha a test T idS alatt
a tavolsagra jut el.

Megoldas: A kezdeti idépontot énkényesen valaszthatjuk, hiszen a gravitacié nem
valtozik idében. Legyen megint ¢; = 0. Akkor ¢ty = T. Hasonléan szabadon valaszt-
hatjuk meg a kezdeti és a végéllapoti x, y koordinatakat, azzal az egy feltétellel, hogy
a tavolsaguk legyen a. Valasszuk 6ket igy:

Tp=a T =y =Yy =2 =25 =0.
A mozgéasegyenlet dltaldnos megoldasa:

z(t) = vt + x0
y(t) = UOyt+yO

I 5
—Egt + vo.t + 2.

I
—

~
=

Konnyen belathatjuk, hogy a feladat feltételeinek megfelelé konstansok a kévetkezok:

1
To = 1Yo = 20 = 0, Vog = Voy = 0 Voy = _gT

T 2

Ezeket az értékeket az altaldnos megoldasba helyettesitve kapjuk a keresett par-

tikularis megoldast:

a(t) = %t y(t) =0  z(t) = %g(T —t)t.d

A 41 feladat (30) megoldasat az alabbi dbran rajzoltuk fel:

1 2
g8 |

i f
T T 0

Az i és az f pont jelzi a kezdeti &llapot és a végéllapot koordindtdit (a kezdeti
és végdllapoti konfigurdciot), amelyeket a (30) forditott parabola-szegmens kot Gssze
egymassal.
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Vildgos, hogy az ¢ és az f pontot végtelen sok trajektoéridval kothetjitk Ossze,
de ezek kozil egyediil a (30) parabola-szegmens elégiti ki a Newton-egyenletet. Ezt
ugy fejezziik ki, hogy egyediil (30) a megvaldsuld trajektéria, az Gsszes tobbi nem-
megvalésulé (virtudlis)©.

Forduljunk most a Lagrange-fliggvényhez. Ha a Lagrange-fiiggvényben a ko-
ordinatak és a sebességek helyébe valamelyik — megvaldsulé vagy virtudlis — trajek-
toria koordinatait és sebességkomponenseit helyettesitjiik be, a Lagrange-fiiggvény a
t explicit fliggvényévé valik. A 41.feladatban pl. L(z,2,t) = %732 —mgz. A (30)

megvalosulé trajektéridan ez az L a t id6

2
m (1 1 1
— | =gT —gt) —mg-=g(T —t)t =mg® |=T? — (T —t)t
5 <2g g> mg - 59( )t =mg {8 ( )]

fliggvénye.

Ezek szerint ha kivalasztunk egy trajektoridt, a Lagrange-fliggvényt ezen a tra-
jektéridn integrélhatjuk ¢ szerint a (¢;,¢s) intervallumban. Ennek az integralnak az
értékét nevezziik hatdsnak, és S-el jeloljik:

Sl = [ 2la.i 31)

i

Ez a képlet minden ¢(t) = q1(t), g2(t) - - - ¢ (t) trajektéridhoz egy szdmot — az S[q(t)]
hatast — rendeli hozzé. Az olyan matematikai objektumokat, amelyek fliggvényekhez
szamot rendelnek, funkciondlnak nevezzik (szemben a fiiggvényekkel, amelyek szamokhoz
rendelnek szdmot). A (31)-ben definidlt S hatds nyilvan funkciondl, hiszen ahhoz,
hogy az értékét kiszdmithassuk, meg kell adnunk egy trajektéridt n darab ¢;(t) fug-
gvény segitségével. Ezek a fliggvények — amelyeket ¢(t) szimbolizdl — az S argumen-
tumai. A ¢(t) argumentumot azért tettitkk sarkos zardjelbe, hogy kihangsilyozzuk: S
nem a g;(t) fiiggvények t-ben felvett értékeinek a fliggvénye, hanem az egész (t;,ts)
intervallum-beli g;(t) fliggvények funkcionalja. A hatésfunkciondl (30) trajektéridhoz
tartozo értéke

T
S[(30)] = / mg* FTQ — (T - t)t} dt = —imgQTB. (32)
0 8 24
A hatast nem a fizikai jelentése teszi fontossa az elméleti fizika szamara. Valdjaban
nincs is megfoghato fizikai jelentése, ami mar abbdl is érezhetd, hogy — az impulzus-
sal, impulzusmomentummal, energiaval ellentétben — nem egy adott idépillanat-
beli koordinatdk és sebességek fiiggvénye, hanem egy egész idGintervallumban lefolyd
mozgas funkcionalja.

6 Azt természetesen feltessziik, hogy a virtudlis trajektéridk is egyértékii fiiggvényei t-nek ("nem
kanyarodnak vissza' az id6ben).
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1.12 A hatéaselv

A hatds jelent&ségét a hatdselvben betoltott szerepe adja.

A hatéselv: A t;-beli kezdeti és a ty-beli végallapoti konfiguraciot osszekotd meg-
valdsuld trajektéria az, amelyre nézve a (31) hatdsfunkciondlnak széls6 értéke (extré-
muma) van. A megvaldsulo trajektoriat ezért extremdlisnak is nevezik.

Tllusztracidért forduljunk megint a fiiggdleges hajitashoz, és szamitsuk ki a hatast
minden

aa(t) = A (T —t)t (33)

trajektoridra, amelyben A onkényes allandé.

1 2

T2 T ¢t

1
A (30)-bél tudjuk, hogy a megvalésulé trajektoridhoz A = §g tartozik, és az 6sszes

1
olyan trajektéria, amelyre A # 3 g, virtualis. Ha a hatéselv igaz, akkor az

Trm Trm
S[4] = / [523—7@24 dt:/ [5A2(T—2t)2—mgA(T—t)t dt =
0 0
1
= 6mT3(A2 —gA) (34)
funkciondlnak’ A = §g—ne1 széls6 értékének kell lennie. Ez teljesil is, ugyanis az

1
(A? — gA) fiiggvénynek valéban A = Eg—nél van minimuma, ahol (34) jobboldala a

1
korabban is kiszamitott fﬂmgQT:g—el egyenlo.

Ebben a meggondolasban természetesen a virtualis trajektéridknak csak nagyon
kis részét vettiik figyelembe — azokat, amelyek (33) alakiak:

"Minden A-hoz tartozik egy trajektéria, ezért indexelhetjilk &ket A-val, ahogy azt S argumen-
tumaban tettiik.
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T2 T t

A hatéaselv szerint a megvaldsulé trajektorian a hatasfunkciondlnak az dsszes lehet-
séges virtualis palyahoz viszonyitva van széls6 értéke:

Megvaldsulo6 trajektoria

————— Virtualis trajektoriak,
- — = — 7 amelyek nem (33) alaktiak

Ennek az altalanos alaku széls6érték probléménak a matematikai megfogalmazasa
is lehetséges, és a széls6 érték feltételeként a Lagrange-egyenlet teljesiilését koveteli
meg.

43.Feladat: A fiiggéleges hajitasndl (41.feladat) szdmitsuk ki a hatdst arra a vir-
tudlis trajektoridra, amely egyenlészari haromszog alaku (1d.az dbrat), és olyan, hogy
az alatta levd teriilet megegyezik a (30) megvaldsulo trajektoria altal hatdrolt tertilet-
tel. Hasonlitsuk 6ssze az eredményt a megvalésuld trajektoridhoz tartozd hatassal.
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megvalosulo trajektoria

i S
T2 T t

Megoldas: A (30) alatti teriilet EQTB -el egyenlo, ezért —hT = —ng, ahonnan

12
1 2h 1
h= EgTQ, és |2| = ™= ggT. Ezen a specidlis trajektoridn

1 \? 1 1
S[h] = % (ggT) T —mg - —hT— T TP > —omg*T® = 5[(30)].%

1.13 A Lagrange-egyenletek szarmaztatasa a hataselvbol

Legyen ¢(t) extremadlis, amelyen a (31) funkciondlnak szélsé értéke van. Ez a tény
matematikailag abban jut kifejezésre, hogy ha a ¢(t) + dq(t) a q(t)-hez kozeli tra-
jektoria, amely ugyanazt a kezdeti és végallapoti konfiguraciét koti 6ssze, mint g(t),
akkor az S[q(t) + 0q(t)] és az S[q(t)] kiilonbsége dq(t)-ben linedris pontossaggal zérus:

38 = S[q(t) + 8q(t)] — S[a(t)] = o(dq(t)?), (35)

ahol dq(t) = dq1(t), 0ga(t), - Ign(t) a q(t) kis megvéiltozdsa, amely a

feltételtdl eltekintve teljesen onkényes.

Indoklds: Ha lenne olyan dg(t), amelynél dq(t)-ben linedris pontossiggal 65 > 0,
akkor —dq(t)-nél 6S < 0 volna, tehdt S-nek nem lenne ¢(t)-nél széls6 értéke (gon-
doljunk a fiiggvény széls6 értékére: f(x)-nek ott van szélsé értéke, ahol 0f(x) =
F(o+dz) — f(z) = o(62%)).

Keressiik (35) teljesiilésének matematikai feltételét!

Fejtsiik ki (35)-ben a hatdsfunkciondlok kiilonbségét d¢(t)-ben linedris pontossdg-

gal:
0S = /ﬂ [L (q+5q q+ téq,t) —L(q,q’,t)] dt =
= z::/:f [ () + g_qu : %5%(75)} dt +o(8q(t)?). (37)
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A jobboldal utolsé kifejezését integraljuk parcidlisan:

9L d trd [OL trd oL
== Zsqi(t) - dt = — = sq; )| dt— | === 6q;(H)dt =
/ti 9q; dt 4 (*) /t dt {aq'j qJ()} /t dt 94, 4 (*)

d [OL ts tr d oL
N e _ 22 5qi(t)dt.
i {&jj QJ()] . /tl dt dg; ‘IJ()

Az elsd tag (36) kovetkeztében zérus. Ha a megmaradt méasodik tagot behelyettesitjik
(37)-be, a

- Kl oL d OL
65_]‘2:;/’% [3_%_53_%]5%(7?)-%

kifejezésre jutunk, amelynek integraljaban a zdrdjelben éppen az L,; Lagrange-derivalt
negativja all:

n ty
j=1"t

Mit fejez ki ez a képlet?

Az integrandusban az Ly, (¢, ¢, ) tényezék minden adott trajektoridn — azaz adott
q(t) = q1(t), q2(t), - - gn(t) mellett — a t id6§ explicit fliggvényei. Ha a vélasztott
trajektoria éppen a megvaldsulo trajektoria, akkor a hatdselv szerint a (38) integrélnak
minden (36)-al dsszeférd dq1(t), dqa(t), - 0gn(t) = dq(t)-nél el kell tinnie. Kony-
nyen meggy6zhetjiik magunkat réla, hogy ez csak akkor lehetséges, ha a megvaldsuléd
trajektérian mindegyik Lg;(q,q,t) maga zérus: a q(t) trajektoria csak akkor lehet
megualosuld, ha kielégiti a Lagrange-egyenleteket.

*

A Lagrange-egyenletek invariancidja egyenes kovetkezménye annak, hogy ezeket
az egyenleteket az a trajektoria elégiti ki, amelyen a hatasfunkcionalnak szélsé értéke
van. Valéban, egy adott trajektoridn a hatdsfunkciondl értéke nem fiigg attdl, milyen
koordinatarendszerhez viszonyitva adjuk meg ezt a trajektériat: a trajektéria egyes
pontjaiban az L értéke ugyanis nem valtozik meg attél, ha 0j koordinatakra tériink
at, és a trajektéria pontjaihoz tartozé idépontok sem fliggenek a koordinatarendszer
valasztasatol. Ezért nem fligg a koordinatazas modjatol az, hogy melyik trajektoria
az extremadlis. és mivel a Lagrange-egyenleteket éppen az extremadlis elégiti ki, az
sem fligghet a koordindtarendszer megvalasztasatdl, hogy egy trajektéria kielégiti-e a
Lagrange-egyenleteket vagy sem: ha az egyikben kielégiti Oket, az 6sszes tobbiben is
eleget tesz nekik.
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1.14 Az altalanositott impulzus

A ¢; koordinatdhoz rendelt ditalanositott impulzusnak a

oL
Pi = 7 39
o, (39)
kifejezést nevezzik. Ennek a fogalomnak a segitségével a Lagrange-egyenlet a
oL
5 — 40
alakot 6lti. Ez az egyenlet hasonlit a Newton-egyenlethez, hiszen pl. m# = — (mz) =

dt

oL
pz. Emiatt 8——‘5 (néha) az dltaldnositott eré i-komponensének nevezik.
qi
Amikor ¢; dimenziéja nem hosszisag (L), a p; dimenziéja kiilonbozik M LT ~!-
dimenzi6ja M L?T ~-el, az impulzusmomentum (perdiilet) dimenzi6javal egyezik meg.
Irjuk 4t p,-t Descartes-koordinatakba:

_ )
(p = arctan —,
x

. 1 yr — Ty  xy —ya
v= 2 2 2.2
x x4+
1+ L Y
x
pe = mp*p = m(ay — yi) = (zpy — yps) = (7 x p)-,
tehat p, az impulzusmomentum z-komponense. Ezzel szemben a p'= (pz, py, pz) =
m(&,y, 2) vektor p-komponense (12) alapjan

m(— sin @-i+cos -§) = m[— sin (p cos p—psin p-)+cos p(psin p+p cos p-¢)| = mpe

-tal egyenlé. Ezt a mennyiséget is p,-vel kellene jelolniink, de ezt sohasem fogjuk
megtenni: py-n (és dltaldban p;-n) mindig a (39) altal definialt kifejezést fogjuk érteni
és ezért az "altalanositott" jelz6t elhagyhatjuk.

Az &ltaldnositott er6vel — amire azonban nem vezetiink be kiilon jelolést —,

oL
hasonl6 a helyzet. %% dimenziéja pl. ML?*T~2, ami nem egyezik meg az eré di-
menzidjéval (M LT~ 2-vel). Ennek igy is kell lennie. Ha p, az impulzusmomentum
oL
z-komponense, akkor (40) alapjan % nem lehet mas, mint a forgatényomaték z-
2

komponense.

Ha valamelyik ¢;-nek csak az idoderivaltja fordul el L-ben, akkor g;-t ciklikus ko-
ordindtdnak nevezzik. A (40) mutatja, hogy ciklikus koordindtdhoz tartozd dltaldnosi-
tott impulzus mozgdsdllando.
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44 Feladat: Igazoljuk, hogy sikban centralis er hatésa alatt mozgé témegpontra
teljesiil Kepler 2.torvénye.

Megoldds: A 2.torvény a teriileti sebesség allandésdgat mondja ki. Mivel L =
%(/P + p2p%) — U(p), a ¢ ciklikus koordinéta és p, = mp?p mozgasillands. De a
teriileti sebesség ugyancsak p?¢-vel aranyos, mivel a p(t) és a p(t + dt) 4ltal bezért
szegmens teriilete 3 0> (t)dp-vel egyenlé. Ezért p, allandésiga egyenértéki a teriileti

sebesség allanddsdgdval.de

1.15 Szimmetridk és mozgasallandok kapcsolata

Ha egy dinamikai rendszer tomegpontjait egyidejiileg el lehet mozditani tigy, hogy
koézben viszonylagos helyzetiik ne valtozzon meg se egymaéshoz, se a kiilsé erdk for-
rasaihoz képest, akkor ezt az elmozditast szimmetridanak nevezzilk. A szimmetria a
kiils6 ercket létrehozé objektumok konfiguracidjanak a sajitossaga, hiszen ha az adott
kiils6 korilmények kozott egy rendszernek van valamilyen szimmetridja, akkor min-
den olyan rendszer rendelkezni fog ugyanezzel a szimmetriaval, amelyre ugyanazok a
kiils6 erck hatnak.

A szimmetria lehet diszkrét vagy folytonos aszerint, hogy az elmozditds mértéke
csak diszkrét értékeket vehet fel vagy a nullatél kezdve folytonosan valtozhat. Az
alabbiakban csak folytonos szimmetriakrol lesz szo.

Eltoldsi (transzldcids) szimmetridndl példaul a tomegpontok elmozditasa egy adott

s

7 irdnyban torténo tetszoleges, de minden témegpontra nézve azonos nagysagu eltolas.

45.Feladat: Mutassunk ra az aldbbi mechanikai rendszerek eltolési szimmetridira:

a)Egyetlen szabad tomegpont.

b)Két, egyméssal centralis erével klcsénhaté tomegpont.

c)Egyetlen tomegpont rogzitett centrum erdterében.

d)Egyetlen tomegpont két rogzitett centrum erdterében.

e)Egymadssal centralis erékon keresztiil kolesonhatéd tomegpontok a foldfelszin ho-
mogén gravitacids erdterében.

f)Ponttoltések végtelen sikkondenzatorban, amelyek egymédssal elektrosztatikusan
hatnak kolcson.

g)Ugyanilyen ponttoltések egy rogzitett végtelen hosszi elektromosan t6ltott vezetd
elektrosztatikus terében.ds

A szimmetria fenti definici6jabdl kdvetkezik, hogy szimmetriatranszformdciondl U
vdltozatlan marad. Eltolasi szimmetria esetében célszerli olyan koordindtakat vilasz-
tani, amelyben a hiarom koordinatavonal-sereg koziil legaldbb az egyik parhuzamos
egyenesekb6l all (Descartes- vagy hengerkoordindtdk). Vegyiik fel a z-tengelyt 7i-
iranytnak. Ekkor az U valtozatlanséga (invariancidja) i irdnyt, infinitezimélis® da

8Ttt hasznaljuk ki, hogy a szimmetria folytonos.
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nagysagi eltolasnal igy fogalmazhatd meg:
Uk xxx, 21 +0a,..,z2y +0a) =U(x k%% ,21, ..., 2N)

(a csillagozott helyen a véltozatlan argumentumok 4llnak), vagyis
ii _ ig_
= 0z B — 020

Noether tétele: A rendszer minden folytonos szimmetridjadhoz tartozik egy meg-
maradd mennyiség (mozgdsintegral).

Igazolas: fi-iranyu eltolasi szimmetrianal a valasztott koordindtarendszerben a
kinetikus energia nem tartalmazza a z valtozot, ezért az U invarianciaja egyben L
invariancidja is:

oo XL,oK U
> 5o = 2 5) = (a1
a=l1 a=l o~

0

Irjuk fel most a z4-hoz tartozé Lagrange-egyenleteket

dpaz _ OL
dt Oz,

a=1,..N

és adjuk Oket Ossze. A (41) kovetkeztében azt taldljuk, hogy

dP,
dt

:O7

ahol
N
Pz = Z Paz
a=1

a rendszer teljes P impulzusédnak z-komponense. Mivel z-t f-iranyunak valasztottuk,
eredményiink igy fogalmazhatd meg: 7i-irdnyu eltolasi szimmetria esetén a P teljes
impulzus 7i-irdny1 vetiilete (P,,) mozgéséllandé.

46.Feladat: A teljes impulzus mely komponensei maradnak meg az el6z6 fela-
datban felsorolt rendszereknél?de

Forgdsi (rotdcids) szimmetridndl a tomegpontok elmozditdsa egy adott 7 irdnyt
T tengely koriil torténd tetszéleges, de minden tomegpontra nézve azonos nagysagu
elfordités.

47.Feladat: Mutassunk ré a 45.feladatban felsorolt mechanikai rendszerek forgasi
szimmetridira.de
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Célszerii hengerkoordinata-rendszert valasztani, amelynek z-tengelye egybeesik T -
vel. Ekkor z szimmetriatengely, ezért

U(xxxx %, 01 + 00, ..., on +0p) = U(xxx %%, 01, ..., 0N),

vagyis
N

N
dUzZii-&sz—)Z o _

a=1
T-korili forgasi szimmetrianél a valasztott koordinatarendszerben a kinetikus energia
nem tartalmazza a ¢ valtozoét, ezért az U invariancidja egyben L invariancidja is:

Noor XL, 0K oU
;a% :;(\%j%) —o. (42)

0
Irjuk fel most a wa-hoz tartozé Lagrange-egyenleteket

dpay _ oL a1 N
dt Opa T

és adjuk Oket Ossze. A (42) kovetkeztében azt taldljuk, hogy

dL.,,
—2 =0
dt ’

ahol”
N
La = Zpacp
a=1

a rendszer teljes L impulzusmomentumaéanak z-komponense. Mivel z-t fi-irdnyinak
valasztottuk, eredményiink igy fogalmazhaté meg: 7i-irdnyu tengely koriili forgasi
szimmetria esetén az L teljes impulzusmomentum 7i-irdnyt vetiilete (L,) mozgéasal-
landé.

Kilon ki kell emelni a zart rendszerek esetét. Ekkor tetszdleges 7t irdnyu eltolds és
tetszbleges ni-irany koriili forgatds szimmetria, mivel egy zart rendszer tomegpontjai
ezeknek a miiveleteknek a soran az iires tér ekvivalens pontjaiba keriilnek. Mai fizikai
vildgképiink szerint ugyanis az {ires tér homogén (nincs benne kitiintetett pont) és
izotrép (nincs benne kitiintetett irdny). A Noether-tétel kovetkeztében tehdt zdrt
rendszer teljes P impulzusa és L impulzusmomentuma megmarad.

Megjegyzések:

9Az impulzusmomentumot és a Lagrange-fiiggvényt egyarant L-el jeloljiik, de a kontextusbél
mindig vildgos, mikor melyikrdl van szé.
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1) A Noether-tétel bizonyitdsa kozvetleniil nem U, hanem L invariancidjin ala-
pul, ezért olyan esetekben is tartozik mozgasintegral a szimmetriadkhoz, amikor nincs
eréfiiggvény (de van L).

2) Ekvivalens L-k létezése nem okoz probléméat. Egy adott szimmetridhoz tar-
tozd mozgasintegral meghatarozasidhoz az ekvivalens L-k koziil azt kell valasztani,
amelyik a szimmetriatranszforméaciéndl valtozatlan marad. Ilyen feladattal azonban
a tovabbiakban nem fogunk taldlkozni.

3)Egy altaldnos dinamikai rendszernek a szimmetridkkal Osszefiiggé mozgasal-
landékon kivil természetesen lehetnek olyan mozgasallandéi is, amelyek nem kapcso-
latosak észrevehetd szimmetriakkal.

48.Feladat: Végtelen hosszii egyenletesen toltott szabélyos spiral elektrosztatikus
terében ponttoltések mozognak. Keressiink mozgasintegralt.

Megoldas:
A szimmetriatengelyt valasszuk a hengerkoordinatdk z-tengelyeként. A menetma-
gassag legyen a.

2 2

Uk, 21402, ..., 2n+0z, , <p1+—7r(5z, cny <pN+—7T(52) = U (k%% | 21, coy ZNy D1y ooy PN ),
a a

vagyis

N N
ou 2m 0OU ou 2n 0oU
dU_Z<E+7'a%)'5Z_O_>QZI(E+7'3%)_0'

a=1

Hengerkoordinatdkban a kinetikus energia nem fiigg z,-t6l és ,-t6l, ezért
S (2L LY
a=1 9za a 89004 -

és a Lagrange-egyenletekbdl

d Y 27
E Z (paz + 7 'pa<p> = 0;
a=1
2
P, + —WLZ = konstans.é
a

49.Feladat: Két témegpont centrilis erével hat egymdsra. Igazoljuk, hogy a
relativ impulzusmomentum mozgasallando.

Megoldas: Mindenekel6tt a relativ impulzusmomentum fogalmat vilagitjuk meg.
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A 38.feladatban lattuk, hogy amikor két témegpont centralis erével hat egymasra,
a Lagrange-fiiggvény két tag Osszegére bonthaté: Az egyikben csak a tomegkozép-
pont koordinatai, a masikban csak az un. relativ koordinatak szerepelnek. Ennek
a szeparaldédasnak az a kovetkezménye, hogy a kétfajta koordindta sohasem fordul
el6 ugyanabban a mozgasegyenletben: a tomegk6zéppont mozgédsa és a relativ ko-
ordinatak valtozasa fiiggetlen egymastdl. A relativ koordindtak valtozasat — amelyet
a Lagrange-fiiggvény L,.; része hatdroz meg —, nevezziik relativ mozgasnak. A relativ
mozgds impulzusait, energiajat, impulzusnyomatékat az L,.;-bdl az altalanos szaba-

lyok szerint szerint képezziik. Igy pl. a relativ impulzusmomentum z-komponense
8Lrel

Pe=—5, = (7% 7),. Itt 7 a relativ koordindta (x = 1 — x stb), és azért szerepel
a képletben a redukélt tomeg, mert L,.-ban is ez szerepel tomegként.

A relativ mozgas vizualis elképzelése érdekében emlékeztetiink ra, hogy témegpon-
tokbdl all6 zart rendszer tomegkozéppontja egyenletes egyenesvonali mozgast végez.
Ennek kovetkeztében az a (forgdsmentes) koordinatarendszer, amelynek az origdja
a tomegkdzéppont, inerciarendszer. Ezt a koordindtarendszert nevezzik tomegkdzép-
ponti koordindtarendszernek (TKR). A TKR~t — mivel inerciarendszer —, valaszthatjuk
vonatkoztatasi rendszerként. A relativ mozgds az, amit ebben a vonatkoztatdsi rend-
szerben figyeliink meg. Két tomegpont esetén pl. azt latjuk, hogy mindkét tomeg az
origon athaladd kozos egyenesen van rajta az origd kiillonb6z6 oldalan, és az origotol
mért tavolsaguk forditottan aranyos a tomegiikkel: tokéletes szinkronban mozognak
az origbhoz viszonyitva. Mivel az egyikiik mozgdsa meghatarozza a masikét, ezért
elég egyetlen vektor a leirdsukhoz: ez az 7 relativ koordinata, amely az egyik tomeg-
pontbdél mutat a masik felé és nagysaga a tomegpontok tavolsagaval egyezik meg.
A relativ impulzusmomentum, energia nem maéas, mint ezen mennyiségek TKR-ben
felvett értéke.

A rel. impulzusmomentum z-komponense tehat

AL 0L

lz_c?_gb 95

Mivel ¢ ciklikus valtozo, [, mozgédsintegral. A z-tengely tetszéleges irdny lehet, ezért
az

mint vektor megmarad.
A Noether-tétel szerint a rendszer teljes

E = m1(771 X 771) —+ mQ(FQ X 7?2)

impulzusmomentuma is mozgéasallandé. Koénnyen ellendrizhetd, hogy a témegkozép-
pont Ly = M (1% X I%) impulzusmomentuma az L — | kiilonbséggel egyenls. Ezért
L7k is mozgasdllandé.de

Megjegyzések:
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1)Az impulzus esetében a fentiekkel anal6g mennyiségek mas kapcsolatban dllnak
egymdssal. Az 7 relativ koordindta egyik komponense sem ciklikus, mert U fiigg
r-t0l, ezért a relativ impulzus nem mozgasallandé. A tomegkozéppont definicidja
kovetkeztében pedig a P = mu# + mafs teljes impulzus egyenld a tomegkozéppont
Pri = MR impulzuséval (és speciglisan a TKR-ben zérus).

2)Ha a tomegen a redukdlt tomeget értjik, a rdgzitett centrum koril torténd
mozgdas matematikai szempontbdl ugyanaz, mint a relativ mozgés a kéttestproblémaban.
Mar egyediil ebbdl az észrevételbdl is kdvetkezik, hogy [= p(7 X 77) mozgasallandé, a
relativ impulzus azonban nem.

1.16 Az energiamegmaradas

Jelenlegi ismereteink szerint az idé nem homogén, mert van benne kitiintetett idépont,
a Nagy Robbanas. Olyan idéskalan azonban, amely a Nagy Robbands éta eltelt
id6hoz (~16 millidrd év) képest kicsi, az id6t homogénnek, az id8beli eltolast pedig
szimmetrianak tekinthetjiik. Tartozik-e hozzd mozgésintegral?

Idobeli eltolési szimmetrianal

U(xxkxx t) =U(x**kxx ¢+ dt),

ou ou
dU = at($t70*> 5 =0,
vagyis az idébeli transzlacids szimmetriat az jelzi, hogy U nem fiigg explicite az id6tol.
Mar lattuk, hogy ebben az esetben az energia megmarad, tehdt a keresett mozgas-
integrél az energia. Az energia megmaradhat nyitott rendszernél is (amennyiben a
kiilsé er8k idében nem valtoznak), de zart rendszer esetében az id6 feltételezett ho-
mogenitdsa miatt az energiamegmaradds tételének mindig teljesiilnie kell.
Az energia kifejezése L-n keresztiil a kdvetkezo:

" 0L
E:Zqia—q_ifL. (43)
=1

Amikor L = K — U, ez a képlet az ismert £ = K 4 U-ra redukalédik. Valéban,
oL 0K
Z Gimr = Z Gi—=—, és ez a kifejezés Euler homogén fliggvényekre vonatkozo tétele
9qi 9qi
kovetkeztében 2K-val egyenlé. lgy E =2K — L =K+ U.
Homogén magnesen térben torténdé mozgasnal L = K + L1, ahol L1 a sebességben

L
homogén elsd foku kifejezés (1d. a 39.feladatot), ezért ZQi 8q-1
E=2K+L,—L=2K+L;— (K+L;)=K, amint azt mar a 30.feladatban lattuk.

= L;. Igy ekkor

*

Euler-tétele a homogén [-d foku fiiggvényekrol:
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f(x1,...,z,)-t homogén I-d fokunak nevezziik, ha tetszéleges A-ndl
f(Axla () Amn) = Alf(mla 73371)
Derivéaljuk ezt a képletet A\ szerint:

Of(Ax1, ... Awn)  9(Ax1) Of(Ax1, .oy AZp)  O(A2y)

. VS|
d(Azy) oA toe O(Axy) O\ LN f (@, @),

azaz

Of (Axq, ..., \xp) Of(Ax1, ..., Axy)
T a0w) T 90w

Ha itt A = 1-t vesziink kapjuk Euler-tételét:

=1- N7 (2, my).

" Of(xy, ..,
szf(gfzn) =1 f(mla 71'n)
=1
Mivel K a sebesség homogén 2-d foku fiiggvénye, ezért Z qia—_ =2K.
qi
*
Most szamitsuk ki E teljes id6 szerinti derivaltjat:
dE ~[.0L = dOL] dL
N T

i=1
Az utolsé tag

dL _§n[OL, 0L, 0L
dt - 8qlql q1 % 8t ’

i=1

mig a mozgasegyenletek kovetkeztében

4oL oL
dt0q;  Oq;’

dE
Ezeket o kifejezésébe irjuk és 6sszevonunk:

dE 0L

= __Z= 44
dt ot (44)
Az energia akkor marad meg, ha L nem flugg explicite ¢t-t6l. L = K —U esetén (44)
ou
természetesen az 1.7 fejezetben megismert Pl redukélédik, de altalanosabb

nala. Ezt a kovetkezo6 feladat mutatja.
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50.Feladat: Mozogjon t6ltott tomegpont homogén magneses térben. Hatérozzuk
meg F valtozasat, amikor B adiabatikusan valtozik.

Megoldas: A 39.feladatban lattuk, hogy

L =K+ qzxyB.
) ) 9B i1 )
A mozgasegyenletek megoldasa w = — frekvenciaji kdrmozgés:
m

T

R cos(wt + «)
= —Rsin(wt + ).
Az L kifejezésében csak B fligg az id6tél, ezért
dE oL .dB
— =—— = —qxy—-.
at ~ ot

Az adiabatikussdg miatt zy-t atlagolhatjuk a kormozgas periéduséra:

2

1
ry = —R%*wcos®(wt + a) — —§R2w.

atlagolas utan tehat

dE  q., dB qv*dB q dB EdB

— = RYy—=—— == —— = =,

dt 2 dt 2w dt mw dt B dt
Behelyettesitéssel igazolhatd, hogy ennek a diff. egyenletnek a megolddsa E = konst -
B, azaz

FE
5 = adiabatikus invarians.

A magneses mez6 adiabatikus novelése tehat gyorsitja a toltéseket.
Ha a fenti kifejezésben E-t az

_ mR2w? _ iRQBQ
2 2m

E

képlet alapjan R-el helyettesitjiik, akkor az
R?B = adiabatikus invarians

képletre jutunk. Ez azt fejezi ki, hogy a toltés palyaja altal hatarolt magneses fluxus
adiabatikus invarians. Ezen alapul a mégneses csapddk miikodése.de

51.Feladat: Két tomegpont centrélis erével hat egyméasra. Mutassuk meg, hogy
a relativ mozgdas energidja mozgasallando.

Megoldas: Megint a 38.feladatrdl van sz6. A valtozok szeparalodasanak a kovetkeztében

E= Erel + ETK7

47



.OL -OL .OL
.OLrg 0Ltk = .0L7k
Erg =X - Y - Z — — L = Krgk.
TK X + Y + 97 TK TK
dErel o 78Lrel -0
a ot

E,.; tehat mozgasintegrél és ugyanez igaz Erg-ra is (és persze E-re).

1.17 Altalanos megjegyzések a mozgasegyenletek megoldasardl

Egy diff.egyenlet-rendszert megoldottnak tekintiink, ha kvadratirdkra vezettiik vissza,
vagyis ha a megoldast olyan alakban allitottuk eld, amelyben mar csak kijel6lt integ-
ralasokat kell elvégezni és adott algebrai egyenleteket kell megoldani. E két miivelet
ui. "egyszerii" abban az értelemben, hogy ismert eljarasok segitségével numerikusan
mindig tetsz6leges pontossidggal elvégezhets, mig egy diff.egyenlet-rendszerre nincs
univerzalis megoldasi médszer.

A kvadraturakra valé visszavezethetéség szempontjabol a kiilonféle rendszereket
hérom csoportba sorolva targyaljuk. Az egyes csoportok kozott nincs éles hatar.

A) Ide azokat a feladatokat soroljuk, amelyek ismert megolddsti vagy konnyen
integralhat6 egyenletekre vezetnek. Ezek az olyan egyszerl feladatok, mint pl. a
szabad mozgas, mozgas homogén er6térben, a harmonikus oszcillator.

B) Ha egy f szabadsagi fokt rendszernek ismerjitk f mozgasintegraljat, akkor a
mozgasegyenletek elsérendi diff.egyenlet rendszerré alakithatdk. Jeldljiik a mozgésal-
landoékat I;-vel. Ezek akkor ismertek, ha tudjuk, hogyan fiiggenek a koordindtaktol
és a sebességektol:

I]:I](qlaaqf7qlaaqf) .7:177f (45)

Ez egy elsérendii diff.egyenlet rendszer a koordinatakra, ami jobban latszik,ha a
sebességekre oldjuk meg Oket:

q_]:k](qlaaqf7]1)7lf) ]:1,,f (46)

Az I;-k mozgasallandok, ezért hatarozott szamértéket adhatunk nekik.

Sajnos ennek a diff.egyenlet-rendszer tipusnak sincs &dltaldnos megoldasi algo-
ritmusa, de ha a kj;-k elég egyszerli fiiggvényei a koordinatdknak, visszavezetheto
kvadratirakra. Ha pl. valamelyik k; fiiggvény csak a "sajat" ¢; koordinatdjatol fiigg
(a g; valtozé szepardlddik), akkor a j-ik egyenlet atrendezhetd

dq]'

— =t
k‘j(q]‘,ll, ...,If)
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alakba, amelybdl

de
t= / T + konstans, (47)
és ezzel q; meghatdrozasat kvadratirara vezettitk vissza. Ha ugyanis az integrél
K (g;)-vel egyenld, akkor a K;(g;) =t + konstans algebrai egyenletet g;-re megoldva
megkapjuk ¢;-t mint az idé és a mozgasintegralok fiiggvényét. Ha a maradék f —1
egyenletbdl megint integralhaté az egyik (ehhez a mar ismert g; is felhasznalhatd),
akkor az eljaras folytathaté és esetleg megtaldlhaté a rendszer altalanos megoldésa.

Létezik az I;-kre egy teszt, amelynek teljesiilése esetén alkalmas koordinatarend-
szerben az dsszes valtozd szeparalédik. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az I;-k involi-
cioban vannak. Ezt a fogalmat érdemes hasznalnunk annak ellenére, hogy magara a
tesztelési eljardsra nincs moédunk kitérni. Eszerint a B) csoportba azokat a rendsz-
ereket soroljuk, amelyeknek ismerjik f darab egymaéssal involicioban 1év6é mozgéasin-
tegraljat — ezeket a feladatokat integrdlhatonak nevezziik. A legnevezetesebb ilyen
feladat a centralszimmetrikus kéttestprobléma, specidlisan a Kepler-probléma.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy ha egy 1-szabadsdgi foku rendszernek ismer-
jik egy mozgasintegraljat, akkor a mozgéasegyenlete a (47) mintdjira visszavezethetd
kvadraturara. Belathato tovabba, hogy ha egy 2-szabadsagi foku rendszer két ismert
mozgasintegralja koziil az egyik az energia, akkor a mozgasintegralok involiciéban
vannak egymassal, tehat a feladat integralhato.

C) A feladatok ttilnyomo6 tobbsége olyan, hogy nem rendelkeznek elegend6 mozgasal-
landéval (nem integralhatdk). A leghiresebb ide tartozé feladat a gravitdciés haromtest-
probléma. Ilyen esetekben a tipikus az, hogy a mozgas kaotikus, amin nagyjabol azt
értjik, hogy praktikus kritériumok alapjan nem kiilonboztetheté meg a véletlensz-
ertitél. Létezhet azonban a Lagrange-fliggvényben 1évé paramétereknek olyan tar-
toméanya, amelyben a feladat kozelitéen integralhatéva valik és nem 1ép fel kdosz
(kaotikussag). A tovabbiakban C) tipusi feladatokkal nem foglalkozunk.

1.18 A centralszimmetrikus kéttestprobléma

A 38.feladatbol indulunk ki:

L = LTK(X;Y;Z) +Lrel(ra79a @772,19, 90)
Lrk = 7(X2+Y2+ZQ)
Lye = g('Q+7’2192+7’251n219~¢2)7U(7").

Csak a relativ mozgas érdekes, ezért feltehetjiik, hogy a tomegkozéppont nyugszik.
Ekkor | = E, valamint F,..; = E. Ezek a feladat mozgasallanddi.

A centralszimmetria miatt a mozgas sikban torténik (1d. a 4.feladat érvelését: a
kezdeti 7 és 7 4ltal kijelslt sik két oldala egyenértékii), amely a tomegkozépponton
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athaladdé barmelyik sik lehet. Az L = konstans ezzel Osszhangban van: mind a sikra
merdleges, mind a sikba esé komponensek mozgasallandok (ez utébbiak nulldk).
A mozgés sikjat tehat onkényesen rogzithetjik. Legyen ez az xy sik, amelyen

T .
v=—=.1
B) gy

Lrel = %(T2 + T2 : 902) - U(’I“)
Ez a sikbeli polarkoordinatakban érvényes képlet, csak megtartottuk az r-t a sugar
jelolésére.
A Lagrange-egyenletek:
. . dU (r)
r = ,L”’*MTSDQ‘FTZO
L, = pr*g+2urip =0.

Ahelyett, hogy ezeket elkezdenénk megoldani, tekintsiik a feladatot B) tipusinak és
irjuk fel az L,¢; két mozgéasallanddjat:

B = 507 +r¢) + U)
L., = ur?p.

Fejezziik ki a masodikbol -t és irjuk be az elsébe:

L,

5 — 48

¢ 2 (48)
_ M. L2

E = 5" + —2/”2 +U(r). (49)

A miésodik egyenletre mar alkalmazhat6 a (47) képlet. Oldjuk meg 7-ra:

20 oo B
“ﬁ(’f U(r) - (50)

11272

A (47) mintdjira innen megkaphaté r mint a ¢ figgvénye. Ezt a megoldést (48)-ba
irva a jobboldal ¢ figgvényévé valik és a t-szerinti integralas megadja -t mint a ¢
fiiggvényét. Ezzel meghataroztuk az r = r(t), ¢ = ¢(t) trajektéridkat. Az 4ltalanos
megoldast kapjuk, mert a két integralasndl megjelené egy-egy integraciés konstans,
valamint E és L, onkényesen valaszthatok. Két tovabbi adllandé jelenik meg, ha a
palya sikja lehet altaldnos helyzetli. Végiil a tomegkozéppont mozgasa behoz hat
Gjabb konstansot. Ez 6sszesen 12 6nkényes konstans.
A Kepler-problémaéra torténd specializlds el6tt analizaljuk (49)-t, amely

2

L
K, :—F 1
U+ 50 (51)
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alakban is frhaté. K, = %7’“2 a radidlis mozgés kinetikus energidja, K, + U pedig

a radidlis mozgds (teljes) energidja. Ez kisebb, mint F és a kiilonbség természete-

sen nem lehet mas, mint az azimutdlis mozgis K, = Zr2¢? kinetikus energidja.

Az L, allandésaga kovetkeztében azonban K, értékét egyértelmien meghatarozza az
2

2—Z2. Ebben a forméban szerepel a p-mozgés kinetikus
ur

energidja (51)-ben és igy ez a kinetikus energia a radidlis mozgas szempontjabol poten-
cialis energiaként lép fel — a K -nek ez a "kétarctsaga" teszi lehetévé a kvadratirara
valé visszavezetést. Logikus tehat bevezetni az

origétol mért tavolsdg: K, =

_ L
 2ur?

Uer(r)

centrifugdlis potencidlt (potencidlis energidt), ui. ez a kifejezés a centrifugilis erd
er6fiiggvénye:
dUcy _ L7 (8)
dr 3

prg® = Fy,

és ez a képlet csak az r <> p atjeldlésben kiilonbozik a centrifugdlis er6 1.8 fejezetben
talalt képletétol.

A centrifugalis potencidl funkcidjanak az érzékeltetésére tekintsiik pl. a mozgas-
nak azt a fazisat, amikor » né. Az U,y ekkor csokken, és ennek igy is kell lennie, hiszen
L, allanddésidga miatt a sebesség p-komponensének és ezzel egyiitt K -nek csdkken-
nie kell. Ezért energia aramlik at az azimutalis mozgdsbol a radidlis mozgéasba a
centrifugalis erd altal végzett munka képében:

A(K, +U) = —dU,; = +F¢ - dr = dW,;.

1.19 A Kepler-probléma

Igy nevezziik a graviticiés kéttestproblémat, amelynél

U(r) = -2

r

Vizsgéljuk elGszor a radialis mozgast. Vezessiik be az

B _ ymamg L?
Ueps(r) =Ur) + Ues(r) = ——— 22

effektiv potencidlt (potencidlis energidt), amelyet az aldbbi dbran fel is rajzoltunk.
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\ eff

v

N

Az effektiv potencidlnak egy bizonyos ro-nal minimuma van. r < ro-nal U.; >>
|U|, ezért r — 0-nal Ueys plusz végtelenhez tart. r > ro-ndl |U| > Uy, ezért r — oo-
nél U.ss negativ irdnybdl tart a nulldhoz.

Az U,y felhaszndlasdval (51) a

Ky +Uesp(r) = E (52)

alakban frhaté. Ha az Ucys-t bemutatdé dbran feltiintetjiik az F = konstans vizsz-
intes egyenest is, akkor konnyen leolvashatjuk a radidlis mozgas hatdrait. A K, ui.
nem lehet negativ, ezért (52) szerint a mozgds azokra az r-kre terjed ki, amelyeknél
Uesp(r) < E.

Amikor E < Ugys(ro) ilyen tartomdny nincs. Amikor E = Uess(ro), a relativ
mozgas egyenletes kdrmozgas. A palya rg sugara a

AUepy ﬂ L dUcy B
dr ~ dr dr

(F+F% =0

gyoke, tehat arra a jol ismert kévetkeztetésre jutunk, hogy egyenletes kérmozgasndl
a gravitacids vonzas és a centrifugélis er6 éppen kompenzalja egymast.

E > Uers(ro)-nal a mozgés jellege E el8jelétél fiigg.

Amikor Ugps(ro) < E < 0, a radidlis mozgas korldtos, egy rmin €S €Y T'maz KO-
ordinataju fordulopont kozott ismétlodo oszcillacid, amelynek periédusat T-vel fogjuk
jelolni. Az 7y s az Tpas az Uesp(r) gorbe és az E = konstans egyenes metszéspon-
tjainak a radidlis koordinatai, vagyis az

Ueps(r) =E (53)

egyenlet gyokel. Az r = Tumin, "maz Pontokban a radidlis sebesség zérus, a gyorsulds
azonban véges. A radidlis eré ugyanis, ami U.sy negativ derivaltja, r = rmin-ban
pozitiv, r = rya-ban pedig negativ, és a fordulépontokban ennek megfeleld elGjeli a
gyorsulas.
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Amikor E > 0, az (53)-nak csak egy gyoke van, az rp,in, és a mozgds az r > rmyin
félegyenesen torténik (végtelen mozgas). Ha egy iddpillanatban 7 > 0, akkor a tomeg-

2F
pont csokkend, de a véges 4 | — értékhez kozelito radidlis sebességgel tart a végtelen-
I

hez. Ha a kezdépillanatban 7 < 0, akkor a témegpont addig kozeledik a centrumhoz,
amig el nem éri az 7,4, koordinataju egyetlen fordulépontot, amelyben a sebessége
nullava valik. De itt kifele mutatd eré hat ra, ezért mozgasiranya megfordul és a
mozgés pozitiv sebességgel folytatédik Gjabb irdnyvéaltozas nélkil. A belsd (r = rmin
koordindtdju) fordulépont U,y kovetkezménye, ez akaddlyozza meg, hogy a gravité-
ciés vonzas kovetkeztében a témegpont a centrumba zuhanjon. Ezért U.¢-t gyakran
centrifugdlis gdtnak is nevezik. Ez a gat csak centralis titkozésnél nem miikddik, ekkor
ui. L, =0.

A tomegpont a radidlis mozgas mellett azimutalis mozgdsban is résztvesz. A
2.Kepler-torvénybdl tudjuk, hogy ¢ folyamatosan — de nem egyenletesen — né
(egyediili kivétel a centralis {itkozés, amikor ¢ = konstans).

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogyan vezethet6 vissza a centralszimmetrikus kéttest-
probléma kvadratarara. Ezzel a mddszerrel a Kepler-probléma dltaldnos megoldasa is
megtalalhatd. Ezt azonban mell6zziik, és csak a még nem igazolt két Kepler-térvény
bizonyitasara korlatozédunk.

Az 1.Kepler-torvény azt mondja ki, hogy a palya ellipszis, amelynek egyik gyu-
jtépontja a vonzéer centruma (a Nap). Ez természetesen a korldtos mozgasra (E <
0) vonatkozik. Amikor E > 0, a pélya hiperbola (iistokospdlya). Az E = 0 hatdre-
setben a palya parabola.

A palydt (1d.az 1.1 fejezetet) akkor ismerjiik, ha minden ¢-hez megadjuk r értékét
(vagy megforditva). Az idének ebben nincs szerepe. Ezért a palya differencidlegyenleté
ugy kapjuk, hogy (50)-t (48)-al osztva kiejtjitk beldlitk az id6t:

dr #7’2\/2 <E+fym1m2) L2

do L.\l u r p2r?’
Ez az egyenlet a valtozdk szepardlasaval integralhato:

L

—;dr
80: T L2+800,
mim
\/Qu(E+7 ! 2)7—22
r T

Az u = 1/r valtozdt bevezetve a

du
p=-L, + %o
V2u(E + ymimy - u) — L2u?

integralra jutunk, amelynek a primitiv fiiggvénye a Bronstein-Szemengyajev tablazat-
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ban a 241. szam alatt talalhato:

L.  p-ymime

@ = —arcsin L + ©g-
(2 - (ymima)?
2uF + —————————
i+ L2
Ez a kifejezés a
L? 2EL2
pziz e = 1+7Z 3 (54)
[+ ymimes p(ymimz)
paraméterek segitségével a
= —arcsinp —r + ©o
er

m
alakra hozhaté. Célszert pg = 5—‘5 valasztani és mindkét oldal koszinuszat venni:

= =1+e-cosey. (55)

i)

Ez az ellipszis egyenletének ismert polarkoordinatés alakja. A fékuszpont az origéban
van, e az excentricitds, p a fokalis paraméter. F < 0 kovetkeztében e < 1.

P: perihélium y
A: afélium

A nagy- és a kistengely hossza

p ymims
“ 1-¢2 2/ (56)
L,

Vi—e2  \/2ulE]

a fordulopontok radialis koordinatdja pedig

'Y
+e

p
—e

Tmin = 7 =a-(l—e) Tmas = 7 =a-(1+e).
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A 3.Kepler-torvényt abbdl az észrevételbdl vezethetjiik le a legegyszeriibben, hogy
a p, = L, impulzusmomentum-komponens ardnyos az S teriileti sebességgel (d. a
44 feladatot): |L.| = 2uS. Ha ezt az egyenletet a 0 < t < T intervallumra integraljuk
és figyelembe vessziik, hogy L, mozgisillandd, az |L.|T = 2uS kifejezésre jutunk,
amelyben S az ellipszis teriilete: S = mab. Igy

2 pab

T =
L]

: (58)

b 1 1 a

L.l \2ulE] i\ ymimg’

ezért a periédusido

M _ 2ma’/?
ymimz - \/y(my + ma)

alakban irhat6. Ha itt m; = Mg a Nap tomege, amely mellett a bolygdk me tomege el-
2

T = 27a>/?

hanyagolhatd, akkor azt latjuk, hogy a % arany minden bolygéra azonos: A bolygdk
keringési id6inek négyzetei ugy aranylanak egymashoz, mint palyaik nagytengelyeinek
kobei. Ez Kepler 3.térvénye.

Megjegyzés: A Kepler-probléméban az a T’ id6, ami alatt a ¢ 27-t valtozik, azonos
a radialis mozgas T periédusidejével: ha nem igy volna, a péalya nem lehetne ellip-
szis, ami zdrt gérbe. Egy altalanos centralszimmetrikus kéttestproblémaban azonban,
amikor az eréfiiggvény nem ardnyos 1/r-el, a T” és a T kiilonbozik egymadstdl, és en-
nek az a kovetkezménye, hogy a palya énmagat atmetszé gorbe, amely rendszerint
egy korgyurit tolt ki a mozgas sikjaban.

Az ellipszis poldrkoordinatas alakjanak a levezetése:
Az ellipszis egyenletének jol ismert alakja a kovetkezd:

2 2
@t
2a = nagytengely hossza
2b = kistengely hossza
c=+va%—-0b2 = fékusztivolsig fele
(£c,0) = fékuszpontok koordinitéja

= excentricitds (e < 1).
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Helyezziik at az ellipszist ¢ hosszegységgel balra. A jobboldali fokusz ekkor az origdba
keriil. Az 14j egyenlet:

(z+c)* ¥

a? b2

Ez az ellipszis az y-tengelyt a +p értéknél metszi:

=1

és innen

az u.n. (fokalis) paraméter.
Az 1j egyenletben a, b, c-t kifejezziik e, p-n keresztiil:

p p ep

= h= — 2 —
“Tioe Vi—e Ti-e

és némi atalakitas utan az

2? +y* = (p—ex)’

egyenletre jutunk. Most attériink polarkoordinatakra és megkapjuk az ellipszis egyen-
letét r, p-n keresztiil kifejezve:

b_ 1+ ecosy,
r
vagy »
r=rlp) = 1+ecosp’

*

52.Feladat: Mutassuk meg, hogy a Kepler-problémaban 2K,., = —U, ahol a
feliilhiizds a relativ mozgds periédusira vett atlagértéket jelenti (az un. wviridl-tétel
egy speciélis esete).

Megoldas: Legyiink TKR-ben, ahol K, = K. Nyilvian

d
2K = m(:fc2+92+22):ma(m~:t+y~y+z~é)f(m~mj§+y~mgj+z~m2):

= mi(mer y+z-E)+ xa—UJr a—UJrza—U =
- " vy ar Yoy "oz )~

d
= mE(mwary'erz-z')fU.

Az utolsé lépésben kihasznaltuk, hogy U a koordindtdk homogén (—1)-d rendii fiig-
gvénye (1d.az 1.16 fejezetet).
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Az idSbeli dtlagolasndl ¢ szerint integralunk a (0,7) intervallumra és az integralt
osztjuk T-vel. Mivel T' a mozgés periédusa, az elsé tag atlaga zérus, ezért

_ 1 [T
2K:7?/0 U-dt =—U.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy
. _ 1
E:K+U:—K:+§U.

Korpélyan torténd mozgasnél ezek a képletek dtlagolas nélkiil is érvényesek.de

53.Feladat: Igazoljuk, hogy a kozegellenallas noveli a (mesterséges) bolygé sebességét.

Megoldas: A kozegellenallas kovetkeztében a mechanikai mozgas energiajanak egy
E = —K Xkovetkeztében a mozgési energia egy periédusra vett atlaga n. Az U
csokken (az abszolut értéke nd) és ez azt jelenti, hogy a test kozeledik a centrumhoz.d

54.Feladat: Jellemezziik azokat a Kepler-palyakat, amelyeknek kozos fokuszpon-
tja és azonos energiaja van, és a nagytengelyeik iranya, valamint a palyasikjuk is k6zos.

Megoldas: Ezek a pélydk L.-ben kiilonboznek egyméstol. Az (54) alapjan 0 <
ymims)?
2|E|

a palya 2a atméréji kor, L, = 0-nal pedig a fokuszpontbdl kiindulé 2a hosszisagu
egyenesszakasz. L,-hez és —L,-hez egybevagd ellipszisek tartoznak, csak a mozgas
irdnya kilonbozik rajtuk.de

L? < . A nagytengelyeik egyforma hosszik. Az L? maximalis értékénél

55.Feladat: Tegyiik fel, hogy a centrilis test tomege adiabatikusan valtozik.
Hogyan hat ez a bolygémozgésra?

Megoldéds: A (44) szerint
dE 0

9
_77_K7U :7__'2 2 .2 *U.
i~ o )= -5 G+ =)
Tegyiik fel, hogy az my a centrélis test tomege. Az elsé tagban ez p-ben fordul el6 és
_ myma(my + ma) — mymime _ma o m2
(m1 +mo)? mi mi+mo
Az U ardnyos my-el, igy
oU _ iy
ot - mq

Ezek alapjan

Eﬁ{&KU}
my1 | m1 + mo
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Az adiabatikussdg miatt a palyamozgdsra atlagolhatunk és ezutan felhasznéalhatjuk a

viridl tételt:

i, {LEU} _ i [&(E)QE} _ <L+2),E,
mi1 | m1 + me mi1 [ m1 + me my1 \'m1 + ms

Mivel minden idépillanatban my > mo, ezért a zardjelben 1évé tortet elhagyhatjuk a
2 mellett és hasonlé okbdl a tovabbiakban mar p-t mo-nek vehetjik. Igy

FE m1
E mi ’
ahonnan
£
— = inv.
1

Az my valtozésa nem sérti meg a forgasszimmetriat, ezért L, id6ben valtozd mi-nél
is mozgasallandd. Ezért (54) felhasznaldsdval azt talaljuk, hogy

e = inv,

mig (56) alapjan
ami = inv.

A centralis égitest tomegének lassi valtozasakor tehat a bolygdpélya excentricitdsa
nem valtozik, a nagytengely hossza a tomeg reciprokaval, a mozgds energiaja pedig a
tomegnégyzettel ardnyosan valtozik.de

56.Feladat: Mi az oka annak, hogy a Hold a Foldon két dagalydudort idéz el6:
egyet a Hold feldli, egyet a Holddal ellentétes oldalon?

Magyarazat: Ennek a lényegében kvalitativ kérdésnek a vizsgalatanal eltekinthetiink
a Nap hatasatol, valamint a Fold forgasatél, azaz feltehetjiik, hogy a Fold is mindig
ugyanazt az oldalat forditja a Hold felé'°. A Fsld-Hold rendszer relativ mozgésat
fogjuk vizsgalni, ezért a TKR-t valasztjuk vonatkoztatasi rendszernek.

Legyen Op a Fold, Oy a Hold centruma. A koordindtarendszer O origbja a
centrumokat 6sszekotd egyenesen fekszik és az OpOp szakaszt a tomegekkel forditott
aranyban osztja:

M m

|OxO| = M+mRa |OrO| = M rm

R, |OrOn| =R

(M a Fsld, m a Hold témege). A két égitest kozos w szogsebességgel kering O koriil.
Az w-t a gravitaciés vonzas és a centrifugilis er6 egyensilya hatdrozza meg:
Mm s YMm

MerR.w  R?

10A tengely koriili forgdsboél szarmazé centrifugalis eré egyenletes belapuldst idéz elS, de nem hoz
létre dagalyhulldmot.
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Ez az egyenlet egyarant vonatkoztathaté a Féldre (baloldal = M - |OrO| - w?) és a
Holdra (baloldal = m - |OgO| - w?). Innen

5 Y(M+m)
w” = B .
Legyenek A és B az égitestek centrumait 6sszekot6 egyenes és a foldfelszin met-

széspontjai és legyen
|OHA|=R—7“ |OHB|=R+’I“

(r a Fold sugara). Szamitsuk ki azt a 0F4, dFp er6t, amely az A, B pontban

elhelyezett 6 M tomegre hat. Valasszuk — mondjuk — a centrifugdlis eré irdnyat
pozitivnak:
m ym - M
6F4 = O0M-(R —r) W=
A ( M +m T) Y TR
m M+m m
= oM-~-||R _ — =
v | (v ) -
oM -~ r m
R
1

| -Or+ s F o (3]

0Fp-t r — —r helyettesitéssel kapjuk. Eszerint r < R-nél
r
5FA:—5FB:—(M+3m)5M~’y~ﬁ. (59)

Az A kornyékén 1évo tomegekre tehat a Hold iranyaba mutatd, a B koriil 1évokre a
Holddal ellentétes irdnyd netto erd hat. Ezt a foldi anyag molekuldris erdi (rugal-
massag, feliileti fesziiltség) egyenlitik ki, de ilyen erék csak dF4, dFp irdnyt defor-
méci6 eredményeképpen jonnek létre. Az (59) arapdalyerd oka tehdt réviden az, hogy
a gravitacio és a centrifugalis er6 csak az égitestek centrumaban egyenliti ki egymast
pontosan, a kézéppontokat 6sszekotd szakaszon beliil a gravitacids vonzas, azon kiviil
a centrifugalis taszitds dominal.

Megjegyzés: Noha gyorsulé vonatkoztatasi rendszerekkel csak egy kés6bbi fe-
jezetben foglalkozunk, korabbrél mar bizonyara ismeretes, hogy centrifugélis erd csak
forgé koordinatarendszerben 1ép fel. A feladatban TKR-t hasznaltunk, amely inerciarend-
szer, ezért a magyarazatban nem lett volna szabad a centrifugélis erére hivatkozni.
Azt, hogy "a centrifugdlis erd kiegyenliti (nem egyenliti ki) a vonzast" igy kell érteni,
hogy az adott w-bdl szamithaté centripetalis gyorsulds egyenlé (nem egyenld) a grav-
itacids vonzasnak megfelel6 gyorsulassal. De majd latni fogjuk, hogy ha gondolat-
ban egyiitt forgunk az égitestekkel, akkor R 4llanddsigat valéban a vonzas és a cen-
trifugélis er6 egyenstilya magyarazza.de
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57.Feladat: A Nap sokkal nagyobb erével vonzza a Foldet mint a Hold. Miért
jelent6sebb mégis a Hold altal okozott dagaly?

Magyarazat: A Nap vonzbereje kb. 180-szorosa a Holdénak, a Hold altal okozott
(12,42 6rés peribdust) dagaly mégis 2,17-szer nagyobb, mint a Nap (12 éra periédusii)
dagdlya. A magyarazat az, hogy a graviticiés vonzas 1/R%-el, az (59) 4rapalyerd
1/R3-el ardnyos, ezért az drapalyerd gyorsabban csdkken a tavolsdg novekedtével,
mint a vonzoéerd.de

58.Feladat: Hogyan hat vissza a Hold &ltal gerjesztett foldi dagély a Hold
mozgasara?

Diszkusszié: Ennek a kérdésnek a szempontjabdél mar 1ényeges a Fold forgasa. Ez
a forgas azonos irdnyt a Hold keringésével és kb. 30-szor nagyobb szdgsebességii.
A surlodas kovetkeztében a Fold részlegesen magéval ragadja a dagédlydudorokat,
a maximumukat Osszek6td egyenes ~ 2,2°-al megel6zi a Hold aktudlis irdnyat. A
surlodas fékezi a Fold forgdsat, aminek kévetkeztében a napok hossza névekszik (kb.
10-20 sec-el milli6 évenként). A Fo6ld-Hold rendszer teljes impulzusmomentumdanak
azonban meg kell maradnia, ezért részletes szamitas nélkil is tudhato, hogy a dudorok
olyan erdvel hatnak a Holdra, amely a Hold L.-jét noveli.

Feltehetjiik, hogy a Hold korpalyan kering. Az 54.feladatban lattuk, hogy ekkor L2

ardnyos f—el. Ezért a foldi dagaly hatdsara |E| csokken, a viridl tétel kovetkeztében

|U| is csokken, a Fold-Hold tévolsdgnak tehdt nénie kell. A Hold tédvolodési sebessége
ennek a hatdsnak a kovetkeztében kb. 3 m/évszézad.

Megjegyzés: A feladatban targyalt folyamat soran a Fold forgasi energidja a str-
l6dés kovetkeztében folyamatosan héenergiava alakul at, ezért a mechanikai mozgas
energidja csokken. Nyilvanvalé azonban, hogy a lassuldssal egyiittjaré impulzus-
momentum-cstkkenés nem a hémozgas impulzusmomentumét néveli, hiszen a ren-
dezetlenség miatt a molekuldknak nincs a hémozgasbél ered6 netto impulzusnyomatéka.
Ezért a mechanikai mozgas impulzusmomentuma — az energiaval ellentétben —
megmarad.éde

1.20 Kitekintés a Naprendszerre

A bolygdk nem pontosan a Kepler-megoldds szerint mozognak, mert mozgasukat a
tobbi bolygd hatasa perturbdlja.

Az ellipszispalyak helyzete valéjaban nem dllandé, hanem a sikjukban lassan forog-
nak (perihélium-vindorlds). Ezt a mozgast legpontosabban a Merktirndl lehet megfi-
gyelni, ui. a Merktrpdlydnak a legnagyobb az excentricitdsa (a Merkirnal e = 0.2066,
a Foldnél e = 0.0167). A Merkur-pélya forgdsi sebessége az alldcsillagokhoz képest a
megfigyelések szerint ~ 573 szogmdasodperc/évszdazad. Ebbdl 280" a Vénusz, 150”7 a
Jupiter, 100” a tobbi bolygd hatdsa. A hidnyzé 43”-re Einstein gravitacié-elmélete (az
altaldnos relativitds-elmélet) ad magyardzatot, amely szerint a tomegvonzas térvénye
igen kis mértékben eltér a newtonitdl.
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Az excentricitds maga is valtozik, rovid ideji (néhdny éves) ingadozasok mellett
hosszu ideji, un. szekuldris valtozasokat is mutat. Ez utébbiak idoskalaja 10000 év
nagysagrendi és a Fold esetében a 0 és a 0,068 kozotti értékekre terjed ki. Lehetséges,
hogy az e szekuldris véltozdsa szerepet jatszik a jégkorszakok kialakuldsdban (nagy
excentricitdsnal a bolygd sokkal révidebb ideig tartézkodik Napkozelben).

A Naprendszer mint egész természetesen C-tipusti (1.14 fejezet). A mozgdsa
lathatéan nem kaotikus. A 60-s években bebizonyitottdk, hogy a Naprendszerhez
hasonlé pontrendszerek (a tomeg tilnyomo része a centrélis testben van, a bolygdpé-
lydk kozel egy sikban fekiisznek és nem metszik egymdst) stabilak (nem alakul ki
benniik kdosz). Sajnos, a Neptun és a Pluto pédlydja val6jdban metszi egymést, ezért
a tétel szigortian véve a valdésagos Naprendszerre nem vonatkoztathaté, és a Naprend-
szer tovabbi sorsa — a keletkezéséhez hasonléan — a megoldatlan problémak kozé
tartozik.

A Naprendszer tavoli jovojét csak szamitégépes mddszerekkel tudjuk vizsgélni.
1988-ban publikaltdk a LONGSTOP (Long-term Gravitational Study of the Outer
Planets) program keretében a Londoni Egyetem Cray szuperszamitégépén végzett
vizsgalatot, amelyben 100 milli6 évre el6re sikeriilt megoldast kapni. Tapasztaltak
varatlan energiakicserélédést a kiils6 bolygdk kozott, de instabilitasra utald jel nem
volt.

Az MIT-ben (Massachusetts Institute of Technology) célszdmitégép késziilt a Nap-
rendszer-dinamika tanulmanyozdsira, amely 850 millié évre képes elére szdmolni (a
Naprendszer életkora 4-5 millidrd év). A Pluto mozgédsiaban kdosz jeleit talaltdk, ami
elvben kihathat az egész Naprendszerre.

Egy 1989-ben publikalt szdmitas 200 millié évre eldre josolt. A Laplace-6ta al-
kalmazott sorfejtéses mddszert hasznalta és a sorok mintegy 150000 tagjat vette fi-
gyelembe. Azt taldlta, hogy a belsé bolygdk (Merkir, Vénusz, Fold) mozgdsa a
palydjuk mentén kaotikus: ha pl. a Fold helyzetében ma 15 métert tévediink, akkor
100 milli6é év mulva a Foldet egyenletes valdszintiséggel talaljuk meg a palya barmely
pontjaban.

A Naprendszer bolygdi koriil szdmos hold taldlhatd, amelyeknek a mozgasaban
az arapaly-er6knek van meghataroz6 szerepe. A holdutazasok miatt kiilonésen nagy
erOfeszitések torténnek a mi Holdunk péalyajanak a szamitasara. Jelenleg a Hold
palyajat kb. 1 méter pontossaggal ismerjiik.

*
59.Feladat: Hatérozzuk meg U.fs(r)-t az izotrép harmonikus oszcilldtorra és
analizaljuk a radidlis mozgdst (az analizishez hasznaljuk a 12.feladatot).

1
Megoldas: Az 1.15-1.16 fejezetek képleteit kell alkalmazni U(r) = EDTQ—el.

2

1 L
Ueps(r) = 2D7"2 + 2mj“2 L. = konst.
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Uetr

V=

du,
Az ro meghatarozasa az d—eff = 0 egyenletbdl torténik, amely — mint az 1.19
r
fejezetben lattuk, — a rugalmas vonzdas és a centrifugdlis taszitas egyensulyat fejezi
ki:
L? L
Drog= —2 — 1} = L]

A jobboldal azonban mrop? alakban is frhaté, ahonnan ro-al térténé egyszertisités

utan
; D
¢l = =
m

A mozgas analizise az energia szerint:

E nem lehet kisebb U, (ro)-nal.

Amikor E = U.s¢(r0), a mozgas kérmozgas w kérfrekvencidval az ro sugaron.

E > Uecsf(ro)-nél a radidlis mozgés 0szcillacié rmin €8 Tmas kOzOtt, amelyek az
E = Ugys(r) egyenlet gyokei.

A 12.feladatbdl tudjuk, hogy az xy sikban a trajektéria

x = Acos(wt + @) y = Bsin(wt+ 3).

Legyen f = a — 7/2 és A, B helyett hasznéljunk kisbetiit. A pélyéat t kizdrdsdaval
kapjuk:
2 2
!
a b2
Ez is ellipszis, de a vonzas centruma ezuttal nem a fokuszpontban van, hanem a
geometriai kézéppontban. Nyilvan a = rmaz, b = Tmin-

Mint a Kepler-probléméaban tettiik, jeloljiik most is az azimutalis mozgas perié-
7r
dusat T’-vel. Nyilvdn T" = —, a radialis mozgas periédusa pedig T = ET/'
w

Mint latjuk T # T és a palya mégis zart, nem tolti ki stir(in az 74 < 7 < Py
korgytlirtit. Ennek az az oka, hogy T'/T egész szdm. Beldthat6, hogy a Kepler-
problémén és az izotr6p harmonikus oszcillatoron kiviil nincs t6bb olyan U(r), ame-
lynek az Osszes palydja ilyen tulajdonsdgi (Bertrand-tétel).d
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_60.Feladat: Vezessiik le az izotrép harmonikus oszcillitorra is a virial-tételt (K
és U kapcsolatat).
Megoldas: Most U a koordinatdk homogén kvadratikus fiiggvénye, ezért

P
Ox y@y 0z '

A 45 feladatban ezt a valtoztatdst elvégezve a K = U relaciéra jutunk, ami F =
2K = 2U alakban is irhatd.&

61.Feladat: Analizaljuk a sikinga mozgasét.

Megoldas: A sikinga egy [ hossziisagt sulytalan merev ridra erésitett tomeg,
amely a foldfelszin homogén gravitacids terében vizszintes tengelyre felfliggesztve
végez lengéseket. A mozgds l-szabadsigi fokd, a -t (a fuggblegestél vald eltérés
szogét) valasztjuk koordindtaként.

K= Tc,bQ U = —mglcosy

(a potencidlis energia nullpontjat a felfliggesztés magassagaban vettiik fel).
l2
L=K-U-= ngbQerglcoscp

L,= ml2p + mglsing = 0.

Ez nem A) tipusi egyenlet, de a feladat az energiamegmaradés kihasznélésédval B)
tipusiként visszavezethetd kvadratiurara.

mgl

-mgl

A mozgas analizise az energia szerint:

l2
E=K+U-= m7¢2fmglcosga,
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tehdt U(p) tolti be azt a szerepet, amit a Kepler-problémaban és az izotrép har-
monikus oszcilldtorndl Uess(r) jatszott (nincs centrifugalis potencidl). Vegyiik észre,
hogy — r-el ellentétben, — ¢ lehet negativ is.

E nem lehet kisebb —mgl-nél.
Amikor E = —mgl, az inga az alsé (stabil) egyensilyi helyzetben nyugszik.

Amikor —mgl < E < mgl, az inga 0 < & < 7 amplitudéju lengéseket végez:
—® < ¢ < & (korldtos mozgds). A @ az U(P) = FE egyenlet pozitiv megoldasa:

E
$ = arccos <—>
—mgl

Amikor E > mgl, az inga forog (végtelen mozgés).
Az E = mgl hatéresetben az inga a fels6 (instabil) egyensiilyi helyzetben nyugszik.

A lengési periddus szamitdsa: Az energia

Z2
E= ngbQ —mgl-cosp

kifejezését megoldjuk p-ra

2
O =1/—5 VE+mgl-cosop.
ml?

Ez az egyenlet a (47) mintdjara integrélhaté:

d 2
/ d — /=5 (t—to).
vV E+mgl-cosg ml

Az integral nem fejezhetd ki elemi fliggvényekkel, de numerikusan minden kiszadmithato.

|E| < mgl-nél a T lengési idé

2 o} o}
P IRy S SR, S T
2 0o VE+mgl-cosep g Jo +/cosp —cos®

Az integrandus sorfejtésével belathato, hogy

l 1 01
T(®) =2 —[1 Bl SR S }
(®) 7T\/; Y T iows” T
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A lengési periddus figg az amplitid6étol, & — w-nél végtelenhez tart. Kis am-
plitidénal azonban ez a fiiggés gyenge: a kis amplitidéji tartomanyban a lengési

l
periddus az amplitidotdl figgetlen 27y [ — érték (izokronizmus).

A kis amplitudoju lengéseket végzd ingat gyakran matematikai ingdnak nevezik. A
matematikai inga Lagrange-fiiggvényét ugy kapjuk, hogy a sikinga Lagrange-figgvényében
1
cos p ~ 1 — —¢? helyettesitést végziink. Mivel a Lagrange-fiiggvénybél a konstansok

elhagyhatdk, ezért

. mgl mi2
L= -5 5 et (60)

w:\/%.&

1.21 A kényszermozgasok targyalasa a hataselv alapjan.

Eddig csak egymastol fiiggetlen tomegpontokbdl 4ll6 rendszerekkel foglalkoztunk. Ah-
hoz, hogy véges kiterjedésii objektumokat is targyalhassunk, tisztaznunk kell, hogyan
médositjak a mozgast a tomegpontokra kirétt kényszerfeltételek (kényszerek).

A hataselv idedlisan alkalmas ennek a feladatnak a megoldasdra. Vegyiink pl. egy
mq és egy mo tomegi tomegpontot, amelyek koziil az egyik vizszintes tengelyen végez
surléddsmentes mozgast, a masik pedig fiiggblegesen zuhanhat a féldfelszin homogén
gravitdcids terében (1d. az dbrat). Mit mond a hatdselv ennek az egyszer(i rendszernek
a mozgasarol?
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Jellemezzék az i kezdeti konfiguraciot az (1, x2;) koordindtak, az f végéllapoti

konfiguraciét pedig az (z1¢, x25) koordinatak. A Lagrange-fiiggvény:
. my . ma .
L(z1,@o, @1, d2) = 793% + 7933 + myigr.

A rendszer trajektéridit egy haromdimenziés koordinatarendszerben dbrazolhatjuk,
amelynek — mondjuk — fiigg6leges tengelye az id6, vizszintes tengelyei pedig a tomeg-
pontok x7, z2 koordindtai (1d. az 4brat, amelyen felrajzoltunk egy i-t és f-t dsszekotd
trajektoridt).

(=0
te=T
0 Xoi X)
Xll 777777777 //////
X

ty
A hatéselv szerint a megvaldsulé pélya az lesz, amely mellett az S = / L-dt
ti

hatasfunkcionalnak szélsé értéke van.

A feladat egyszeriisége miatt konnyen megallapithatjuk, milyen jellegii a megvalo-
sulé trajektoria: az 1.tomegpont g gyorsulasu szabadesést végez, a 2. pedig egyenlete-
sen mozog. A két mozgas ereddje parabolapdlya. A kovetkezd dbran az xqxo-sikon
abrazoltunk egy ilyen parabolapdlydt (a trajektéria vetiiletét erre a sikra), és Gsz-
szehasonlitasul még néhany virtualis trajektoria palyajat is.
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megvalosulo trajektoria
palyaja

_ virtualis trajektoriak
palyai

De hogyan mozog a rendszer akkor, amikor a két tomeget | hossziusagi kotél
kapcsolja 6ssze? A valasz elég nyilvanvalé: a virtudlis trajektéridk csak olyanok
lehetnek, amelyeknek minden pontjaban — a kezdeti és a végallapoti konfiguraciot
is beleértve, — teljesiil az x1 + xo = [ kényszer(feltétel). FEzek kozil a virtudlis
trajektoridk koziil kell kivalasztani azt, amelynél a hatdasfunkciondlnak széls6 értéke
van (a hatdsfunkciondl ugyanaz, mint amikor még nem volt kényszerfeltétel). Ez az
4j extremalis lesz a kényszerfeltétel mellett megvaldsulé mozgas trajektoriaja.

A kényszerfeltételnek eleget tevé trajektéridk mind egy K sikban fekszenek. Ez a
stk parhuzamos a t-tengellyel, és az x1x2 koordinatasikot az x1 + o = [ egyenesben
metszi (1d. az dbrét).

/

V.

A virtualis trajektéridkat — amelyek szdma most is végtelen, — akkor "lathatjuk",
ha a nyil irdnyabdl néziink a K sikra. Koézottiik lesz a keresett megvaldsulé trajektoria
is, amelyet az alabbi egyszerii gondolatmenet alapjan taldlhatunk meg.

A kényszer kovetkeztében csak 1 fiiggetlen koordinatank van. Legyen ez — mond-
— pl. az x7 — zo kiilonbséget —, amely a kényszerfeltétellel egyiitt egyértelmiien
meghatdrozza a két tomegpont konfigurdciéjat). Ha x1-t megadjuk, ismerjik xa-t
is: w2 = | — x1. Helyettesitsiik ezt L-be, és az 0j, mar csak zi-t és &1-t tartalmazé
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Lagrange-fiiggvényt jeloljik L-el:

1
L= §(m1 + mg)jc% + migr;.

ty
Az ehhez tartozé hatafunkcional S = / L-dt. A megvaldsulé trajektéria az, amely-
t;
nél S-nek szélso értéke van.

Mivel bebizonyitottuk (13.fejezet), hogy a hatdsfunkciondlnak annél a trajek-
torianal van széls6 értéke, amely eleget tesz a Lagrange-egyenleteknek, ezért a kény-
szerfeltételes probléma mozgasegyenlete nem mas, mint az L£-bdl szarmaztathato
Lagrange-egyenlet:

Ly = (m1 +mz)¥1 —mig =0,

azaz,

. my

h=—"—g=a

1 my + m2g 1,
amelynek megoldésa
1
Tr1 = X109 + viot + §a1t2.

Az x5 a kényszerfeltétel alapjan szamithatjuk ki x; ismeretében:

1
To = l— r1 = (l — 1‘10) - Ulot - §a1t2.

A példanak szant egyszerii feladatot ezzel megoldottuk, és egyben altalanos maod-
szert taldltunk a hasonlé természetli feladatok megolddsara. A modszer lényege
igy foglalhaté ossze: Ha van n koordinatank és kozottiik k kényszerfeltétel, akkor
a szabadsagi fokok szama f = n — k és mindig kivalaszthatunk f fiiggetlen ko-
ordindtat, amelyek a kényszerfeltételekkel egyiitt meghatarozzédk a rendszer konfig-
uraciéjat. Ezutdn nem kell mast tenniink, mint az L-r6él az L-re attérni, azaz a
Lagrange-fiiggvényben a koordinatakat a fliggetlen koordinatakon keresztiil kifejezni.
A feladat fiiggetlen mozgdsegyenletei (f darab) az £ Lagrange-fiiggvényhez tartozo6
Lagrange-egyenletek lesznek!®.

Még harom problémat kell megvizsgalnunk: az energia és a kényszererék szamitasi
modszerét, valamint azokat a feltételeket, amelyeket a kényszereket megvaldsité ob-
jektumoknak teljesiteniiik kell ahhoz, hogy az itt ismertetett elmélet alkalmazhatd
legyen.

a)A kényszermozgés energidjat természetesen gy kapjuk meg, hogy az eredeti
L-bél (43) alapjan kaphaté E-ben a koordindtdkat és a sebességeket a fiiggetlen ko-
ordinatakon és sebességeken keresztiil fejezziik ki. Az igy kaphato 0j fiiggvényt E-vel
jeloljiik. Példankban

8(.%1,.7-71):@15—; +i2§)—il';2—[/ ZWi%—mlgIL

1221711

M A sikinga targyaldsanal (61.Feladat) hallgatélagosan ezt az eléirast alkalmaztuk, amikor egyetlen
fiiggetlen koordinatdt hasznaltunk (a ¢-t).
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Feltéve, hogy a kényszerfeltételek nem fliggnek explicite az iddtol, ugyanezt az en-
ergiat kozvetleniil £-bél is megkaphatjuk (43) segitségével:
oL mi+m
&= .7-71,— — L= g.ﬁ% —mi1gxry.
I 2
Amikor azonban a kényszerfeltételben explicite szerepel a ¢ id6, az £-bél a (43) segit-
ségével képzett mennyiség nem azonos E-vel, ezért a masodik mddszer ilyenkor nem
hasznalhat6 az energia szamitasara.
Az 4llitas igazoldsahoz tegyiik fel, hogy feladatunkban a kotél hossza idében meg-
adott médon valtozik, azaz x1 + x2 = [(t), ahol I(t) az id6 ismert fiiggvénye. Ekkor

E(xl,dcl,t) = L($1,Ig,il,i2)|12:mlil(t) = L(Il,l(t) — Il,il,j(t) — il),

ezért — a kozvetett fliggvény derivaldsi szabalya alapjan —

% |:6L(I17x27$17$2) + 8L($1,l‘2,£‘517$2) 6$2
01

— Oiry iy a—il]wzau)_% .

o3
Azonban ﬂ =—1, igy
8991

% o |:8L($1,ZC2,Z.517$2) o 6L($17x2)i1)i2):|
011 oty Ota 1‘2=x1—l(t)'

Ennek a képletnek az alapjan azt taldljuk, hogy

. 8£ . 8L(x1,x2,jz1,a’c2) . 8L(x1,x2,jz1,a’c2)

T1— L= |11 - - 1 -
Z1 axl S~~~ 6$2

T azzzl(t)le

- L

Helyettesitsiik a nyillal megjelolt &1-t (I(t) — &2 )-vel, és némileg rendezziik 4t a kapott
képletet. Ezt kapjuk:

oL oL Ly, d oL r1,d
s s [9.31 (xlvx.%$1;$2)+:b2 (xl,w'z,xhxz)iL
i 0 O wa=l(t) 1
. OL
i) (—) ,
al’Q azzzl(t)le
amit

oL /0L
= _r—e—iw) [ Z
P (t) (85’32)1,2:“75)_961

alakban is felirhatunk. Mint 14tjuk, a baloldal csak akkor egyenlé E-vel, ha i (t) =0.
b)A kényszerersk szamitdsa:
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Tegyiik fel, hogy az F' 1# , FQ# kényszererdk valamilyen U7 eréfiiggvénybdl szamithatok.
Ha ismernénk U#-t, akkor az L# = L — U# Lagrange-fiiggvényhez tartozé Lf =0,
Lf = 0 Lagrange-egyenletek lennének a mozgasegyenletek. Ezek

1=

# #
ou Ly— ou

B 8I1 B 8I2
alakban is irhaték. A jobboldalon azonban
oU# ou#
_oUT o _oUT e
81‘1 + 1 8932 + 27
ezért a kényszerertket az
d 0L oL
Ff = Li=—7— -+
! YT dtoi o
d 0L oL
Ff = Ly=—=2-—-=
2 T dt Oy Omy

egyenletek segitségével lehet kiszamitani igy, hogy a jobboldalon a derivalasok elvégzése
utan kihasznéljuk a kényszerfeltételeket.

Esettiinkben
. mimeso
F* = Ly=myi—mig=m(a —g) = ———"2_
1 1 121 19 1(a1 —g) ™y + g
. mims
F# = L = €To = —Qa _ (.
2 2 = MaZs = ma(—a1) .

A kényszererdk (kotélerd) tehat egyenld nagysigiak és a testeket a kotél irdnydba
hizzék (mivel negativak, x1-t és xo-t csokkenteni igyekeznek).

c) A kényszererék olyan valddi (kiilsé vagy belst) erék, amelyeket egy elére megadott
er6torvény helyett abbdl a geometriai feltételbdl hatarozunk meg, hogy a rendszer az
eléirt kényszerfeltételekkel 6sszhangban mozogjon.

A kényszererdk forrasai a kényszerfeltételeket biztositd kiilonféle objektumok (rudak,
felilletek, kotelek stb). Ezeknek feltétlentil deformdlddniuk kell ahhoz, hogy kényszer-
er6k ébredjenek benniik. Masrészt a méreteiket meg kell 6rizniiik annak érdekében,
hogy pontosan az eldirt kényszerfeltételeket réjak ki a rendszerre. Hogyan lehet 0sz-
szeegyeztetni ezt a két nyilvanvaléan ellentmondé kévetelményt?

Azt a kényszerfeltételt pl., hogy két tomegpont mindig ugyanabban az R tavolsig-
ban legyen egymastol ((z1 — x2)2 + (y1 — y2)? + (21 — 22)? = R?) egy stilytalan merev
rud valésitja meg, amely egy konnyti, igen nagy rugalmas allandéji rid idealizacidja.
A terheletlen (fesziiltségmentes) rid hossza legyen az eldirt R, a megnytldst pedig
jeloljiik z-el (az = természetesen lehet negativ is). Kis megnyildsndl (az x els6 rend-
jében) a rudban ébred§ fesziiltség F = —Dzx. Ez a linedris oszcilldtorbdl jol ismert
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1
direkcids erd képlete, amelyhez az U = =Daz? potenciélis energia tartozik: ekkora

rugalmas energia halmozdédik fel a rudban (kis)  megnytldsnal.

Az F fesziiltség a rad altal kifejtett kényszererd, amelynek a mozgas minden adott
pillanatdban meghatarozott értéket kell felvennie ahhoz, hogy a témegpontok R tavol-
sagra maradjanak egymastol. Rogzitsiik tehat F-t és kozelitsiik a rudat az idedlishoz:
D — 0. Mivel |F| = |D|-|z|, ekkor x — 0, tehat barmekkora kényszererd elérhetd
tetsz6legesen kis deformécié mellett. Ezért nincs ellentmondés abban, hogy a kény-
szerfeltételek pontos teljesiilésével egyidejlileg kényszererk létezését is megengedjiik.

Hasznos lesz az idedlis kényszereknek ezt a tulajdonsagat az energia fogalmanak
a segitségével is kifejezni. Az el6z6 képletek felhasznaldsival a rud rugalmas en-
ergidja U = §|F | - |z| alakban is felirhat6, amibél kévetkezik, hogy D — oo-nél
F = konstans koévetkeztében U — 0: idedlis hataresetben a kényszerek tugy fe-
jtik ki a hatdsukat, hogy a belsd rugalmas energidjuk alland6 (zérus). Mivel azt is
feltételezziik, hogy a kényszereket megvaldsité tédrgyak (rudak, kotelek, stb) tomege
elhanyagolhatd, ezért nemcsak rugalmas energidjuk, hanem mozgasi energiajuk is
zérus. Osszefoglalva tehat azt mondhatjuk, hogy az idedlis kényszerek tigy hatnak,
hogy miikodésiikkel nem valtoztatjak meg a rendszer energidjat.

A fenti gondolatmenetben kimondatlanul feltettiik, hogy a kényszerfeltételek nem
fuggenek explicite az id6t6l. Amikor ez nem teljesiil, a kényszererék munkdja még
idedlis esetben sem zérus a kényszerfeltételekkel 6sszeféré mozgas soran. Ezt elegendd
egyetlen példaval illusztralni. Tekintsiink egy tomegpontot, amely surléddsmentesen
mozog a z = 0 vizszintes sikon a foldfelszin gravitacios terében. A z = 0 kényszerfelté-
tel nem figg ¢-t0l és a példa egyszeriisége miatt nyilvanvald, hogy a kényszereré —
amely a z = 0 sikra mer§legesen felfelé mutat —, a kényszerfeltétellel osszeférd (vizsz-
intes irdnyi) mozgés sordan nem végez munkat'?. Ha azonban a vizszintes sk egy lift
padldja, amely konstans v sebességgel mozog felfelé (a kényszerfeltétel z — vt = 0 ex-
plicite figg az id6tél), akkor a témegpont elmozduldsdban lesz fiiggéleges komponens
akkor is, amikor az elmozdulas a kényszerfeltétellel 6sszhangban torténik, és ezért a
kényszerer6 munkaja nem lesz zérus.

Az idedlis kényszereknek ezeket a tulajdonsagait nevezik a virtudlis munka elvének.
Ez az elv azt fejezi ki, hogy a kényszerfeltételekkel 6sszeférd infinitezimélis elmozdula-
sok soran a kényszerer6k munkaja zérus. A "virtualis" jelz6 arra utal, hogy amikor
a kényszerfeltételek explicite fiiggenek az id6tél, a szobanforgd infinitezimélis elmoz-
dulasok nem felelnek meg pontosan a kényszerfeltételeknek: a kényszererok munkaja
csak az adott pillanatban befagyasztott kényszerfeltételekkel 6sszeféré elmozdulasokon
zérus.

A kényszermozgésok elmélete erre az elvre alapozva is kidolgozhaté. Mi ehelyett
a hatdselvbol indultunk ki. Targyalasunkban a kényszerek idedlis voltat az a feltevés

12Ebbél a példabél azonban nem szabad arra kovetkeztetni, hogy a kényszerer§ mindig merdleges
az elmozduldsra: gondoljunk pl. az Atwood-féle ejtdgépre (csigdn atvetett kotél végein két tomeg
16g).
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fejezi ki, hogy az energiat az eredeti, kényszermentes mozgas energiaképlete alapjan
szamitjuk gy, hogy azt a fiiggetlen koordinatakon és sebességeken keresztiil fejezziik
ki (E = ¢&). Amikor a kényszerfeltételek explicite fliggnek az id6t6l, az & — és az L is
— tartalmazni fogja a t valtozot. Ez mutatja, hogy a rendszer energidja nem marad
meg, és vagy a kényszererk végeznek munkat a rendszeren, vagy a rendszer végez
munkat a kényszerfeltételeket megvaldsité objektumokon.

62.Feladat: Stlytalan csign atvetett stlytalan kotél egyik végére m; témeget
erOsitiink, a masik szdlon mso tomegl majom kuszik a kotélhez képest a = konstans
gyorsulassal. Analizdljuk a mozgast a Lagrange-modszerrel!
Megoldas:
mi .o M2 .9

K = - A + 5 % U = —g(miz1 + maza).

A kényszerfeltétel

1
z21+zo=1— EatQ, (61)

a felfelé kuszasnak a > 0 felel meg.
A z-t tekintjiik fiiggetlennek:

my . ma
PR
mi1 + mo . . m 1
= %zf + amat - 21 + g(my —ma)z1 + [72a2t2 + gma(l — EatQ)]

L

1
(—at — %)%+ g[mlzl + ma(l — §at2 — zl)] =

Az utolsé tagot elhagyhatjuk, mert nines benne se koordindta, se sebesség. Igy az

m1+ma .o

L = 5 AL + amat - 21 + g(my —ma)z1

ekvivalens Lagrange-fliggvénnyel szdmolhatunk.
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A mozgésegyenlet

1= (m1+mg)% 4+ amg — g(my —mgy) =0,

. (m1—ma)g—maa _
Z1 = = aj
m1 + mo

. . (ma —my)g —mia
zZ9 = —Qa—ZzZ1= = as.
mi + meo

A majom tehat ao, a sily a; gyorsuldassal mozog a f6ldhéz képest fiiggélegesen lefelé
(vagyis a; > 0-nél m; lefelé gyorsul).
A kotélerd

mims

Fl#:lemlélfgml:ml(alfg):f (a+29),

m1 + mo

és FQ# ugyanekkora. Az 1,2 indexet tehat elhagyhatjuk.

A kotél csak huzderdt képes kifejteni, ezért csak addig miikodik rendeltetésszertien,
amig F# < 0, azaz a > —2¢g. Amikor éppen a = —2¢, a majom a f5ldhoz képest g
gyorsuldssal mozog lefelé, tehat akér el is engedheti a kételet (F# = 0). Ekkor a stly
is g gyorsulassal esik, ezért —2g a majom gyorsulasa a kotélhez képest.

Az (61) kényszerfeltétel explicite fiigg az id6t6l, ezért E nem szadmithaté L£-bél,
hanem kozvetleniil L-bél kell kiindulni:

my . ma |
E=K+U-= 712% + 7223 — g(myz1 + maz2).
Ide a
Lo
21 = zo+vot+ §a1t
1
20 = (l — Zo) —vot + §a2t2
altaldnos megoldas helyettesitendo:
m m 1
E = 71(1)0 +ayt)? + 72(71)0 + aot)? — g[ml(zo + vot + §a1t2)

1
+ mg(l — 20 — Uot —+ §a2t2)} =

1 1
= 3 [mlal(al —g) + maaz(az — g)]t2 +FEy = —§aF#t2 + By,

ahol Ey a t = 0-beli energia.
Mint 1atjuk, az energia nem marad meg. A kényszerfeltétel explicit idéfliggése
miatt ugyanis az idébeli eltolds nem szimmetria.
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A kényszererdk teljesitménye
E = —at-F* = tat-|F*|,

vagyis a > 0-nél a kényszererd (a majom) végez munkat a rendszeren. A majom
mozgasiranya a kotélhez képest ekkor egybeesik a majomra hat6 kotélerd iranyaval.
Amikor azonban —2¢ < a < 0, akkor E < 0, és a rendszer végez munkét a kényszererd
ellenében.d

63.Feladat: M témegi lejté strléddsmentesen cstiszik vizszintes sikon. A lejtén
m tOmegll test cstuszik szintén sirléddsmentesen. Analizaljuk a mozgast Lagrange-
modszerrel!

Megoldas:

Most n = 3, de X, z,y kozott van egy kényszer:
h—y= (X —x)tga.
Igy f = 2. Legyen a két fiiggetlen koordindta X és s:

r=X—s-cosa y=h—s-sina.

M m

L = ?XQ—FE (X—é-cosa)2+(—é-sina)2 —mg(h—s-sina) =
M . .
= ;rmXQJr%52fm~cosa~Xs+mgsina~sfmgh.

Az X ciklikus koordinata, a hozza tartozé

oc

P=—
0X

= (M +m)X —mcosa -3 (62)
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altalanositott impulzus — az impulzus vizszintes komponense, — mozgasalland6. Ez
a megmarad6 mennyiség tartozik a vizszintes eltolashoz, amely szimmetriaja a rend-
szernek.

0L 0L M+m_ .o m.q

E:Xa—XJrs%fE: > X+ 25 —m-cosa- X§—mgsina-s+mgh.

X-t helyettesithetjiik (62)-bél:

. P i
X - +mecosa - $
M+m
Ezt £ kifejezésébe irva és Osszevonva az
M’ p?
g 2 . . hy —
5 S mgsina - S+ mg +2(M—|—m)
egyenletre jutunk, amelyben
m

M =
M4+m

(M +m -sin® a).

A feladatot ezzel visszavezettiik kvadratarara, ui.

tf,in/ s +t
M"J /(& —mgh) + mgsina - s o

P2
(M +m)
A megoldés azonban egyszeriibben is megtalalhato, ha észrevessziik, hogy — a lényegte-
len additiv allandétdl eltekintve, — (63) nem mds, mint egy szabadon es6 M’ tomegili
test energidja az s megtett Ut fliggvényében (ld. az abrét), feltéve, hogy a nehézségi
gyorsulds nem g, hanem

ahol
& =¢

,  msina (M +m)sina
M g7M+m~sin2ag'
s=0
G -

|
YK
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A vesszés konstansokkal felirva

M/
E= 7s2fg’M’~s+mgh.

Ennek az energiaképletnek az egyenletesen gyorsulé mozgés tesz eleget. Specidlisan
az s = § = 0 kezdofeltétel mellett

l'tQ* (M 4+ m)sina .2
2 - 2(M +m-sin®a)”

S =

A test tehat konstans g’ gyorsuldssal mozog a lejtéhoz képest.
A lejté mozgésa: Ha ¢ = 0-ban a lejtd is nyugodott, akkor (62)-ben P = 0 és

. mcosa , mg sin 2«

X = § = —
M+m 2(M 4+ m -sin® a)

¥ o mgsin2-oz2 .
2(M + msin® «)

Ezzel a konstans gyorsuldssal mozog a lejto.
A lejtére hat6 kényszererd (reakciterd) vizszintes komponense

Mmgsin 2a

Ff=Ly=MX=—™="""—"—/_
X X 2(M + msin® a)

A lejton cstszd tomegre hatd kényszereré komponensei:

.. M in 2
F# = Lm:mi:m(Xfécosa):an_g
2(M 4 msin® «)
Mmgcos® a
F#¥ = L,=mj+mg=—msina-§+mg=-—"———.
Y Y Y g g M + msin? o

Latjuk, hogy a vizszintes komponensekre teljesiil a hatas-ellenhatds torvénye.
Az F7# kényszererd a lejtére merdleges iranyt (ugyanis Fi7 cos a + Ff sina = 0),

és nagysaga mg cos . Ez kisebb, mint a rogzitett — vagy végtelen M

M + msin® «
tomegli — lejto esetében fellépd mg cos o kényszerero.

64.Feladat: Rogzitett lejtén m tomegti, r sugari tengelyszimmetrikus témegel-
oszlasu abroncs gordiil cstszasmentesen. Analizaljuk a mozgast Lagrange-modszerrel!

2

Megoldas: A tehetetlenségi nyomaték © = mr?, ezért

L=K-U K=2@"+i")+351%" U=mgy.
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A cstiszdsmentességet az AP = ro egyenléség fejezi ki (o = 0-nal A és B egy-
beesik). Eszerint

x = b—r(pcosa+sina) } (64)

y = h—r(gsina—cosa).

Az egyetlen fiiggetlen koordinataként célszerii -t valasztani.
m m
L = 5 (—rcosa- @) + (—rsina- gb)Q} + 57%';2

— mg[(h+rcosa)—r-sina- | =

= mr2<,b2 + mgrsina - ¢ —mg(h + rcos ),

£ =mr’p? —mgrsina - ¢ +mg(h +rcosa). (65)

Az £, = 0 Lagrange-egyenletb8l a ¢(0) = ¢(0) = 0 kezdéfeltételhez tartozéd
megoldés

Lo
= —0ft
® 26,
ahol .
_ gsina
= 2r

a szoggyorsulds.
A kényszererék koziil el6szor a ¢-hez tartozot szamoljuk ki, amely — mivel a ¢
sz0gvaltozd, — nem erd, hanem forgatényomaték (1d. a 14.fejezetet):

1
Ff =mrip =mrip = 3™mrg sin a.

F# 1
Ezt a forgatényomatékot az —— == —mgsina tapaddsi sirléddsi erd hozza létre,
r

amely a tapadési pontban hat a hengerre, és a lejté mentén folfelé mutat (ez felel meg
a ¢ novekedési irdnyanak).

gsin«

Ff:m:i:fmrc,b~cosa::m~ - cos q,
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gsin «
2

Ff:mermg:fmrgbsinaerg:fm -sina 4+ mg.

Vildgosabb fizikai jelentése van azonban az F# = (F#, Fy#) erd lejtore merdleges és
a lejtével tangencidlis komponensének, amelyek a kovetkezok:

F# = —F#sina + Ff COS (v = Mg COoS

- 1 Ff
Ff = F¥ cosaJrFy# sino = imgsina = —=,
r
Mint latjuk, a lejté teljesen kompenzalja a stily lejtore merdleges komponensét, a
lejtével parhuzamos komponensnek pedig a felét kompenzalja (a tapadési strlodas
segitségével).de

1.22 A linearis harmonikus oszcillator

Linearis harmonikus oszcillditornak nevezziik azokat az 1-szabadsagi foku rendsz-
ereket, amelyeknek a Lagrange-fliiggvénye

L=C(*—w?¢®) (C, w konstansok) (66)

m D
alaki. Ide tartozik pl. a rugéra erdsitett tomeg (C' = 5 W= 1/ —) és a matematikai
m

Z2
mT, w= %, 1d. (60)-t). Az aldbbiakban a hatdrozottsig kedvéért rugéra

gondolunk, w helyett wy-t és a ¢ helyett z-t hasznalunk:

inga (C' =

L:-g@Q—wﬁx%. (67)

A mozgasegyenlet
&+ wolx = 0. (68)

Az éltalanos megoldést (5) adja:

x = A-cos(wot + ).

Szétarts
A — amplitudé
wo — (kor)frekvencia
(wot + ) — fazis
o — fazisdllandé
2m P
T=— — periédus(idf).
wWo

13 Az alabbiakbél vildgos lesz, hogy az wo teljes meghatdrozdsa: a csillapitatlan szabad rezgés
korfrekvencidja.
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65.Feladat: Keressiik (68)-nak azt a partikularis megoldésat, amely xq, vo kezdésebességii
és kezdbhelyzeti rezgést ir le.

Megoldas: Az altalanos megoldasban

2 3 Yo
A= lxg+ —, tga = —
0 wWoZo
Csillapitas: Feltessziik, hogy a kozegellenallds aranyos a sebességgel: Fy = — (4.

A rugd mozgédsegyenlete a kozegellenallas figyelembevételével

ma + B¢ + Dx =0, (69)
ami a k = 2£ konstans segitségével a (68)-nak megfelel§
m

&+ 2kE 4 wiz =0 (70)

alakban is irhato.

c sz

dE d(m ., D , L (69) .9
= dt<2x+2$) &(mi + Dzx) Bi

Az i-tal ardnyos csillapitési tagot is tartalmazo (69) mozgasegyenlethez nem tall-
haté olyan Lagrange-fliggvény, amely a koriillmények explicit id6tol valé fliggetlen-
ségének megfeleléen maga sem fiigg explicite t-t6l.Ez a Noether-tételbdl kovetkezik:
Ha 1étezne ilyen L, akkor — mivel feltevés szerint nem fiigg explicite t-t61, — a mozgas
soran az energia megmaradna, és ez ellentmond a fentebbi képletnek. Ez a példa mu-
tatja, hogy a Lagrange-elmélet érvényességi kore szitkebb, mint a Newton-egyenleteké.

A (70) megoldasa a csillapitds mértékétél fiiggben hdrom tipusba sorolhaté:

i) k < wp (gyenge csillapités).

Az altalanos megoldés ekkor

z=A-e "eos(wt+a), w=1/wd— K2

Ez egy w korfrekvencidju rezgés, amelynek az amplitiddja exponencialisan csokken:
T =1/k id6 alatt csokken az e-d részére. A 7 neve: id6allando.
ii) kK > wy (erds csillapités).

x:eiﬁt-(A-e)‘t—i—B-e*)‘t), A= /K2 — w3,

Ez a megoldas két exponencialisan csokken6 tag 6sszege, oszcillaciot nem tartalmaz.
iii) kK = wo.
x=(Ag+ Ast) - et
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A tovabbiakban a hatdrozottsig kedvéért mindig a gyenge csillapitasrol lesz sz0,
ez az eset fordul el6 a legtobbszor a gyakorlatban.

66.Feladat: Igazoljuk a fenti megolddsok helyességét.d

Tegyiik fel most, hogy a csillapitott oszcillatorra kiilsé gerjesztd erd is hat, amely
megadott médon fiigg az id6t6l. A mozgasegyenlet ekkor

mi + Bi + Dz = F(t),

ami az 1
i+ 2k + wir = —F(t). (71)
m

alakban is frhaté.
Legyen a kiils6 erd peridédikus, Q korfrekvencidval (gerjesztési frekvencia): F(t) =
f-cosQt, f = konstans. Akkor

i+ 2kd + wir = % - cos Q. (72)

A (70) egyenlet kiilonlegessége az, hogy homogén linedris: ha x1(t) és xa(t) két
megoldas, akkor ¢y21(t) 4+ cox2(t) is megoldas tetszdleges cq, c2 konstansokkal. A (72)
pedig linedris inhomogén egyenlet, amelynek altaldnos megolddsa a (70) homogén
egyenlet altaldnos megolddsdnak (amelyet szabad rezgésnek neveziink) és (72) egy
partikuldris megolddsénak az Gsszege. Mivel (70) altaldnos megolddsat mar ismerjiik,
a (72) egy partikuldris megolddsat kell megtaldlnunk.

Ezt célszerii komplex alakban keresni. Vegyiik észre, hogy cos Qt = Rt Legyen
z = x + iy. Ekkor (72) megegyezik a

542Kz +wiz = ieiﬂt (73)
m
komplex egyenlet valés részével. A partikuldris megoldést célszert

alakban keresni (A pozitiv valés konstans). Amikor ui. ezt a probakifejezést (73)-ba
irjuk, az 152 exponencialis faktor kiegyszeriisodik, és .Ae“s—ra algebrai egyenlet marad
vissza. Az id6fiiggé exponensnek ez a kiesése indokolja a komplex alak haszndlatat.
Eszerint

(—Q2 + 2ikQ + w2) Aeld = %
1 /

Aetd =

(W2 —02)+i-26Q m

Az A amplitido6 ennek a komplex kifejezésnek az abszolit értéke
f

m\/(wg —02)2 4 4k20)2

A:
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a ¢ pedig a fazisa:
2k82
0 = —arctg———. 75
arc gw% — (75)

Ezek a képletek a

Rz = A-cos(2 +9)
partikularis megoldast, amelyet kényszerrezgésnek neveziink, egyértelmiien meghataroz-
zak.

Irjuk fel az altalanos megoldast gyenge csillapitdsnal:

z(t)=A- et cos(wt + a) + A - cos(Q2t + 9), (76)

ahol Kk = 2£, w = ws — k2, At és 0-t pedig (74), (75) hatdrozza meg. A két
m

onkényesen valaszthatd konstans A és a. Ezeket a kezdéfeltételekbdl hatarozhatjuk

meg. Amikor pl. az oszcilldtor a gerjesztés bekapcsolasaig nyugodott, az A és az «

az

Acosa+ Acosd =0
#(0) = —kAcosa— Awsina — AQsind =0

]
—~

o
=

I

egyenletrendszer megoldasai.

Létjuk, hogy a két 6nkényes konstans a (76) els6 tagjaban fordul csak eld, amely
a homogén egyenlet megoldésa, és néhdnyszor T idd utdn teljesen elhanyagolhatovd
valik (tranziens): a konkrét kezdeti feltételek "elfelejtddnek", és a megoldds a kény-
szerrezgésbe megy at.

Amikor -t az wy kérnyezetében véaltoztatjuk, a kényszerrezgés A amplituddja egy
bizonyos €, frekvencidnal maximalis (rezonancia-frekvencia). Vegyiik észre, hogy A
az ekvivalens

A= / (77)
m\/(wg —2Kk2 — 02)2 + 4k2 (W2 — K2)

alakban is irhaté, ahonnan nyilvanvalé, hogy

Q. = Jwd — 2K2.

Ha a (75) alapjan felrajzoljuk -t az Q) gerjesztési frekvencia fiiggvényében, nullabél
indul6 monoton csokkend gorbét kapunk, amely Q0 — co-nél —n-hez tart. A kitérés
fazisa tehat mindig késik a gerjesztd er6hoz képest (§ < 0). Specidlisan Q = wp-nél
§d=—m/2.
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A tovdbbiakban az energia disszipacidjat analizéljuk a kényszerrezgés soran. Ekkor
x=Acos(Q+9) & =-0Asin(Qt +9),

ezért
|E(Q)] = Bi? = 2mKrQ2 A% sin?(Qt + 6).

Ezt a kifejezést atlagoljuk a rezgési periédusra, de az atlagolt mennyiségre nem
vezetiink be 1j jelolést. atlagolas utan tehat

. Q2 2
()] = mr02a? D iy

(78)
m (92 - Q%)2 + 4k2 (w3 — K2)

Korlatozédjunk a nagyon gyenge csillapitds esetére (k < wp). Ekkor a (78) jobb-
oldala Q # Q,-nél praktikusan nulla (k-val ardnyos), 2 = Q,-nél pedig nagyon nagy
(1/k-val ardnyos): a gorbe egyetlen keskeny magas cstcsbol 4ll az €, rezonancia-
frekvenciandl (rezonancia-gorbe):

[E(Q)]

~ 4mk

Q

A rezonancia-gorbe AQ (rezonancia)szélességét (vagy sdvszélességét) a gorbe alatti
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teriiletnek és a gérbe magassdganak a hanyadosa jellemzi:

| 1B
AQ = *00_—
B©))

A nevezé a k legalacsonyabb rendjében f2/4mk-val egyenlé. A szamlalébeli integral
kiszdmithaté és k — 0-nal wf2/2m-hez tart. Igy a rezonancia-szélességet a AQ =
27k képlet adja. Latjuk, hogy a k csillapitasi allandé kozvetleniil meghatarozza a
rezgés két egészen kiillonbozé tulajdonsagat: a szabad rezgések lecsengési idéallanddjat
(r = 1/k), valamint azt az Q, — AQ/2 < Q < Q, + AQ/2 gerjesztési frekvencia-
tartomanyt (rezonancia-tartomdny), amelyben az oszcilldtor effektiven gerjesztheté.
Az egyik tulajdonsigot mérve a maésikat is automatikusan megkapjuk.
A AQ = 27k képletet atirhatjuk

T-AQ =27 (79)

alakba, amely azt fejezi ki, hogy a rezonanciaszélesség és az id6allandé valamelyikének
névelése a masik olyan csokkenését idézi el6, hogy a szorzatuk alland6é maradjon.
A disszipaciot vizsgalhatjuk a gerjeszté erd oldalardl is, amelynek a teljesitménye

1
P=gF =—-AQsin(Qt + ) - fcosQt = 5.AQf[f sin(2Qt 4 §) — sin d].
Ez a teljesitmény akkor maximélis, amikor a [ ]-ben az els6 tag +1, ezért
1 .
Proe = §Aﬂf[1 — sin d].
Masrészt az atlagteljesitmény, amit ugyancsak P-vel fogunk jel6lni,
1
P= 75AQfsin5 (80)

-val egyenld, és igy
P sin §

Prge sind—1"

Lattuk, hogy amikor Q-val 0-t6] végtelen felé tartunk, a § fazis 0-r6l —m-re csokken.
Nagyon gyenge csillapitasnal ez a csokkenés szinte ugrasszeriien kévetkezik be az wq
frekvencianal, amely el6tt 0 praktikusan nulla, utdna pedig —w. Ennek kévetkeztében
P/ Ppqz is csak a rezonancia-frekvencia kozvetlen kornyezetében kiilonbozik észreve-
hetéen zérustdl, ahol 1/2 magasségi csicsa van.

atlagolas utan természetesen |E| = P, amint az a képleteink segitségével kozvetleniil
is ellendrizhetd: a kényszerrezgés soran az oszcillator dtlagosan annyi energiat veszit
(|E|). amennyit a gerjesztd erd forrasa beletaplal (P). Ha az oszcillitor hasznos
munkét végez (pl. Oramfivet hajt), akkor P a hasznos teljesitmény. A gerjesztd
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er6 forrasanak azonban P,,,, teljesitmény leaddsara kell képesnek lennie. Optimalis
esetben (§ = —7/2) ez a P kétszerese. Ettdl eltérd fazisértékeknél azonban P,,q,
lényegesen nagyobb lehet 2P-nél, ugyanis jelentés mennyiségii energia ingadozik a
gerjeszto er6 forrdsa és az oszcillator kozott, és ez foloslegesen terheli a forrast. Ny-
ilvanval6, hogy ebbdl a szempontbol célszerii a paramétereket ugy valasztani, hogy
a —/2 kozelében legyen.

A soros kapcsoldsi RC L-kontir, mint csillapitott harmonikus oszcillator:
Egy ilyen kontur differencidlegyenlete

LQ+RQ+%Q=U.

A (71)-t megeléz6 egyenlettel vald Gsszevetés alapjdn a @ toltésnek a rugéndl az x
kitérés, az U fesziiltségnek az F' gerjeszto ero felel meg, tovabba

m+«—L pf+— R D<+—1/C,

1 R AQ TR
wo < \/T_C R < i < T
A § a Q relativ fazisa U-hoz képest, de az dramkoroknél inkdbb a Q = T dram U-
hoz képesti relativ fazisat hasznaljik, amelyet -vel jelolnek. Az oszcillitor nyelvén
ez a sz0g az © = —AQsin(Qt 4+ 0) = AQcos(QU + § + 7/2) sebesség relativ fazisa
F = fcosQt-hez képest, azaz p =5 + /2 (—7/2 < p < 7/2).
Mivel f Upmaz-nak, AQ pedig Z,,q,-nak felel meg, ezért dramkoroknél a (80) a

1
P = §Im,ml/l,,mz cos = IU cosp

1 1
alakot oOlti, ahol I = —QImal. és U = Eumax az T és a U négyzetatlagabdl vont

négyzetgyok. Az dramforrds terhelése — mint jOl ismert — akkor optimalis, amikor
 kozel van a nullahoz.

1.23 Csatolt rezgések.

Induljunk ki az un. Wilberforce-inga példajabol, amely egy rugéra fiiggesztett korong.
Mint az abran lathatd, az ingdnak két szabadsagi foka, és ennek megfeleléen két
fliggetlen koordinataja van. A z koordindta irja le a figgéleges iranyu rezgést, a ¢
pedig a korong torziés mozgasat a vizszintes sikban.

84



Mi lesz a Lagrange-fiiggvény? A kinetikus energiaval nincs probléma, ez nyilvan

m ©
K =22+ -¢,
27 T 3¥
ahol m és © a korong tomege és szimmetriatengelyéhez viszonyitott tehetetlenségi
nyomatéka. A potencidlis energidt azonban nem ismerjiik, csak annyit tudhatunk
réla, hogy
U(Za 50) = —mgz+ UT(Za 90);

ahol U, a rugdéban térolt rugalmas — nyulasi és torziés — energia. A mozgisegyen-
letek:

L, = méfngraUT:O
0z
oU,
L, = ¢ =0.
v @+ 90 0

Fizikai okokbdl nyilvanvald, hogy a rendszernek van stabil egyensiilyi allapota,
amelyben z és ¢ konstans. A mozgasegyenletek szerint ezeket a konstans értékeket a

oU ou, oU  oU,

&Z_mﬁ 9z Do Bp

(81)

egyenletek hatdrozzédk meg.
allapodjunk meg abban, hogy z és ¢ kezd6pontjat az egyensilyi helyzettol szamitjuk,
azaz nyugalmi helyzetben z = ¢ = 0. E megallapodés mellett (81) azt fejezi ki, hogy
az U(z,p) figgvénynek az origéban (z = ¢ = 0-ndl) széls§ értéke van. A szélsd
értéknek minimumnak kell lennie, mivel a szébanforgd egyensulyi helyzet stabil.
Korlatozédjunk a stabil egyensulyi helyzet korili kis elmozdulasokra (kis rezgés
kozelités). Az elmozduldsokat abban az esetben tekintjiik kicsinek, ha az U(z, p)
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potencialis energia z = ¢ = 0 koriili hatvanysoraban a kvadratikusnal magasabb
tagok elhanyagolhatdan kicsik, azaz, ha

$) o 8209089002 8220290 85020908,28900
(82)
(a 0-indexszel megjeldlt mennyiségek z = ¢ = 0-nél szdmitanddk).

A (81)-bél kovetkezik, hogy (82)-ben a két linedris tag koefficiense zérus

(g—g)o = (g—g)o =0 (z=¢ =0 egyenstilyi helyzet.),

az Uy konstansot pedig el lehet hagyni.
A z%-es tag a rugd megnyuildsbol szdrmazé potencidlis energidja, ezért logikus

1
§D22-ként felirni, vagyis (ﬁ) azonos a D rugalmas allandéval. Hasonléan, a
z
0
1
p2-es tag a rugd torzidbdl szdrmazé potencidlis energidja, amelyet EkapQ—ként szokas
o _(0%U 9
felirni, vagyis 907 azonos a k torzids konstanssal.
14
Kis rezgés kozelitésben tehat a Lagrange fiiggvény a kovetkezd:
m ] D k
L=—34+ 2902 - =222 —a-zp. 83
5 TG T gE gy (83)
0*U

Az utolsé tagban bevezettikk az o = konstansot, amely a fiiggbleges meg-

0200 )
nyulas és a torzié egymasrahatasat leiré kolcsonhatdsi allando.
Valéban, amikor o = 0, ez a két rezgésfajta egymastol teljesen fiiggetlen, ugyanis
ekkor L a fiigglleges rezgések

D
L2 Lo

2 2
Lagrange-fiiggvényének, és a torziés lengések

W92 k>
L =3¢ =5
Lagrange-fiiggvényének 6sszege, és ennek kovetkeztében a két valtozd a mozgisegyen-
letekben szepardlodik (1d.a 38.feladatot).

Mind L) mind L(® alakilag azonos a harmonikus oszcilldtor Lagrange fiiggvényével,
ezért csillapitatlan rezgéseket irnak le'. A fiiggdleges rezgések korfrekvencidja wy =
v D/m, a torzids lengéseké wa = /k/O.

14 A mozgasegyenletekbe természetesen sziikség esetén be lehet irni z-al és (p-al ardnyos strlédési
erdt.
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Létjuk, hogy kis rezgés kozelitésben az U,.(z, ¢) ismeretlen figgvény helyett harom
konstans szerepel a Lagrange-fiiggvényben. Ezeknek jél meghatarozott fizikai jelen-
tése van, ezért empirikusan viszonylag egyszeriien meghatarozhatdok.

Amikor a # 0, a mozgasegyenletek mindegyike tartalmazza mindkét valtozot:

L, = mi+Dz4+ap=0
L, = ©¢+ko+az=0.

Ezek az egyenletek linedrisak, ezért konnyen megoldhatdk (a 17.fejezet osztdlyozdsa
szerint A-tipustiak). Mindenekel6tt hozzuk 6ket standard alakra a

1 1
Z—ﬁQl 90—\/—6%

transzformécié segitségével. Az 1j valtozdk fiiggvényében L a kovetkezd:

1, . .
L=(d7 +d5 —wial — w53 — 2na102), (84)
ahol n = S Nagyon sok kiilénb6z6 konkrét feladat hozhatd kis rezgés kozelités-

Vme

ben erre az alakra, ezért tovabbi képleteink altalanos jellegliek, nem korlatozodnak a
Wilberforce-ingara!®.

Az (84)-beli potencidlis energia a kovetkezd:

1
U= 5 (Wi} +wids + 200102).
A ¢1 = g2 = 0-hoz tartozé egyenstlyi allapot akkor stabil, ha ez az U pozitiv definit,
vagyis értéke semmilyen qi, qo értékparnal sem negativ. Ez feltételt jelent az U-ban
szerepld konstansokra, amelyet a kovetkezé moédon kaphatunk meg. Legyen go = zq;.

2
Akkor U = % (w? +wiz? 4 2nz). Ennek a kifejezésnek x = —n/w3-nél van minimuma,
2 2
ahol a %1 (w% — 77_2> értéket veszi fel. Ez nem lehet negativ, ezért a stabilitas feltétele
w3

a kovetkezo:
wiws > |n). (85)

Ha (84)-ben valamelyik koordindtét nullinak rogzitjiik, a mésik koordindtdhoz
tartozé parcidlis rendszer Lagrange-fliggvényét kapjuk:

1 .
ANE §(q%—wqu) (g2 = 0-nal)

1 .
L® = (5 —wie) (1 = 0-nél).

15A (84)-be beleérthetiink még egy g1dz-vel ardnyos tagot is, de ettdl az egyszeriiség kedvéért
egyenlére eltekintiink.
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Az w1, wy korfrekvencidk a parcidlis rendszerek parcidlis (kor)frekvencidi. Amikor
valamelyik koordinatat nullanal "befagyasztjuk", a rendszer ezen korfrekvencidk valame-
lyikével rezeg.

A rendszer azonban akkor is képes hatdrozott korfrekvencidju mozgéasra, amikor
egyik szabadsagi foka sincs befagyasztva. Az ilyen mozgas korfrekvencidja a normdl-
frekvencidknak nevezett Qq, Qo korfrekvencidk egyike. A normaélfrekvencidk kisza-
mitdsa érdekében {rjuk fel a (84)-bél szarmaztathaté mozgisegyenleteket:

fi+wiq+nge =0  Go+wige+nq =0, (86)
és keressiik a hatarozott Q) frekvenciaju

G = Acos(Qt+7) (87)
g2 = Becos(Q+7)
megolddsokat. Helyettesitsiik (87)-t (86)-ba. A koszinusszal torténd egyszertisités
utan ezt kapjuk:
2 _ 02 _
(w? —Q 2) A +27)B 0 (88)
+nAd+ (w3 -Q*)B = 0.

Ez egy homogén linearis egyenletrendszer az A, B ismeretlenre, amelynek csak akkor

van nulldtdl kiilonbozd megolddsa, ha determindnsa zérus (vagyis amikor az egyik

egyenlet a mésik konstansszorosa):
(wi — ) n 2 2\ (,,2 2 2

ahonnan

1
9%72 =3 {w% + wg + \/(w% — w%)Q +4n?| . (89)

A gyok alatti kifejezés nyilvan pozitiv, ezért Q3 és Q2 egyardnt valés. Rdadasul
mindketté pozitiv, ezért 2 és s szintén valdés és — definicié szerint — pozitiv.
(Igazolds: QF , akkor pozitiv, ha

w} +ws > \/(w% — w§)2 + 4n2.

De ez igaz, mert ha négyzetre emeljik, a (85) egyenlStlenségre jutunk, ami a feltételezett
stabilitdas kovetkeztében teljesiil.)

allapodjunk meg abban, hogy a két normalfrekvencia koziil mindig a kisebbiket
jeloljiik ©4-el. Kénnyen igazolhatd, hogy mindig teljesiil az

0 < w1, wy < Qs (90)

egyenlGtlenség: a nagyobbik normalfrekvencia nagyobb, mint a nagyobbik parcialis
frekvencia, és a kisebbik normalfrekvencia kisebb. mint a kisebbik parcialis frekvencia.
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Amikor a rendszer valamelyik normaélfrekvencidval rezeg, azt mondjuk, hogy nor-
mdlrezgést végez. Szamitsuk ki az A/B ardnyt a két normélrezgésnél. A (88) —
mondjuk — maésodik egyenletében legyen 2 = €0y, és rendezziik at ezt az egyenletet:

Bl = 47’ 2A1 = klAl
— w2

07
(az A; és a By indexe jelzi, hogy az ; frekvencidju normélrezgés amplitiddirdl van
sz6). Hasonléan, Q = Qs helyettesitéssel ezt kapjuk:

Ui

By = ————5 Ay = ko As.
2 Qg-W%Q 2412

A (90) alapjan lathatd, hogy k1 és ke kiilonbozé eldjelii.

Mint 14tjuk, normélrezgésnél (87)-ben a két koordindta amplitidéjdnak ardnya
nem lehet tetszéleges: vagy ki-el, vagy ko-vel egyenld. Azt szokds mondani, hogy
ezekben az esetekben valamelyik normdlmddus van gerjesztve.

Térjiink ki arra a fontos esetre, amikor wy = wy = w. Ekkor O, = w? + [y
(specidlisan gyenge csillapitdsndl az

In| l 2
M rw—— Qo ~ — h 1
LR W= o 2 w+2w a |n| << w?, (91)

képletek érvényesek), tovabba

n n
k= ——  ky= L. (92)
Il

Ha eleve tudjuk, hogy csak az egyik normalmoédus van gerjesztve, akkor csak két
szabadon valaszthaté konstansunk van: az A amplitidé és a ~ fazis. Az altalanos
esetben az egyenletek linearitdsa kovetkeztében a megoldéast kereshetjilkk a két nor-
malmodus szuperpozicidjaként. Ebben az esetben a szabad konstansok szama négy
(az A1, Az amplitido és a két 1, 2 fazisszog), és két szabadsagi fokndl az dltaldnos
megolddsnak pontosan négy szabad konstansot kell tartalmaznia. A (86) 4ltaldnos
megoldasa tehat a kovetkezo:
g1 = Ajcos(Qt—+ 1)+ Az cos(Qat + 2) } (93)
g2 = k1A, COS(Qlt + ’)/1) + ko As COS(QQt + ’)/2)

Példaként tekintsiink két tokéletesen egyforma sikingat (61.feladat), amelyek azonos
sfkban mozognak, és gyenge, stlytalan rug6 kapcsolja 6ket 6ssze, amelynek megfeszitetlen
hossza az ingdk felfiiggesztési pontjainak tavolsagaval egyenls!®:

16 A rugét az ingdk minden helyzetében vizszintesnek tekintjiik, ami azért nem baj, mert tgyis kis
rezgés kozelitésre tériink at, ahol ez a kozelités igaz.
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\V-z (y<<1)

A potencidlis energia
U = —mgl(cosp1 + cospz) + %D’leQ(sin @1 — singo)?,
és kis rezgés kozelitésben (kvadratikus pontossdggal)
U= %mgl(sof +¢3) + %DWQ(@ 1)’ = é(mg + D2 (¢f + ¢3) — Dy P
Az egyensulyi helyzetben nyilvan ¢ = 2 = 0. A Lagrange fiiggvény:
L= 3mi (@ + @) — 2(mg + DYD(A + ) + Dy Porgn.

©1 = q1/VmI?, 2 = q2/V'mi? helyettesités utén ez a Lagrange fiiggvény a (84)
standard alakot veszi fel, amelyben

mg + D~2l 2D
R e TR (94)

A (85) stabilitési feltétel nyilvan teljesiil.
A normalfrekvencidk a kovetkezék:

D2 DA?
Q§2_€+_7i_7’
’ l m m
azaz
g 2 g D7
02 == 02 =2 40221
L7 2= 7T,

Az intuiciéval 6sszhangban €1 megegyezik a csatolatlan ingdk frekvencidjaval, de —
ennek ellenére — (90) teljesiil.

Mivel n < 0, a (92) szerint k1 = +1, k2 = —1, ezért a kisebb normélfrekvencidji
modusban az ingak azonos fazisban, a nagyobb normalfrekvencidji médusban pedig
ellentétes fazisban lengenek:
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Q, Q

Milyen lesz az a mozgéds, amelyben az 1.inga kezdeti kitérése maximadlis, a 2.-
ingdé nulla, és mindkét inga kezddsebessége zérus? A (93) szerint ez a mozgés a két
normalrezgés szuperpozicidjaként all el az A1 = Ay = &, v = o = 0 valasztas
mellett:

Q —Q Qs +Q
w1 = P (cosQit+ cosQat) = 2P - cos 22 Lt cos 2+ Ly

Qs —Q Qs +Q
w2 = P (cosQit — cosQat) =2P - sin 22 Lt . sin 2+ L

A ~y csokkentésével |n| tetszOlegesen kicsivé tehetd. Ezért (91) alkalmazhato, és a fenti
megoldés

p1 = 2®-cos Mt - coswt
2w

p2 = 2 -sin Mt - sinwt
2w

alakban is frhaté. A képlet azt fejezi ki, hogy a két inga ellentétes fazisban |n|/2w < w
frekvenciaval lebeg:

Mint 1atjuk, a lebegés két kozeli normalfrekvenciajii normélrezgés szuperpozicié-
jaként all el6. A parcidlis frekvencidk azonossagat — vagy majdnem azonossagat —
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szokas kifejezni gy, hogy a két inga (a két parcidlis rendszer) rezonancidban van
egymassal.

67.Feladat: Hatdrozzuk meg az dbran lathaté kettés rugd normélfrekvencidit.

Megoldas:

1 1
U=—-migz1 —magz + §D1(Z1 —11)* + §D2(21 — 29— 19)?
(I1 és I a megfeszitetlen rugdk hossza).
Az egyensilyi helyzetben a tomegpontok koordinatdja legyen — mondjuk — 23
és z5. Vezessik be a 21, 25 0j valtozdkat a

/ = / =
z1=z21tz1 29 = Zo + 22

képletekkel. Egyensilyban 2] = 24 = 0, ezért eleve bizonyos, hogy a vesszds vdl-
tozokon keresztiil kifejezett potencidlis energia nem tartalmaz a valtozokban linearis
tagokat, ennek kovetkeztében a Zzi, zo kiszamitasa nélkiil is megallapithatjuk, hogy
konstans erejéig
1 D 1 1
U= §D1212 + 72(23 — 25)2 = §(D1 + DQ)Z{Q + EDQZQQ — Dgzizé

(A z1, 2o tényleges kiszadmitdsdhoz természetesen sziikség van az egyenstilyi értékekre,
amelyek

_ (mq + ma)g _ my My +my
— I — (=22 Iy + 1o
Z D, +14 Zo D2+ D g+ +12)
L—l( 372 52— (Dy 4 D2)22 — Dgzl? + 2Dy 2
= 5 (mzy +mazy — (D14 Do)z 225 +2Dg212h).
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Végezziik el a

transzforméaciot, amely utdn a Lagrange-fiiggvény a standard (84) alaki lesz, amely-

ben
o D1+ Dy o Do Dy
1

wy = —— w2 = —, ’)7 = —-—
mi ma mimsa

A feladat tovabbi diszkusszidja az altalanos képletek alapjan torténik.de
68.Feladat: Vizsgaljuk az

1. . .
L= (0 +2X\1d2 + 65 — wial —wigs — 2nma) (Al <1) (95)
Lagrange-fiiggvény altal leirt csatolt oszcillitorok normalrezgéseit.
Megoldas:
— M)A+ -20)B = 0
(n—A2*)A+ (w3 —Q*)B = 0.

1 2
0f, = 5007 {W% +wi —2mA £ \/(W% —w3)” + 40 = (Wi +wdnA + AQW%“%}
n+ A2 n+ )\92
02— 02—

A (90) most is igaz. Ha n = 0 és w1 = wsy, akkor (92) n — —\ csere utdn
érvényes.do

B1 4L Al = k’lAl BQ A2 = kQAQ

69.Feladat: Hatdrozzuk meg a kettés sikinga normalfrekvencidit.
Megoldas:

ma . .
—2(553 + 93) + migy1 + magys
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x1 =l siny; y1 = 1 cos o1
To = lasin g + Iy sinpy  ya = I3 cos g + 1 cos g

mi1+m . m . ..
L = (1242)1%% + 7213803 + 2malyla cos(p1 — p2) - P1H2

+ (m1 + ma)gly cos p1 + magls cos pa.

A 1 = 2 = 0 stabil egyensilyi helyzet, ezért kis rezgés kozelitésben

mi+m . m . L 1 1
L= %l%ﬁ% + 7215803 +2malils - P12 — §(m1 +ma)glip] — §m2912<ﬁ3-
Legyen
1 1
1= —FF7q% Y2 = q2.
(m1 + mg)Z% \/mglg

Az 1j véaltozékban L az elézé feladatban felirt standard alaki lesz a kovetkezo
paraméterekkel:
mao

2 g 2 g
== == A=,/—x1 =0.
1 I “2 lo mi + me K

+ mg) ma
o2 _ 9lm +ms) T
1,2 Smilily I+ 1 (Ih —12)? + m1+m2hl2 &

*

attériink a mozgés leirdsara gyorsul6 vonatkoztatasi rendszerekben.

1.24 A relativitas elve

Vizsgédljunk egy dinamikai rendszert, amely kizarélag belsé erék hatasa alatt mozog
(zért rendszer). Az egyszeriliség kedvéért tegyiik fel, hogy a rendszer tdmegpontokbol
all.

Egy K inerciarendszerben a rendszert leiré egyenletek a kovetkezok:

maféai = Fai (771, Fn) (a = ln, i = ]., 2, 3) (96)

Egy masik K’ inerciarendszerben a mozgést ugyancsak a Newton-egyenletek irjdk le,
amelyek most

—

MaZai = Fai (F1,...70)  (a=1.n, i=1, 2, 3). (97)

alaktiak (a komponensek természetesen K'-hoz képest értenddk).
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Szigorian véve az inerciarendszereknek az 1.3 fejezet 1.pontjadban adott definiciéja
megengedné, hogy (96)-ban és (97)-ben az eré megfeleld komponensei az argumen-
tumok kiilonbozé fliggvényei legyenek — ezt az elméleti lehetéséget jelzi a (97)-ben a
vessz6 az F-n. Ha F’ és F val6ban kiilonboz6 fliggvények lennének, K és K’ nem lenne
egyenértékl annak ellenére, hogy mindkettében Newton-egyenlet irja le a mozgast. A
K és a K’ kiilonboz6sége abban mutatkozna meg, hogy bizonyos dinamikai jelenségek
mésképp torténnének az egyikben, mint a mésikban (noha egy magdrahagyott test
gyorsuldsa mind K-ban, mind K’-ben zérus volna).

Ezt a lehetOséget zarja ki a Galilei-féle relativitdsi elv, amely kimondja, hogy az
inerciarendszerek minden dinamikai jelenség szempontjabdl ekvivalensek, azaz (96) és
(97) jobboldaldn ugyanaz az erd all. Az elv tartalminak mindmadig legérzékletesebb
leirdsat Galilei-Salviati adta meg a Parbeszédek méasodik napjan:

...2arkozzal be egy baratod tarsasagaban egy nagy hajé fedélzete alatt
egy meglehetdsen nagy terembe. Vigyél oda szinyogokat, lepkéket és
egyéb ropkodo allatokat, gondoskodjal egy apro halakkal teli vizesedényrol
is, azonkiviil akassz fel egy kis vodrot, melybdl a viz egy aldja helyezett
sziiknyakt edénybe csopdg. Most figyeld meg gondosan, hogy a repiilé
allatok milyen sebességgel répkoédnek a szobdban minden irdnyba, mig
a hajé all. Meglatod azt is, hogy a halak egyforméan tszkalnak minden
irdnyban, a lehullé vizcseppek mind a vodor alatt all6 edénybe esnek. Ha
tarsad felé hajitasz egy targyat, mind az egyik, mind a masik irdnyba egy-
forma erdvel kell hajitanod, feltéve, hogy azonos tavolsagrol van sz6. Ha,
mint mondani szokas, paros labbal ugrasz, minden irdnyba ugyanolyan
messzire jutsz. Jol vigydzz, hogy mindezt gondosan megfigyeld, nehogy
barmi kétely tamadhasson abban, hogy az 4ll6 hajéon mindez igy torténik.
Most mozogjon a hajé tetszés szerinti sebességgel: azt fogod tapasztalni
— ha a mozgés egyenletes és nem ide-oda ingadozé —, hogy az emlitett
jelenségekben semmiféle valtozds nem kovetkezik be. Azoknak egyikébdl
sem tudsz arra kovetkeztetni, hogy mozog-e a hajé, vagy sem. Ha ugrasz,
ugyanakkora tavolsagra fogsz jutni, mint az el6bb, és barmily gyorsan mo-
zog a hajé, nem tudsz nagyobbat ugrani hatrafelé, mint elére: pedig az
alattad levé hajépadlé az alatt az id6 alatt, mig a levegében vagy, ugrasod-
dal ellenkez6 iranyban elmozdul elére. Ha tarsad felé egy targyat hajitasz,
nem kell nagyobb erdvel hajitanod, ha baratod a hajé elején tartézkodik,
mint akkor, amikor hatul van. A cseppek éppugy bele fognak hullani az
alsé edénybe, mint el6bb, egyetlenegy sem fog az edény mogé esni, pedig
az, mig a csepp a leveg6ben van, tobb hiivelyknyi utat tesz meg. A ha-
laknak sem kell az edényben nagyobb er6t kifejteni, hogy az edény elejére
uszhassanak, és ugyanolyan konnyedséggel fognak a taplalék utdn menni,
ha az edény barmely részén van is. Végiil a szinyogok és a lepkék is
kiilonbség nélkiil fognak barmely irdnyba repkedni. Sohasem fog el6for-
dulni, hogy a hatsé falhoz nyomédnak, mintegy elfiradva a gyorsan halado

95



hajé kovetésétol, pedig mig a levegében tartézkodnak, el vannak valasztva
téle. Ha egy szem tomjént elégetiink, egy kevés fiist képzddik, mely felszall
a magasba és kis felh6é gyanant lebeg ott, és nem mozdul el sem az egyik,
sem a masik iranyba. A jelenségek ez egyformasiganak az az oka, hogy
a hajé mozgasaban minden rajta levo targy résztvesz, beleértve a levegot
is. Azért is mondtam, hogy a fedélzet alatt kell elhelyezkednetek, mert
fent, a szabad levegén, mely nem kiséri a hajé mozgdsat, az emlitett je-
lenségekt6l tobbé-kevésbé észrevehetd eltéréseket tapasztalhatnitok. Igy
példaul a fiist éppugy elmaradna, mint a levegd. A szinyogok és a lepkék
sem tudnak kévetni a hajot a levegd ellendllasa miatt...

M.Zemplén Jolan forditédsa

A relativitasi elv kiterjesztése az elektrodinamikédra a specialis relativitaselmélet-
ben tortént meg és Einstein nevéhez flizédik. A fény terjedési torvényei latszélag
kitlintetnek egyet az inerciarendszerek koziil: azt, amelyben a fény minden irdny-
ban azonos sebességgel terjed. Valéjaban a fény minden inerciarendszerben ren-
delkezik ezzel a tulajdonsaggal, és ez a tény a térrol és az idérél alkotott hagyomanyos
elképzeléseink jelentés médositdsat kovetelte meg. A relativitaselmélettel az elektro-
dinamika kapcsan foglalkozunk majd.

1.25 A gyorsulé koordinatarendszer

Gyorsulé koordindtarendszeren az olyan koord. rendszert értjiik, amely egy gyor-
sulé mozgast végz6 merev testhez van rogzitve. Az egyszerliség kedvéért Descartes-
rendszert hasznalunk és a koord. rendszert O’ XY’ Z'-vel, vagy roviden K'-vel jeldljiik.

A K’ mellett sziikség lesz egy inerciarendszerre is, amelyet OXY Z-vel, ill. K-val
jeloliink és nyugvénak tekintjiik.

Az O kezd8pontt (O-hoz viszonyitott) vektorokat nagybetiivel, az O’ kezdépon-
tiakat (O'-hoz viszonyitottakat) kisbetiivel jeloljiikk. Egy adott (t6meg)pont O-hoz és
O'-hoz viszonyitott helyzetvektorat ugyanazzal a nagy-, ill. kisbetiivel jeloljiik, és ezt
a szabalyt fenntartjuk a vektorok idéderivaltjainak a jelolésénél is. Ha pl. egy adott
tomegpont helyzetvektora O-hoz képest ]? akkor O'-hoz viszonyitott helyzetvektora
7. Az O _helyzetvektora O- hoz képest Ro/ az O helyzetvektora O’-hoz képest 70.
Nyilvan Rof = —7p, és R = Ro/ +7, r=To + R.

A sebességeknél tovabbi megkiilonboztetés sziikséges, ugyanis minden helyzetvek-
torhoz két kiillonb6z6 sebességvektor tartozik: a K-hoz és a K'-hoz viszonyitott sebesség,
és ezeket vilagosan meg kell kiillonboztetniink egymastél. Ezt azzal érjik el, hogy a
K'-hoz viszonyitott sebességeknél a sebességet jelold betiit (nem a komponens jelét!)
vesszovel latjuk el.

A tomegpontnak, amelyrél az elébb szd volt, két helyzetvektorat vezettiik be (F
és R—t) de mindkét helyzetvektorhoz két-két sebesség tartozik: v = FésV = R

a

—

K-hoz viszonyitott, v = 1/ és V' = ]%’ a K'-hoz viszonyitott sebességek. Pl. a ¥
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definiciéja az, hogy a K-ban a komponensei (&, g, £)-al egyenldk, a v'-6 pedig az, hogy
a komponensei K'-ben (i/, 3, 2’)-vel egyenl6k. A két vektor csak akkor ugyanaz, ha
K’ nyugszik K-ban, egyébként kiilonboznek egyméastol: Lehetséges pl., hogy v = 0,
de v # 0'7.

Fontos vildgosan megérteni, hogy ezt a megkiilonboztetést csak sebesség-jellegii
mennyiségek esetében kell megtenniink, helyzetvektorokndl nem. Az (x,y,z) és az
(a',y, z") komponensek pl. ugyanannak az 7 helyzetvektornak a vetiiletei a K, ill. a
K’ tengelyeire, ezért félrevezetd volna 7 mellett még Pt is bevezetni; az F=7és az
7' = ¢’ azonban két kiilénbozé vektor.

A K’ mozgdsa a K inerciarendszerhez képest haromféle lehet: tiszta transzlacio,
tiszta forgds, vagy a ketté kombinacidja.

1) Tiszta transzldciéndl K’ tengelyeinek az orientdcidja id6ben &llandd, a O’ origd
pedig tetsz6leges mozgast végez. Ezt a mozgdst tehat az Ro/ (t) vagy az 7o(t) vek-
torral jellemezhetjiik.

2)Tiszta forgasnal K’ origbja a K-ban nyugszik (ﬁo/ K-hoz viszonyitott kompo-
nensei konstansok), a ' tengelyeinek az orientécidja pedig tetszéleges mdédon val-
tozik. Ezt a mozgédst az @(t) szogsebesség-vektorral jellemezhetjiik: az J — definicié
szerint — a K’ szogsebessége K-hoz viszonyitva. Minden olyan vektor, amely K'-hoz
képest nyugszik, dt id§ alatt dp = w(t) - dt szoggel fordul el az O'-n dthaladé @(t)
irdnyt tengely koriil igy, hogy @&-val szembenézve az elfordulds az éramutaté jardsaval
ellentétes irdnyu (jobbcsavar).

Megjegyezziik, hogy az altalanos esetben mind a forgas sebessége, mind pedig a
forgastengely irdnya idében valtozik. Abban a specidlis esetben, amikor a forgasi
sebesség és a tengely helyzete dllandé (J = konstans), a forgast egyenletesnek nevez-
ziik. Természetesen az egyenletesen forgd K’ is gyorsuld koordindtarendszer.

Legyen w egy O’ kezdépontii K'-ben nyugvé vektor (u_;’ = 0, ami — mint tudjuk, —
azt jelenti, hogy a (wy/, w,r, w, ) komponensek konstansok), amely a K'-vel egytitt az
el6bb leirt moédon forog: a végpontja dt id6 alatt az (J-ra és w-re merdlegesen elmozdul
a megfelelé irdnyban és az elmozdulds nagysaga w, - dep-vel egyenld, ahol w, a W
vetiilete az i-ra meréleges sikra. Pontosan ezekkel a tulajdonsigokkal rendelkezik az
(& xw)dt vektor: egyrészt (W x W) L &, W, mésrészt |(&x W)dt| = wdt-wsinf = w,dyp,
ahol 0 az & és a W altal bezart szog, végiil pedig az elmozdulas korrekt iranyitottsagat
a vektorszorzat megfeleld definicidja (Id. a 6.oldalt) biztositja. Ez a képlet a K'-ben
nyugvé tetszéleges kezdéponti (specidlisan az O kezddpontii) vektorokra is érvényes,
hiszen ezek O'-hoz viszonyitott K'-ben nyugvé vektorok linedrkombinécioi.

7"Mindegyik sebesség egy-egy vektor, ezért komponenseiket a vektorok transzforméciés szabalyai
alapjan barmely koordindtarendszerben kiszamithatjuk. A "vesszétlen" sebességeket C-ban, a
"vessz6soket" K'-ben definidljuk — ez két kiilonbozé vektor —, de miutdn definidltuk Sket, a kompo-
nenseiket kiszdmithatjuk barmely koordinitarendszerben (a "vessz8sokét" pl. K-ban). A "vesszds"
és a "vesszOtlen" sebességek kapcsolatdt (98) adja meg.
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A W K-beli vdltozdsi sebességét Ggy kapjuk, hogy az inf. megvéltozast dt-vel
osztjuk. Ezért & szogsebességnél minden K'-hoz rogzitett  vektor K-hoz viszonyitott
forgdsi sebessége (B x W)-vel egyenld.

Ha w0 nincs K'-ben roégzitve, akkor KC-beli komponensei két okbdl valtoznak: (1)
a K’-beli komponensek véaltozdsa és (2) K' forgasa kovetkeztében. A kis véltozdsok
additivitasa alapjan a két valtozas sebessége 6sszeadddik:

W= + (& x ). (98)

Erre a képletre lesz sziikségiink a kovetkezdkben.

3) Az éltaldnos mozgésnal mind 7o (¢), mint (t) killonbozik zérustdl, és tetszéleges
moédon fligg az id6t6l. A (98) ebben az esetben is érvényes.

70.Feladat: Mozogjon a K’ origdja a K-rendszer XY sikjdban az O koriili p sug-
art koron egyenletes sebességgel. A periédusidé legyen T. Az O'Z' tengely legyen

allandéan parhuzamos OZ-vel, és a K origdja legyen allanddan a negativ O’ X’ tenge-
lyen. Hatarozzuk meg Ro: és & K-beli, valamint 7o és & K’-beli komponenseit.

Megoldas:

2 .27
(Ro'zs Rory, Rorz) = <pcos T PSin =, 0>
2T
(w:c’7 Wy’ Wz’) = (Oa 07 ?)
(TOQ,"7 Toy’, rOz’) = (—07 0, 0)

2w
(wma wya wz) - <0a 07 ?)

Megjegyzés: Az ember hajlamos arra, hogy a K'-beli szogsebességet nulldnak tekintse.
Ennek val6szintileg az az oka, hogy a szogsebesség K’'-beli komponensein — helytelenil
— a K'-hoz viszonyitott szogsebesség komponenseit értjik, amelyek valéban nulldk,
hiszen a K’-t hordoz6 test a K’-ben tényleg nem forog. Azonban az & mindiga K'-nek a
K-hoz viszonyitott szogsebességét jelenti, és a feladat szerint ennek a szogsebességnek
a komponenseit kell kifejezniink C-ban és K'-ben.de

71.Feladat: Tekintsiink el a Fold keringésétSl és tegyiik fel, hogy kézéppontja
a K origdjaban nyugszik. A K’ a felszinhez rogzitett rendszer, origbja a ¢ szélességi
kor egy pontja. Az O'Z’ a foldfelszinre meréleges, O’ X’ pedig keleti irdnyba mutat.
Hatérozzuk meg 7o és & K’-beli komponenseit.
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Az O'X' tengely
felénk mutat

—— — — Egyenlitd
I'D
Megoldas:
(TO;C’; TOy’, TOZ’) = (05 0) _p)
2 2
(waz/a Wy, wz/) - (07 ?Tr COS ¢a ?Tr sin (b) .

Megjegyzés: Ez a K' az a természetes vonatkoztatdsi rendszer, amelyet a f6ld
felszinén lefoly6 jelenségek targyaldsanal haszndlunk olyankor, amikor figyelembe kell
venni a fold tengely koriili forgdsét (1d. a 72.feladatot).de

1.26 A mozgasegyenlet gyorsul6 koordinatarendszerben (tiszta
transzlacio)

Tiszta transzlaciénal & = 0, K’ tengelyeinek az orientacidja dllandd, és tekinthetjiik
Oket a IC megfeleld tengelyeivel parhuzamosaknak. Ekkor nincs sziikség a vesszOs és a
vesszOtlen komponensek és sebességek megkiilonboztetésére, és ez a koriillmény egysz-
erlivé teszi a Newton-egyenletek atirasat K'-re.

Tekintsiink egyetlen tomegpontot, amely az F kiilsé eré hatdsa alatt mozog. A
Newton-egyenletek csak IC-ban érvényesek és csak az O-hoz viszonyitott ("nagybetiis")
helyzetvektorra irhatok fel:

mX = F,
my = F, »+—mR=F (99)
mZ = F,

(az R vektor (Rz, Ry, R.) komponenseire a természetesebb (X, Y, Z) jelolést hasznal-
tuk).
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A K’-ben érvényes mozgasegyenleteket innen gy kapjuk meg, hogy az

—

R=7—-170

Osszefliggés segitségével (99)-ben a nagybetlis koordindtdkat kisbetiisokon keresztiil
fejezziik ki:

mi = F,+ F )
mij = F,+Fi(t) 3 «—mr=F+Ft), (100)
mZ = F,+ Fi(t)

ahol F' az 7n keresztiil kifejezett kiils§ erd, (x,y, z) az 7 komponensei, és
F* = (mio, mjo, mZo) = (Mmaoe, Maoy, Maos).

A (100) a K'-ben érvényes mozgasegyenlet. Az egyenletet tigy rendeztiik, hogy ha-
sonlé legyen az inerciarendszerben érvényes egyenlethez annyiban, hogy a baloldalon
csak a gyorsulassal aranyos tag szerepel. A jobboldalon ekkor megjelenik az F* iner-
ciaerd (vagy tehetetlenségi erd), amely a koordindtaer6héz hasonléan ardnyos annak
a testnek a tomegével, amelyre hat (ui. a (99) baloldaldbdl szarmazik). Az inerciaerd
is fiktiv erd, mivel az erének az 1.3 fejezet 3)pontjaban felsorolt tulajdonsigai koziil
az A) és a D) nem érvényes ra.

A (100) szerint tiszta transzldciéndl a K'-ben haté inerciaerd ardnyos az inercia-
rendszerek (origdjanak) gyorsuldsival a K'-hoz képest. Ez nyilvan a korrekt inerciaerd,
hiszen a tehetetlenség torvénye alapjan pontosan ekkora gyorsuldssal mozog K’'-ben
egy szabad (13 = 0) tomegpont.

Megjegyzés: Ennél a pontnal némi bepillantast adhatunk Einstein gravitaci6 el-
méletébe, amely szerint:

(a) Az inerciarendszer fogalmaba térbeli kiterjedését is bele kell érteni: csak
lokdlis inerciarendszerek léteznek. Egy kisméreti — elvben infinitezimalisan kicsi,
praktikusan azonban makroszképikus méretii — laboratériumban az inerciaerd lehet
nulla (lokdlis inerciarendszer), egy tetszdlegesen nagyméretli laboratérium minden
pontjaban azonban nem.

(b) A graviticiés erd azonos az inerciaerdvel, és csak azért hittiik sokdig valédi
erének, mert a vonatkoztatasi rendszerek koziil nem jol valasztottuk ki az inercia-
rendszereket. Ha pl. a (nyugvénak feltételezett) Fold felszinéhez rogzitett rendszert
inerciarendszernek gondoljuk, akkor a g nehézségi gyorsulast valédi eré hatasanak
kell tulajdonitanunk. De ha a szabadon esd laboratériumokat ("Einstein-lift") tek-
intjiik lok&lis inerciarendszereknek, amelyeknek O origbja g gyorsulassal esik lefele
(do = (0, 0, —g)), akkor a foldfelszinhez rogzitett rendszerek a gyorsul6k, ugyanis

100



az inerciarendszerekhez képest g gyorsuldssal mozognak felfelé. Ebben a felfogasban
a targyak nem azért zuhannak, mert a Fold valédi gravitacids erdével vonzza Oket,
hanem az F* = mio fiktiv tehetetlenségi er6 kovetkeztében, és ezért a gyorsulast és
a g-t szorzd tomeg szitkségképpen ugyanaz (1d. az 1.4 fejezetet).

(c) A graviticidéelmélet feladata az, hogy feltérképezze, hogyan mozoghatnak a
nagy tomegek kozelében a lokalis inerciarendszerek.

A részletesen kidolgozott elméletbol kideriil, hogy kévetkezményei igen nagy pon-
tossdggal megegyeznek a newtoni gravitdcié-elmélet kovetkeztetéseivel (ha ez utdb-
biban a silyos tomeget azonosnak vessziik a tehetetlen tomeggel), ezért nem veszitette
el a klasszikus gravitacié-elmélet a jelentdségét az dltalanos relativitas-elmélet meg-
jelenésével. A két elmélet kozotti kis eltérések — mint a hidny a Merkur perihélium-
vandorldsdban (1d. az 1.20 fejezetet), — pontos mérésekkel igazolhatdk.

1.27 A mozgasegyenlet gyorsul6 koordinatarendszerben (tiszta
forgés)

Ebben az esetben a vesszOs és a vesszOtlen komponensek kiilonboznek egymastol,
és ez némileg bonyolultabb4 teszi a (99) egyenletek dtirdsat. A gorbevonali koord.
rendszerre torténd attéréshez hasonléan a Lagrange-mddszer ezt a feladatot is jelen-
tésen egyszertsiti.

A (100) a tiszta forgdst végz6 K'-ben is érvényes, csak bonyolultabb lesz az in-
erciaer6 képlete. Mivel az inerciaer¢ kifejezését akkor is megkapjuk, ha a kiilsé erét
nullanak vesziik, ezért induljunk ki egy szabad tomegpont -ban érvényes Lagrange-
fliggvényébol, amely
M

L="2(X2+V2+ 2% = .

2

A feladat az, hogy ezt a Lagrange-fliggvényt kisbetiis mennyiségek vessz6s kompo-
nensein keresztiil fejezziik ki.
A vesszis sebességekre torténd atirds (98) alapjdn torténik, ha ez utébbiban w-n

R-t, és — ennek megfelelden — w'-n V-t értjiik:
m 2
Lg{v%(wa)} :

Mivel barmely @ vektorra igaz, hogy @* hossznégyzetét akar a2 + aZ + a2, akdr a2, +
%2;’ +a?, alakban felirhatjuk, ezért az L-ben szerepld négyzet kifejtésénél hasznalhatjuk
a vesszés komponenseket.

A kisbetiis mennyiségekre az attérés az

RZ’F—_'O V’Z’U'—’Uo
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képletek segitségével torténik:

2
L= % [&+(a X 7) — v/ o— (& x FO)] : (101)
Tiszta forgasnal azonban O és O egybeejtheté (7o = v/o = 0), ezért

Az egyszerliség kedvéért korldtozédjunk egyenletes forgdsra (& = konstans), és
vélasszuk az O'Z’ tengelyt &-val pdrhuzamosnak:

&= (wyr, Wy, wyr) = (0, 0, w).

Az 7 vektor K’'-beli komponenseit — szokésos médon — (2/, ¢, z’)-vel jelolhetjiik.

Igy
(@ x P =—wy', (&x7)y =+wr’, (Ix7). =0,

és
1
I = % (ilQ +?]I2 + 212) +mw(—y'3'c' +x/y/) + §mw2(x/2 +y/2).
Az ebbél kaphaté Lagrange-egyenletek tjra (100) alaktak (F" = 0-val), és benniik

ﬁ*:ﬁ:+ _’:f)

ahol

Fr = 2mwy’, —2mwi’, 0) (102)
a Coriolis-er6, .

Y = (mw’s’, mw?y, 0) (103)

pedig a centrifugalis erd.

1.28 A mozgasegyenlet gyorsulé koordinatarendszerben (&l-
taldnos eset)

Ha (101)-ben tetszleges id6fiiggésii 7o-t és &b-t engediink meg és {gy szarmaztatjuk
le a Lagrange-egyenleteket, akkor az inerciaer6 altaldnos kifejezését kapjuk:

F*—mdo - 2m(c3><v_7)m<(15>< (ﬁxf))m(cﬁxf)Jr

+ 2m(u7xv7o) +m(o3>< (cDxFO)) +m(o3xFo). (104)
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A Coriolis- és a centrifugalis erd két-két tag Gsszege:

Fr = —2m(& x 17) + 2m (& x 170) (105)

c

#c*f = m(cﬁx (wxf)> +m<c3>< (QXFO)), (106)

amelyben

—

v = (2, ¥, )

a tomegpont sebessége,

—
!/

pedig az O-pont sebessége és gyorsuldsa K’-ben.

Vegyiik észre, hogy (104)-ben nincs utalds a K tengelyeire. Sziikség van egy olyan
O referencia-pont mozgasanak az ismeretére (7o (t)-re), amely valamelyik inerciarend-
szer origdja, valamint az (t) szogsebesség-vektorra. Ezek a (104) segitségével a
K’'-ben nyugvé laboratériumon beliil végzett mérések segitségével meghatirozhatok
anélkiil, hogy sziikség volna a laboratoriumbdél "kitekintve" valamilyen tehetetlenségi
mozgast végzd test megfigyelésére. Ha az emberiség a foldfelszin alatt élne és sohasem
latna az égboltot, akkor is rdjohetne, hogy lakéhelye keringé6 és forgd mozgast végez
az inerciarendszerekhez képest.

Ha (104)-ben 7o-t (Fo + l;)—vel helyettesitjiik, amelyben b eleget tesz az

ml;;—i-Zm(J)xb;;)—i—m(ij (ija)—i—m(@’x(}):O

egyenletnek, akkor ezzel F*-t nem valtoztatjuk meg. Egy ilyen (7o +5) vektor ugyanis
egy mdasik inerciarendszer origdja. Az o vektor tehat tobbféleképpen valaszthato,
szemben &-val, amely egyértelmii: a K’ szogsebessége valamennyi inercia-rendszerhez
képest egyforma.

72.Feladat: Analizdljuk a centrifugdlis és a Coriolis-eré hatésat a foldfelszin
kozelében mozgd testekre (a Fold keringésétdl tekintsiink el, és haszndljuk a 71.feladat
K'-jét).

Megoldas: A centrifugdlis eré nem fiigg a tomegpont sebességétdl, és a foldfelszin
kozelében, ahol r < ro, (106) masodik tagjaval egyenld, amely szerint a forgdstenge-
lyre merélegesen kifelé mutat:
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C

A Coriolis-er6 a (105) els6 tagja, a 71.feladat X’'-jében ui. Vo = 0. Az erd irdnya
a test mozgésiranyatoél fiigg: amikor a test tavolodik a forgastengelytol, az eré nyugat
felé, kozeledésnél pedig kelet felé mutat. Egy magas toronybdl fliiggdlegesen leejtett
test a talapzat eldtt (attdl keleti irdnyban) ér f6ldet. A K inerciarendszer szempon-
tjabol ezt gy interpretaljuk, hogy a torony tetején a kertileti sebesség nagyobb, mint
a talapzatndl, és a tehetetlenség torvénye alapjan az elejtett test a sebességnek ezt a
komponensét megtartja (a graviticids erd irdnya erre meréleges). A Foldhoz rogzitett
koordinatarendszerbol nézve a test mozgasa azért nem pontosan fiiggdleges, mert
keleti iranyba mutatd Coriolis-erd hat ré.

Tanulsdgos megérteni, milyen erék hatnak az w szogsebességgel forgdé K’'-ben
egyenletes Frw sebességi kormozgast végzd testre. A teljes er6 mindkét esetben
nyilvan az origd felé mutaté mrw? centripetélis erével egyenld, ez szilkséges ugya-
nis az egyenletes kormozgés fenntartasihoz. De ennek az erdének a természete nem
ugyanaz a K' forgésaval ellentétes és megegyezd irdnyt mozgasban.

Amikor a test a K-ban w szogsebességgel forgé K'-ben —rw keriileti sebességgel
halad, akkor a KC inerciarendszerhez képest nyugszik, ezért nem hat ra valédi ers. A
K'-beli keringését fenntarté mrw? centripetalis erd ezért tisztan tehetetlenségi erd,
a kifele mutaté mrw? centrifugalis erd és a Coriolis-erd osszege. Ez utobbi ezért az
origé felé mutat, és a nagysaga 2mrw?-tel egyenl§.

Az ellentétes irdnyi kdrmozgédsnal a tomegpont a KC-ban is egyenletes kormozgast
végez 2rw keriileti sebességgel, ezért 4mrw? valddi erd hat rd. A K'-ben ezt az mrw?
centrifugdlis erd és a kifele mutaté 2mrw? Coriolis-erd csokkenti le a szitkséges mrw?
centripetélis erére.d

73.Feladat: Milyen szogsebességgel forog a Foucault-inga lengési sikja a ¢ fol-
drajzi szélességen?

Megoldas: A sarkokon (¢ = £90°) a lengési sik nyugat felé forog a Fold w =
27 /nap szogsebességével'®. A Folddel egyiitt forgé K’'-ben a lengési sik elforduldsa a

18 A Fo6ld keringésétdl eltekintiink.
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Coriolis-er6 hatésa, de az allécsillagokhoz rogzitett K inerciarendszerbol nézve annak
kévetkezménye, hogy a lengési sik allandé helyzetii.

Legyen most az inga valamilyen tetszOlegesen védlasztott ¢ szélességen. Az inga
felfiggesztési pontjan athalado lokalis merdlegesnek (az inga tengelyének) az irdnyat
jeloljiik 7i-el. A lengési sik ekoriil a tengely koriil forog, ezért a Fold & szogsebességének
az az &) komponense okozza, amely 7i-el pdrhuzamos.Nyilvan

Wy = wsin @] - 7.

Ezzel a szogsebességgel forog a lengési sik a ¢ szélességen. Az & masik, fi-re merdleges
W1 komponense magat az 7 iranyt forditja el, de ez a mozgas a lengési sik Foldhoz
viszonyitott helyzetében nem okoz valtozast.

A fenti gondolatmenet taldn szemléletesebbé valik, ha a Foldhoz rogzitett K szem-
pontjabdl adjuk elé. Ebben a rendszerben az égbolt —& = konstans szogsebességgel
forog. A forgds a Sarkcsillag koriil torténik, de felbonthatjuk két olyan forgas 6sz-
szegére, amelyik kozill az egyiknek az 77 lokalis merdleges irany a tengelye. Ennek
a komponensnek a szogsebessége —d. A K'-héz viszonyitva ezzel a szogsebességgel
forognak a csillagok 7 (a zenit) koriil, és az inga lengési sikja egyiitt forog veliik,
hiszen megtartja helyzetét hozzajuk képest.

A szogsebesség masik, —dj; komponense azonban a csillagos eget ugy forgatja,
hogy az égboltnak folyamatosan més és més pontja keriil a zenitbe. Az inga ebben a
mozgasban természetesen nem vehet részt, hiszen a tengelye, amely a zenit felé mutat,
rogzitve van a Foldhoz. Az égbolt forgasanak a két komponense tehdt kilonbozé
hatédssal van az ingdra, és erre vezethet§ vissza az a meglepé tény, hogy (¢ = 0, +90°
kivételével) a lengési sik 24 6ra eltelte utdn nem ugyanazt a helyzetet foglalja el a
csillagokhoz képest (w < w), mint 24 éraval korabban.

Az inga mozgasa a Fold forgasa kovetkeztében azonban elég bonyolult, és emiatt
a fenti egyszerti gondolatmenetet esetleg nem érezziik elég meggy6zonek. Célszerii
ezért a feladatot az inga mozgasegyenlete alapjan is megoldani.

Valasszuk K'-t a 71.feladat szerint és legyen az inga felfiiggesztési pontja az O'Z’
tengelyen a kotélhossz magassdgaban. Kis amplitidéja lengésekre korlatozodva fel-
tehetjiik, hogy az ingdn 16gd tomeg az O’ X'Y’ sikban az origb kozvetlen kozelében
mozog. Az inga lengési frekvencidja legyen wg, a Fold forgédsi periodusa 1' = 1 nap,

, 1oz ™
és nyilvan wg > T = w.

A mozgasegyenletek:

mi’ = —mwiz' + FZ
miy = —mwiy + Ey.
A jobboldalon nem sziikséges figyelembe venni a centrifugélis erd jarulékat, mert az

csak az inga nyugalmi helyzetét médositja: nyugalmi allapotban a kétél nem pontosan
parhuzamos az O’ Z’ tengellyel, hanem a negativ Y’ tengely egy O’-hoz kozeli pontjara
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mutat. A lengési sik elforduldsat a Coriolis-erd okozza, amelyet (102)-b6l vehetiink.
A v, =0 figyelembevételével

mi’ = —mwir + 2mwsing -y

mij = —mwdy —2mwsing - i’

Vezessiik be a z = x’ + iy’ komplex kitérést, amelynek a keresett fliggvények a valds
és a képzetes részei. Ha a masodik egyenletet i-vel megszorozzuk és a két egyenletet
Osszeadjuk, akkor az
mz = —mwiz — 2imwsin @ - &
egyenletre jutunk, amely a w = wsin ¢ jeldlés bevezetése utan a
5+ 2iwi +wi =0
konstans egyiitthat6ju homogén kézonséges diff. egyenletre vezet. Ennek partikuldris
megoldasait z = 'St alakban kell keresni, amelyben s az
s2 4+ 2ws —wi =0

algebrai egyenletet két s+ megoldasa:

s¢ = —wx\/w? +wl.

Mivel wy > w > w, a w-ben linedris pontossaggal

S+ = —w £ wp.
A két partikularis megoldds tehat z4 = els+t,
megoldasoknak az

Ezeknek a komplex partikularis

z! = cos syt = cos(wy — w)t Y, =sins;t = sin(wy — w)t

x’ = coss_t = cos(wp + w)t Yy =sins_t = —sin(wy + w)t

valos partikularis megoldasok felelnek meg, amelyek egységnyi sugari kormozgasokat
frnak le az O’ X'Y" sikban: a + indeksz{i megoldds (wo — w) kérfrekvencidval pozitiv
irdnyban, a — index{i megoldds (wo + w) korfrekvencidval negativ irdnyban forog.

Mivel w < wp, induljunk ki a w = 0 hatdresetbdl (nyugvé Fold) és tegyiik fel,
hogy az inga ekkor az X' tengely mentén leng. Ezt a megoldast gy nyerjiik, hogy a
két partikuldris megoldédst ugyanazzal az A/2-vel szorozva 6sszeadjuk:

A

¥ = E(ch_—l—x’_):Acoswot
A

v o= S0 +yl) =0
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Ha figyelembe vessziik, hogy w # 0, erre a megoldéstipusra az

2 = 3 [cos(wo — w)t + cos(wo + w)t] = Acoswt - coswot
Yy = 3 [sin(wy — w)t — sin(wo + w)t] = —Asinwt - coswot
képleteket kapjuk. Ez egy olyan wg korfrekvencidja lengés, amelynek sikja o = —wt

sz0get zar be az O’ X' tengellyel: az inga sikja tehat |w| = w|sin @| korfrekvencidval
forog az O'Z’ koriil, ahogy allitottuk.de

Hangstlyozzuk, hogy az inerciaero kifejezésében ¢ nem a téomegpont, hanem a ko-
ordinatarendszer szogsebessége és ezért inerciarendszerben nem 1ép fel se centrifugalis
eré, se Coriolis-erd (egyaltaldn semmiféle inerciaerd). Ennek ellenére a centrifugdlis
er6 kifejezést szokas akkor is hasznalni, amikor a mozgast inerciarendszerben tar-
gyaljuk, és ezt mi is megtettiik (Id. az 1.8, 1.19 fejezetet és az 56.feladatot). A
kovetkez6 feladat mutatja, miért jogos ez a beszédmadd.

74.Feladat: m-tomegii tomegpontot centrélis erd vonz a K inerciarendszer origé-
jahoz, amelynek hatédsa alatt mozog az OXY sikban. Az origéban allva tigy forgunk az
OZ tengely koriil, hogy a tomegpontot dllandéan magunk el6tt 1latjuk p tavolsdgban,
amely fiigg t-t6]. Irjuk fel a p-ra vonatkozé mozgasegyenletet.

Megoldas: A megfigyeld, aki a tomegpontot dllandéan maga elétt latja, a K'-ben
nyugszik. Az O’ essen egybe O-val, az O'Z’' pedig az OZ-vel, és a pozitiv O’ X’
tengely mutasson allandéan a tomegpont felé. Akkor a K’ rendszer

b= (wd?/a Wy, wz/) = (Oa 07 50)

szogsebességgel forog az O'Z' koriil, ahol ¢ a tomegpont azimutszoge K-ban. A
tomegpont koordinatdja K’'-ben

T= (xlv y,a ZI) = (P, 0, 0)7

ahonnan

<

=@, 9, &)= (5 0,0)
=@, ¥, ) =(p, 0, 0).

SN

A (105), (106) alapjan ekkor
Fr = (0, =2mgp, 0),  Frp = (mpi?, 0, 0).
Mivel azonban & # 0, (104) negyedik tagjat is figyelembe kell venni:
—m(of) x 7) = (0, —mpg, 0).

Természetesen a komponensek az er6k képleteiben is K’'-re vonatkoznak.
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Az md@ = F + F* mozgasegyenlet 2/, y/ komponensei

2
F, +mp } (107)

mp
0

~2mp — mp,

mig a 2’ komponens 0 = 0-t ad. Ezek az egyenletek azonosak az inerciarendszerben
poldrkoordindtdikban kaphaté egyenletekkel (1d. az 1.8 fejezetet, amelynek képleteiben
centrélis er6nél F, = 0). Ez az egybeesés feljogosit arra, hogy a radiélis egyenlet mpp?
tagjat centrifugdlis erének nevezziik, tekintet nélkiil az egyenlet levezetési modjara.de

1.29 Relativ és abszolut mozgas

A Galilei-féle relativitasi elv szerint a testek pillanatnyi sebessége relativ: izolalt
test szemlélése (kisérleti megfigyelése) alapjan nem lehet megéllapitani, hogy a test
sebessége éppen mekkora. Ha a természet kitiintetne egy meghatarozott vonatkoz-
tatdsi rendszert ("abszolit vonatkoztatasi rendszer") a szdmtalan koziil, akkor célsz-
erli és természetes volna sebességen az abszolut vonatkoztatasi rendszerhez képesti
sebességet érteni ("abszolit sebesség'). Ezt a sebességet egy adott testre adott pil-
lanatban minden megfigyel6 ugyanannak talalna, hiszen — mivel a természeti torvények
kitiintetnék ezt a vonatkoztatasi rendszert, — kisérleti iiton barki meg tudné allapitani
a sajat sebességét hozza képest.

A valbsiagban végtelen sok olyan vonatkoztatési rendszer van — az inerciarend-
szerek — , amelyek minden fizikai jelenség szempontjabol egyenértékiiek, és ezek
kiilénféle konstans sebességgel mozognak egymashoz képest. Semmilyen természeti
torvény felhasznalasaval sem lehet megmondani, melyikhez kell viszonyitani a vizsgalt
test sebességét. Emberi torvények alapjan persze megmondhatnéank, és kotelezhetnénk
mindenkit arra, hogy pl. kizarélag a Naphoz rogzitett rendszerhez szabad vonatkoztat-
nia minden sebességet. De ez nagyon megtéveszt6é volna, mert hattérben maradna az
a természeti toérvény, hogy — ha engednék, — nyugodtan lehetne més vonatkoztatasi
rendszert valasztani.

Ha ugyanezt a meggondolast a gyorsuldsra alkalmazzuk, akkor azt talaljuk, hogy
a testek pillanatnyi gyorsuldsa abszolut: az izolalt test szemlélése alapjan meg lehet
allapitani, hogy a test gyorsulasa mekkora anélkiil, hogy ki kellene valasztanunk egy
bizonyosat az inerciarendszerek koziil. Az inerciarendszerek ugyanis nem gyorsulds-
ban, hanem csupan allandé sebességben kiilonboznek egymdéstol és ezért a testek
gyorsuldsa mindegyikre nézve ugyanaz.

A gyorsuléds csak akkor lenne relativ, ha az altaldnos, egymashoz képest gyorsuld
mozgast végz6 vonatkoztatasi rendszerek is egyenértékiiek lennének minden fizikai
jelenség szempontjabdl. De ilyen egyenértékiiség mar a mechanikai jelenségek korén
beliil sem all fenn. A gyorsuld vonatkoztatdsi rendszerekben inerciaerdk miikodnek,
amelyek inerciarendszerekben nem lépnek fel. Az inerciaer6k hatdsa alapjan képe-
sek vagyunk megallapitani, hogy vonatkoztatasi rendszeriink gyorsul, s6t, kisérletileg
meg is tudjuk hatarozni a gyorsuldsat. Galilei hajéjan minden jelenség hatarozottan
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masképpen jatszédna le a felgyorsulds és a fékez6dés szakaszaiban, mint amikor a
hajé egyenletesen halad. Foucault az ingakisérletével éppen azt bizonyitotta be, hogy
a Fold és az égbolt egymashoz viszonyitott forgasa valéjaban egyaltalan nem relativ,
hanem hatarozottan a Fold az, amely 24 6ra alatt megfordul a sajat tengelye koriil.
A Fold szogsebessége — és a szogsebesség altalaban, — abszolit értelemben annyi
amennyi (az egységrendszer megvalasztdsa utdn), mert minden inerciarendszerben
pontosan ugyanannyi.

Ez a tény Newton szdmadra tokéletesen vildgos volt. A Principidban ezt olvassuk:

Az abszolut és a relativ mozgas hatasaban rejlé kiilonbség abban az
erOben jelentkezik, amellyel a test eltdvolodni igyekszik a forgastenge-
lytél. Relativ kérmozgas esetében ilyen er6 nincsen, de valédi és abszolit
kormozgasnal ez az er6 a mozgasmennyiséggel aranyosan, nagyobb vagy
kisebb. Eroésitsiink egy edényt hosszi zsineg végére, és csavarjuk korbe
a zsineget, mig egészen merev nem lesz. Ezutan toltsiik meg az edényt
vizzel és hozzuk mindkett6t nyugalomba. Ha most hirtelen valamilyen
er6 ellenkez6 iranyu forgasba hozza a zsineget, akkor az visszacsavarodik,
és hosszu ideig az edény is koveti ezt a mozgast. A viz felszine eleinte
vizszintes marad, akarcsak az edény mozgasa el6tt. Késébb azonban az
edény lassanként erét fejt ki a vizre, és a vizet arra kényszeriti, hogy
forgasba j6jjon. A viz fokozatosan tavolodik el a forgas kézéppontjatol, és
felmészik az edény faldra, végiil is a felszine homoru alakot vesz fel. (Ezt
a kisérletet magam is elvégeztem.) Amint a forgds gyorsul, a viz mind
magasabbra emelkedik. A viz forgasanak periédusa megegyezik az edény
forgasanak periéduséaval, és igy a viz, az edényhez képest, relativ nyuga-
lomba keriil. A viznek a felemelkedése azt mutatja, hogy a viz igyekszik
eltavolodni a forgastengelyt6l. éppen ennek a torekvésnek segitségével is-
merhet6 fel és mérheté meg a viz valédi és abszolut kérmozgasa, amely
kiilonbozik a viz relativ mozgdsatél. Amidén az edényben levé viz relativ
mozgasa a leger6teljesebb, ez a mozgas nem okoz semmiféle eltavolodast
a tengelytdl; a viz nem igyekezett elérni az edény peremét, nem mészott
fel az edény faldra, hanem a feliilete vizszintes maradt, és a viz valédi
koérmozgasa még nem kezdédott meg. Amint azonban csokkenni kezdett
a viz relativ mozgasa, az edény falara vald felmaszasa azt a torekvést
arulja el, hogy igyekszik a forgdstengelytol eltavolodni. Ez azt jelenti,
hogy a viz valédi kérmozgasa allandbéan erdsodik, mig végiil eléri leg-
nagyobb értékét, amikor is a viz, az edényhez képest, relativ nyugalomba
keriil. Ez a torekvés fliggetlen a viznek a kornyez6 testekhez viszonyitott
elmozduldsatol. Ezért a valdédi kérmozgast nem magyarazhatjuk ilyen-
féle elmozdulasok segitségével. Valamely forgasban levo test valddi kor-
mozgasa egyediil egy sajatos és megfelel6 torekvésnek a hatdsara jon 1étre.
A kornyez6 testekkel valé valtozatos Osszefiiggések kovetkeztében azonban
a relativ mozgasok szdma meghatdrozhatatlan.
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Heinrich Laszl6 forditasa

A szogsebesség (altaldban a gyorsulds) abszolut jellegébdl arra lehet kovetkeztetni,
hogy egy test forgdmozgasa abban a hipotetikus esetben is megéllapithaté volna, ha
a Vildgegyetemben més testek egydltalin nem is léteznének. A Fold szogsebesség
vektora tisztan foldi kisérletben — pl Foucault-ingaval — pontosan megéllapithato.
Jelenlegi fizikai tudasunk alapjan semmi sem szél azellen, hogy ugyanennek kel-
lene torténnie, ha az égitestek masképpen helyezkednének el a Vildgegyetemben, ha
kevesebben lennének, vagy — hataresetben —, ha a Foldon kiviil nem is 1éteznének
mas égitestek.

Az absztrakcionak ezen a szélsé pontjan azonban tiltakozni kezd a geometridn
nevel6dott szemlélet. G.Berkeley ir filozéfus, Newton fiatalabb kortarsa példaul igy
vélekedik:

...egy test valédi helyét nem szabad gy definidlnunk, mint az abszolut
térnek azt a részét, amelyet elfoglal; sem pedig a test igazi vagy abszolut
mozgasat tgy, mint valédi vagy abszolut helyének megvaltozasat. Ugyan-
is minden hely és minden mozgas egyarant viszonylagos. Még nyilvan-
valobb lesz ez, ha leszogezziik, hogy semmiféle mozgas nem foghaté fel
valamilyen determindaci6 vagy irdany nélkiil, ez pedig csak ugy foghaté fel,
ha a mozg6 testen kiviil felfogjuk ugyanakkor sajat testiinknek vagy mas
testnek a létezését is. Mert a felfelé, lefelé, balra és jobbra, valamint az
Osszes helyek és irdnyok valamilyen viszonyon alapulnak, és sziikségkép-
pen feltételeznek egy olyan testet, amely kiilonbozik a mozgé testtdl. gy,
ha feltételezziik, hogy az Osszes testek megsemmistltek, és példaul csak
egyetlen gomb létezik magdban, akkor ennek semmiféle mozgasat nem
lehetne felfogni; sziikségképpen lennie kell tehat egy mésik testnek, ame-
lynek helyzete altal a mozgas meghatarozhaté. E nézet igazsaga tiistént
a legnyilvanvalobba valik, mihelyt kévetkezetesen végrehajtjuk az Gsszes
testek feltételezett megsemmisitését, beleértve sajat testiinkét és a tob-
biekét is, kivéve a magdnyos gémbot.

Fehér Marta forditasa

150 évvel késobb E.Mach osztrak fizikus és filoz6fus azonban ramutatott arra,
hogy az abszolit gyorsulas és a bel6le szarmazé paradoxonok elkeriilése csak egy 1j,
a newtonitdl kiilonb6z6 mechanika alapjan lehetséges:

Természetesen gondolhatjuk azt, hogy a Fold forog a tengelye koriil,
de azt is, hogy a Fold nyugszik, és az allécsillagok keringenek koriilotte.
Geometriailag ez a két eset tokéletesen ugyanazt jelenti — a Fold és az
allécsillagok viszonylagos forgasat egymashoz képest. De ha azt mondjuk,
hogy a Fold nyugszik és az allocsillagok forognak korilotte, akkor mibdl
ered a Fold lapultsaga, a Foucault-kisérlet és még sok mas jelenség, ha
a tehetetlenség szokdsos torvényébdl indulunk ki? Ezt a nehézséget két
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uton lehet elkeriilni. Vagy abszoltatnak kell tekinteniink minden mozgést,
vagy nem jol értjik a tehetetlenség torvényét. Nekem jobban tetszik ez a
maéasodik valtozat. A tehetetlenség torvényének olyan formdjat kell meg-
taldlnunk, amely mind az els6, mind a masodik nézépontbdl ugyanarra
a kovetkeztetésre vezet. Ehhez azonban figyelembe kell venni a Vilage-
gyetemben mindeniitt 1étezé tomegeket.

Azt a hipotézist, amely szerint a testek tehetetlensége itt valamilyen moédon 6sz-
szefligg a Vilagegyetemben fellelhet6 tomegekkel és emiatt a gyorsulas is relativ, Mach-
elvnek nevezziik. Egy olyan mechanika szerint, amely 6sszhangban van a Mach-elvvel,
a Foldhoz rogzitett és az dlldcsillagokhoz rogzitett koordindtarendszer tokéletesen
egyenértékli volna: mindkettOben ugyanaz a mozgisegyenlet volna érvényes, mert
nem kilénboztetnék meg inerciaerdk az egyiket a mésiktol. Az allocsillagokhoz képest
nyugvo rendszerben végzett szamitas szerint a Fold azért lenne belapult, mert forog
és darabjainak centripetalis gyorsuldsa a belapultsag kovetkeztében fellépd rugalmas
centripetdlis erével kapcsolatos (ardnyos vele). A Foldhoz rogzitett rendszerben sem
lenne sziikség inerciaerdre a belapultsig magyardzatdhoz, mert azt az allocsillagok
forgdsabol szarmazé valédi eré okozna. Ha egy ilyen elméletben megprobalnank azt
a (hipotetikus) esetet targyalni, hogy a Foldon kiviil nem létezik semmiféle mas ob-
jektum, vagy azt kellene taldlnunk, hogy ez a feltevés ellentmondédsokra vezet az
elméleten beliill és ezért elvileg nem realizalhaté, vagy pedig azt, hogy az egymashoz
képest forgd rendszerekben nyugvo Fold egyikben sem belapult és a Foucault-inga
sikja sem forogna egyikben sem. Ennek az elméletnek a fényében a dinamikai je-
lenségek megengednék, hogy az anyagi testek valésdgos forgasat éppugy relativnak
tekintsiik, mint a geometria anyagtalan objektumainak képzeletbeli forgasat.

Ma nem létezik olyan érvényes fizikai elmélet, amely maradéktalanul eleget tenne
a Mach-elvnek. Einstein altalanos relativitas-elmélete a newtoni mechanikat egészen
1j megvilagitasba helyezte, de a Mach-elvnek csak bizonyos elemeit foglalja magaba:
forgd m tomegl gombhéj kozéppontjaban elhelyezett Foucault-ingdra hat Coriolis-
er6, de a maganyosan forgd Foldon végzett Foucault-kisérlet az altalanos relativitas-
elmélet szerint is pozitiv eredményt adna.

*
A kovetkez8 néhany fejezetben a Hamilton-mechanika (kanonikus elmélet) alap-

jait ismertetjiik. Vazoljuk az adiabatikus invaridnsok altalanos elméletét, amely a
kvantumelmélet targyalasanak fontos kiindulépontja.

1.30 A konfiguracios tér és a fazistér

Egy n szabadségi foku rendszer trajektéridjat (1.1 fejezet) a
qi:fi(t) i=1,2,...,n
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fuggvényekkel adjuk meg. A g¢;-k Osszeségét konfigurdcionak nevezziik: egy rendszer
értékét. Ha elképzeliink egy n-dimenziés teret és benne egy n-dimenzidés Descartes-
rendszert, amelynek az egyes tengelyein a qi, ¢2,...,q, koordinatakat mérjik fel,
akkor a rendszer minden konfiguraciéjanak megfeleltethetiink egy pontot ebben a
térben: azt, amelynek a koordinatai az adott konfiguraciéhoz tartozé ¢;-k. Ezt a
teret konfigurdcios térmek nevezziik.

Ahogy az id6 telik, a rendszer konfigurdciéja folyamatosan valtozik, a konfigura-
cibnak megfelel6 pont egy gorbét ir le a konfiguracios térben. Ezt a gorbét neveztiik
az 1.1 fejezetben palyanak. Legyen t és t + At kozott a ¢; megvaltozasa Ag;-vel
egyenld: a Ag;-k annak a vektornak a komponensei, amely a péalya ¢-hez tartozd pon-
di

At
komponensii vektor is. Amikor At — 0, ez a vektor a t-beli érinté iranyahoz tart,

a komponensek pedig a ¢; sebességekhez: ez a "konfigurdcié mozgasi sebessége" a
palyan.

A konfiguracios tér minden pontjan az adott rendszer végtelen sok lehetséges pa-
lydja halad keresztiil. A mozgédsegyenletek ui. idében mésodrendii diff. egyenletek,
amelyeknek a megoldasat csak a ¢;-k €s a ¢; egyidejii megadasa rogziti.

Vegyiink fel most gondolatban egy 2n dimenzids teret és benne egy 2n-dimenzibs
Descartes-rendszert, amelynek a tengelyeire a g;-ket és a hozzdjuk tartozé (dltaldnosi-
tott) p; impulzusokat mérjiik fel. Ezt a teret fdzistérnek vagy dllapottérnek nevezziik,
a q;-k és a p;-k Osszeségét pedig dllapotnak: a rendszer allapotat akkor ismerjiik, ha
ismerjilk az Osszes koordinata és impulzus értékét. A rendszer adott allapotdnak a
fazistérben azt a pontot feleltethetjiik meg, amelynek koordinatai az adott allapothoz
tartozo ¢;-k és p;-k.

Egy n szabadséagi foku rendszer fdzistrajektoridjdat a

e = filt) |._
P = git) }2—1,2,...,71

fuggvényekkel adjuk meg. Ahogy az idé telik, a rendszer allapota folyamatosan val-
tozik, az allapotoknak megfeleld fazispont pedig egy gorbét ir le a fazistérben, amelyet
fazispdlydnak neveziink (gyakran azonban ezt is fazistrajektéridanak mondjék). A ¢;(t),
pi(t) komponensekkel rendelkez vektor — a fazispont sebessége — a ¢ paraméterti
pontban érinti a fazispalyat.

A fazistér minden pontjan egyetlen fazispalya halad kerestiil. Ennek az az oka,
hogy a fazispont megadasaval a mozgasegyenletek megolddasdhoz sziikséges dsszes
kezdeti feltételt rogzitjiik, ugyanis az impulzusok és a sebességek kolcsénosen meghataroz-
zak egymast. Ennek kovetkeztében a lehetséges mozgasok attekintése a fazistérben
kénnyebb, mint a konfigurdcios térben, annak ellenére, hogy ez utobbi kétszer kisebb
dimenziéju.

tjabol a t 4+ At-hez tartozd pontjaba mutat. Természetesen ugyanilyen iranyu a

75.Feladat: abrazoljuk a strlédismentes linedris harmonikus oszcilldtor szabad
mozgasanak a fazispdlyait.
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2

Megoldas: A szabad mozgas Lagrange-fiiggvénye L = %(m — w?2?), ahonnan

oL

p= oy mx. A lehetséges fazistrajektéridk egyenlete
T
x = A-cos(wt+ )
p = —mwA-sin(wt+ ).

Az x,p fazissikban (n = 1-nél a fazistér egy fizissikra redukélédik) ez egy ellipszis
paraméteres egyenlete: az z-irdnyu féltengely hossza A, a p-irdnyaé mwA:

AP

&

A fazispalydkon a nyil irdanyat az hatarozza meg, hogy p > 0-nal x né, p < 0O-
nal csokken. Az 1, 2, 3 palydk Fy < Fy < E3 energidju rezgéseket abrazolnak. A
nyugalmi helyzetnek az O origé felel meg.d

A

76.Feladat: dbrazoljuk a sikinga fazispélyait.
Megoldas: A sikinga mozgésait az 61.feladatban diszkutdltuk, amelynek alapjan
felrajzolhatdk a tipikus fazispalyak:

Py=m[*¢

/

Z

O\

e
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A ¢,p, fazissik a ¢ irdny mentén a —m < ¢ < 7 "csikra" korlatozédik — a ¢ és
a @ + 2nm (n tetszdleges egész) ugyanis azonos konfiguraciét ir le. A (—m,p,) és a
(+7,p,) koordinatédju pontok tehdt minden p,-nél azonosnak tekintenddk, és ezért
az Osszes fazispalya — az e, f, h, g-t is beleértve — zdrt gorbe. Pontosabb — és
szemléletesebb — ebben az esetben fazissik helyett fazishengerrel dolgoznunk, amit
gy kapunk, hogy a —7m < ¢ < m csikot kivagjuk, majd a ¢ = —7w és a ¢ = 47
egyenesek mentén Osszeragasztjuk.

Az a és a b korldtos mozgasok fazispalyai. Hataresetként ide tartozik az O origd,
amikor az inga az also egyensulyi helyzetben nyugszik. Az e, f, g, h palyak végtelen
mozgdst irnak le (de zért gorbék): az inga teljes forgdsokat végez pozitiv (e, f pélya),
ill. negativ (g, h palya) irdnyban. A ¢ és a d palyabdl dsszetett gorbe a szeparatriz,
mert ez valasztja szét a korlatos és a végtelen mozgdsok tartomanyéat. A szeparatrix
barmely pontjabdl indulva a rendszer végtelen hosszi ideig (a 61.feladatban ekkor
O =7 és T = 00) kozeledik a fels§ (instabil) egyensilyi helyzethez, amely a fézissik
¢ =7, p, = 0 pontja. Ez a pont maga egy kiilon palya, amelyen a rendszer — elvben
— végtelen hosszi ideig megmaradhat.de

77.Feladat: abrazoljuk a bolygémozgas fazispalyait.

Megoldas: A fazistér dimenzidja 2n = 4, ezért a fazispalyaknak csak a ¢, p, és az
r, pr fazissikokra vetett vetileteit tudjuk lerajzolni. A Kepler-probléméaban

Lot = g(fg +r22) + Jmz
r
ahonnan
Dr = i po=L.= MT2¢7-

Rogzitsiik az E-t egy negativ értéknél. Az 54.feladat kapcsdn tisztaztuk, hogy

p(ymimz)?

ekkor py, & (—Ly,, +Ly,) intervallumban valtozhat, ahol L? = 2[E]

. Mivel ¢

ciklikus valtozo, p, mozgasallandd, ezért a ¢, p,

AP¢
| 1 |
| Lo |
| |
: |
-1 | TT -
| | i)
i |
| |
| |
| T-Lm |
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fazissikban a fizispdlydk vetiiletei a p, = konst zdrt egyenesek a —m < ¢ < 7
tartomanyban.

Az r, p, sikon a vetiiletek zart gorbék, amelyek az Tmin, Tmaz fordulépontokban
metszik az r-tengelyt:

N pr

Az 54.feladatban lattuk, hogy rogzitett £ < 0-nadl a nagytengely hossza adott,
ezért az ryin + Tmaz = 26 0sszeg mindegyik palydra azonos. Az 1, 2, 3 palydkon
Ipo1]l > |pp2| > |ppsl- Az 7 = a, pr = 0 pont a kérpalyanak felel meg, amelyen

d
|py| = Ly,. A péalya egyenlete a 1.19.fejezet d_r képlete alapjan
4

2p2 |2 mim 2 mim 2
p,,:ur:i& —(E—i-’y 1 2)_ p‘P (p:i 2/_}/(E-|_,y 1 2)_&,
Do 1 r 12r2 r 72

amely a Kepler-probléma képleteinek a segitségével a

Qafriﬂ (0<p<a)

pr = Ey/prymima

ra r2

alakban is frhaté (p a fokélis paraméter).do

1.31 A kanonikus- vagy Hamilton-egyenletek

A cimbeli egyenletek a fazistérben felirt mozgasegyenletek. Mikor mondhatjuk azt,
hogy ismerjiikk egy rendszer mozgastorvényét a fazistérben? Nyilvan akkor, ha meg
tudjuk mondani, hol lesz a fazispont a t+dt pillanatban, ha t-ben a fazistér ¢, ..., ¢n, p1,
.oy D = q, p koordinataji pontjaban tartézkodott. Ez azért lehetséges, mert a fdzispalyat
mér egyetlen pontja meghatdrozza (adott dinamikai rendszerre).
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A faziskoordindtak megvaltozasa dt id6 alatt legyen dqq, ..., dqn,dp1, ...,dp, =
dq, dp. Ezek ardnyosak dt-vel:

dgi = Ai(g,p)-dt

dp; = Bi(g,p)-dt

Az A;, B; koefliciensek azért fiiggenek a ¢,p koordinataktol, mert a dt id6 alatti
elmozdulds nagysaga és irdnya a fazistér kiilonbozé pontjaibdl természetesen mas és
mas.

A rendszer dinamikéjat akkor ismerjiik a fazistérben ha ismerjiik az n drb A4;(q, p)
és az n drb B;(q, p) fiiggvényt, mert ekkor fel tudjuk irni a

G = Ag,p)
(i=1,2,..,n). (108)
pi = Bi(q,p)

mozgdsegyenleteket. Ezeket megoldani annyit jelent, mint megtalalni az idének azt a
2n drb
¢ = [fi(t;C1,...,Cap)
(109)
pi = gi(t;C1,..., Cop)

fliggvényét, amelyek 2n 6nkényesen valaszthaté C; konstansot tartalmaznak és olyanok,
hogy ha (108)-ba visszahelyettesitjitk 6ket, azonossdgokat kapunk.

Amikor a rendszer dinamikéja jellemezhets Lagrange-fiiggvénnyel, az A;, B; koef-
ficiens-fiiggvények is leszdrmaztathatdk egyetlen fiiggvénybdl, a H(q,p) Hamilton-
fiigguénybdl, amely az energianak — a sebességek helyett — az impulzusokon keresztiil

OH OH
kifejezett alakja. Ekkor A; = I B, =— 3 és igy a (108) egyenletek a
i qi
. OH
q = s
(i=1,2,..,n). (110)
. OH
pi = X

alakot oltik. Ezek a kanonikus- vagy Hamilton-egyenletek. A q,p valtozopart — a
q, g-val szemben — kanonikus vdltozoknak nevezziik.

A (110) bizonyitdsdhoz induljunk ki az energia (43) alakjabol és F helyett hasznéljuk
a H jelolést, szamitva arra, hogy az energiat a kanonikus valtozdkon keresztiil kell
majd kifejezni. Eszerint

n
H="Y gpi—L, (111)
i=0
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ahol
oL
9qi
Adjunk most a ¢;-khez és a p;-khez tetszéleges Aq;, Ap; névekményt. Ezzel a
¢i-k is meghatdrozott névekményt kapnak, amelyet (112)-b8l hatdrozhatndnk meg
(de a konkrét alakra nem lesz sziikség). Mindezek kovetkeztében természetesen H is
megvaltozik:

i (i=1,2,..,n). (112)

n

: : oL oL . .
AH = Z{A%‘ “Pi+ Gi - Api — 94, -Ag; — o 'A%‘}
i=0 ’ ¢
- oL . oL :
= Z —a— " A¢+qi-Api+ (pi— 5 | - Adi -
prd 9q; 94

Az utolsé tag (112) kovetkeztében zérus. Ha az eredeti g;-k kielégitik a Lagrange-
egyenleteket, akkor az els6 tag koefficiensében

oL _doL _ .
oq;  dtog "

és ezért
n

AH = Z (—pi - Aqi + ¢i - Ap;) . (113)
i=0

Miésrészt H (g, p)-nek — mint minden ¢, p fliggvénynek — a parcidlis derivaltjait a

"~ (OH OH
AH = z; (8_% “Agi + o Api) (114)

Osszefiiggés definidlja onkényes Ag;, Ap;-vel. A (113) és a (114) jobboldaldn a novek-
mények koefficienseinek meg kell egyeznick egymadssal és a (110) kanonikus egyenletek
éppen ezt az egyenl6séget fejezik ki. A (113) levezetésénél kihasznaltuk, hogy a ¢;-k
kielégitik a Lagrange-egyenleteket, ezért a kanonikus egyenleteket is csak a rendszer
valdsagos mozgasait leird trajektoridk elégitik ki.

78.Feladat: Adjuk meg egy szabad tomegpont Hamilton-fiiggvényét és irjuk fel
a kanonikus egyenleteket.

m
Megoldas: E = 5:'E2—ben a sebességet az © = L segitségével impulzusra cserélve
m
2
kapjuk a H = ;; Hamilton-fliggvényt, amelybdl szarmaztathatok az
m
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kanonikus egyenletek.de
79.Feladat: Ugyanez a linearis oszcilldtorra.

Megoldas:
m 1 P p? 1
E:§$2+§Dl’2, I':E, H:%+§Dm2,
és a kanonikus egyenletek:

. p

zr = —
m

p = —Dx.é&

80.Feladat: Ugyanez két témegpont relativ mozgésara centrélis erénél.
Megoldas:

E = g('2+7’2192+7"2sin219~<p2)+U(7’)
B oGoBo P
L pr? pr? sin? 9’
2 2 2
R Pe U(r).

2 2ur?  2ur?sin? 9
A Hamilton-egyenletek:

. DPr
Fo= =
w
, - F P dU
br urd - pr?sin?9 dr
; Dy
v o= —
pr
by — Vo cted
ur?  sin? 9
. Py
7 ur?sin? 9
ngo = 0-*
Amikor L helyett H-val dolgozunk, az energia idéderivéltjanak (44) képlete a
dE  OH
o2t 115
dt ot ( )

alakot olti.
Igazolas:

dq; + —dp; + —dt| .

— [0H OH OH
9q; Opi ot
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A kanonikus egyenletek szerint azonban megvaldésulé mozgésnal

oOH oOH
at dp = -2t
Op; b 0q;

dg; =

ezért a [ ] elsd két tagja kiejti egymdst és H = E koévetkeztében valdéban (115)-re
jutunk.

1.32 Az adiabatikus invaridansok elmélete

Vizsgédljunk egy rendszert, amely periédikus mozgast végez T' periédusidével. A moz-
gas fazispalyaja zart gorbe, amelyen a fazispont T' id6 alatt fut végig. A pélya vetiilete
az egyes q;p; fazissikokra ugyancsak zart gérbe. Az allitas az, hogy mindegyik fazis-
stkon a fdzispdlya vetiilete dltal hatdrolt teriilet — amelyet 2ml;-vel jelélink — adia-
batikus invaridns. (A 27 levalasztasa a kvantummechanikai alkalmazds szempontjabol
kényelmes.)

Mint j6l ismert, az y = y(x) gorbe és az z-tengely kozotti teriilet az a < x < b

szakaszon az / y(x)dx integrallal egyenld. Egy zdrt gorbe megaddsahoz legaldbb két
a

fiiggvény szitkséges, legyenek ezek y1(z) és yo(x). Az x = a baloldali fordulépontban
és az x = b jobboldaliban a két fiiggvény egyenlé egyméssal. A zart gérbén legyen
adva a pozitiv irdny, és a két fiiggvény indexelését valasszuk ugy, hogy a baloldali
fordulépontbdl pozitiv irdnyban elindulva el6szor az y; dgon kelljen haladni.

AY ¥, (%)

[~
o
o

¥, (%)

A zart gorbe altal hatdrolt tertilet az

%ydx = /ab y1(x)dx — /ab ya(x)dx

képlettel szamithatd ki — ez a formula a kontirintegral definiciojdnak tekintendd.
A képlet akkor adja a teriiletet pozitiv elGjellel, amikor a goérbén a pozitiv haladési
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irdny az 6ramutaté jarasaval egyezd értelmil (a gorbe dltal hatdrolt teriilet jobbkéz
felé esik). Az ¢ ydx jelolés értelmezése hasonlé médon adhaté meg abban az esetben

is, amikor a zart gorbe leirasdhoz kettonél tobb fliggvény sziikséges.
Ennek a jelolésnek a felhaszndldsaval az I; adiabatikus invarians formalis defini-
cidja a kovetkezo:

1
Lj=5- fpjdqj- (116)

Amikor a fazispalydk a sz6 megszokott értelmében zart gorbék, ez a képlet termé-
szetesen a gorbék altal hatarolt teriiletet adja meg pozitiv eldjellel: a példak mutat-
tak, hogy a fazispalydk irdnyitottsiga az éramutatd jarasaval megegyezé értelmii. A
© koordinatdhoz tartozé fazispalydk azonban — mint ldttuk — nem mind ilyenek:
gyakran csak akkor valnak zarttd, ha a fazissikot hengerré hajtjuk Gssze. Ebben az
esetben nem nyilvanvald, mit kell egy fazispalya altal hatarolt teriiletnek tekinteni.
Ilyen esetekben a (116) képletet fogadjuk el az I; definiciéjanak.

Vegyiik pl. a centrélis erétérben mozgd tomegpontnal az I, invarianst (77.feladat),
és irjuk fel I,-t a (116) alapjén:

1 1 [t
Icp = % pcpdSO = % pcpd()o-

—T

A fazisgorbe egyenlete azonban a targyalt 77.feladatban p, = konstans, ezért p,
kiemelhet6 az integraljel alol: I, = p,. Mivel p,, lehet negativ is, az I, is lehet negativ.
Az I, ezzel szemben mindig pozitiv, mert fazisgorbéi a sz6 megszokott értelmében
zartak.

Az I,-k adiabatikus invariancidjdnak bizonyitasa el6tt nézziink két példat.

A harmonikus oszcillator fazispalyai — mint a 75.feladatban 1lattuk — ellipszisek,
teriiletiiket konnyen kiszdmithatjuk, és azt taldljuk, hogy 27FE/w-val egyenls. Ez
az eredmény mutatja, hogy az F/w hényados adiabatikus invaridns, amint azt a
32.feladatban mar bebizonyitottuk.

81.Feladat: Igazoljuk a fenti allitast.

Igazolas:

tertilet = 7 - Tinaz * Pmaz = 7+ A - mwA
De A% = 2E/D = 2E /mw?, ezért

. 2F E
teriilet = mmw - — = 2r—. &
mw w

A szamitas egyszeriisége ellenére érdemes ugyanezt a feladatot egy mésik mod-
szerrel is megoldani, amely a viridltételen alapul (60.feladat).
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_ 1 t+T m
E = (viridl tétel) = 2K = 2 7 5”2 dt =

t

t+T t+T
—/ p-odt= —/ p—dt —j{ d:cf—Iwa

ujra azt kaptuk, hogy E/w adiabatikus invaridns, hiszen I-vel egyenl§.

Prébaljuk ki ugyanezt a gondolatmenetet a bolygéomozgasnél is. Engedjik meg,
hogy a palya sikja altaldnos helyzetli legyen, zarjon be — mondjuk — © szoget az xy
sikkal. A 9 ekkor a (0,7 — ©) intervallumban fog valtozni.

Zart palyanal E < 0, és

(117)

- 1 [T
E = (viridl tétel) = - K = —— Kdt =
T J
= ——/ —r—i— 2192 2rsmq9g0)

Hatarozzuk meg az impulzusokat a kinetikus energia polarkoordinatakban érvényes
alakjabdl, és az els6 két integralt alakitsuk at a kovetkez6é méddon:

t+T t+T t+T
m .o 1 . 1 dr 1
— = = Tdt = = —dt = - dr =mnl,
/t 27“ 2/15 prr 2/15 Pr dt B prar = Ty

t+T t+T t+T
M o 29 1 : 1 dd 17{
—reYT = = ddt = = —dt = dd =mly.
/t 27’ 2/t Py 2/t pﬁdt 9 Dy iy

A harmadik integralnal azonban jobban oda kell figyelni az eléjelre. Az I, ugyanis
— mint tudjuk — lehet negativ is, és ezért ml, bizonyosan nem lehet egyenld a
kinetikus energia harmadik tagjaval, amely mindig pozitiv. Kiilon kell targyalni azt
az esetet, amikor ¢ pozitiv, ill. negativ.

Ha ¢ > 0, akkor ¢t névekedtével ¢ is novekszik a —7 értéktél +m felé, ezért

t+T t+T t+T 77
m g . ) 1 , 1 dy 1
/t 57’251n219~<p2:§/t p‘/’@dt:§/t pwadtzg/ Dpdp = Tl,.

Mivel a baloldal pozitiv, ezért I, > 0.
Ha ¢ < 0, akkor ¢t névekedtével ¢ csokken a 7 értéktsl —m felé, ezért

t+T t+T t+T
m o . o .9 1 ) 1/ de
— 9 - = dt = - —dt =
fogrmtes = 5[ wens [ng

1/ I
= §/W p¢d¢:f§/7wp¢dcp:fﬂl¢.
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Mivel a baloldal pozitiv, ezért I, < 0.
Ezek az el6jelviszonyok mutatjak, hogy amikor ¢ eldjelét nem specializaljuk, az
I -t abszolit érték jelek kozé kell tenni:

T
m
/ ?7‘2 sin? o - ¢? =71,
t

Mindezt figyelembe véve azt taldljuk, hogy

1T T
EF=——= Kdt=—=(I+1 1,]). 118

Alakitsuk 4t T-t is a Kepler-probléméndl targyalt (56), (57), (58) képletek segit-
ségével:
_ 2mmapab  2mmay  ymime |L.|

T = — . .
|Lz| |Lz| 2|E| \/2m2|E|

Ha ezt a formuldt (118)-ba beirjuk, és figyelembe vessziik, hogy korldtos mozgdsnal
E <0, rovid atalakitas utan a fontos

2,12,,3

yTmIms

B _ 119
20, + Iy + |1,))? (119)

képletre jutunk, amelyben mi a centralis égitest, mo pedig a bolygd tomege.

A (119) speciélis esetként tartalmazza az 55.feladat eredményét: amikor a centrélis
égitest m; tomege adiabatikusan valtozik (kozben v és mo konstans), az E/m? ardny
adiabatikus invaridns. Amikor azonban mg véltozik lassan, és my konstans, az E/ mg
arany az, ami invarians. Amikor a paraméterek egyidejiileg valtoznak, az E/y?*mIm3
tort az, ami valtozatlan marad, mivel egyedill az I, Iy, I, adiabatikus invaridnsok
fliggvénye.

Létni fogjuk, hogy a (119) képletnek fontos szerepe van a hidrogénatom kvantum-
elméletében.

A (116) adiabatikus invariancidjinak a bizonyitdsit az n = 1 esetben mutatjuk

be, amikor

1

I=— dq.

o paq
Ez a képlet természetesen feltételezi, hogy a p egy p(q) fuggvénnyel egyenls, amely
zart gorbe a q, p fazissikon — minden példaban ez volt a helyzet. Ez akkor teljesiil,
ha a feladat integralhaté (1.17 fejezet B) tipus). Ha pl. az energia mozgasillando,
akkor a p(q) figgvényt tgy kapjuk, hogy a H(q,p) = E = konst egyenletet megoldjuk
p-re és igy a p a ¢-n kivil E-t6l is fog fiiggeni. Ha H-ban kiilon feltintetjik azt a
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paramétert — jeloljilk A-val —, amely majd adiabatikusan valtozni fog, akkor p-t a
H(q,p; A) = E megoldasabodl kapjuk, és ezért g, E mellett A-t is tartalmazni fogja:

p=p(g; E;A).

Az I ennek a fiiggvénynek ¢ szerinti integralja, ezért az E és a A fliggvénye.

Miel6tt a bizonyitdshoz hozzifognank megjegyezziik, hogy ha E-t E + AE-re,
A-t A + AA-ra valtoztatjuk, akkor a p fiiggvényalakja p(q; F; A)-rél p(q; E;A) +
Ap(q; E; A)-ra véltozik. A Ap flggvényt természetesen a H(q,p + Ap; A + AA) =
E + AFE egyenletbdl kapjuk. Kis valtozasoknal ez az egyenlet ilyen:

0H(q,p; A) 0H(q,p; A)
oy SPT T oA

H(q,p;A) + AN = FE+ AE.

Ebben a képletben p-n természetesen a p(g; E;A) fuggvényt, Ap-n a keresett
Ap(q; E; A) fuggvényt kell érteni. Ezért H(q,p; A) = E és

AE — 6—HAA

Ap = 87;3/\. (120)

p

Erre a képletre lesz sziikség a bizonyitasnal.

Emlékezziink vissza, hogy az adiabatikus invariancidval kapcsolatos 32., 50. és
55.feladat megolddsénak kiindulépontja az E-nak a A-n keresztiili kifejezése volt. A
(115) szerint ez a kapcsolat {gy irhaté:

B _9H _ 0H g
dt ot  OAN

ugyanis H csak a A paraméteren keresztiil fiigg az id6tél.

A — tényezd egy peridéduson beliil gyorsan valtozik (a benne 1év ¢, p periddikus

OA

valtozasa miatt), de periédusrol periddusra a véltozdsa lassi. Célszer(i ezért az energia
egy teljes periddusra esé valtozasaval foglalkoznunk. Ezt a valtozast, amely — mint
mondottuk — lassid, AE-vel jeloljik:

t+T dH t+T 6H .
AE=FE({t+T)— E(t) = —dt = —Adt.
(t+D)-EW®) /t dt /t oA
Most hasznéljuk ki, hogy A adiabatikusan véltozik és a T periddus alatt a valtozasi
sebessége allandonak tekintheto:

—dt = — —dt.

o pt+T t+T
AE— i / OH . AA OH
. OA T J, oA
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A jobboldalon AA a A megvéaltozasa T id6 alatt. A t¢-integralban természetesen A a
t pillanatban felvett konstans A(t) értéket jelenti az egész a (t,t + T') intervallumban.
Irjuk az utolsé egyenletet

t+T aH
AE — —AA| dt =
/t { oA ] .

alakban, és a

_dg  dq
W= T oH
dp

egyenléség alapjan (a mésodik lépésben a Hamilton-egyenletet hasznédltuk) a ¢-integraldst
helyettesitsiik ¢-integréalassal:
OH
AFE — —AA
— OA dg=0
OH '
op

A (120) szerint ez az egyenléség a

%priq:o (121)
alakban is irhaté, amelyben
Ap = Ap(q; E5A) = p(g; E + AE; A+ AA) — p(g; E; A).

Ezt a kiilonbséget (121)-be irva a

fp(q; E+AE;A+ AMN)dg = fp(q; E;N)dq

egyenlGségre jutunk, ami — az aldbbi megjegyzés figyelembevételével — mutatja,
hogy I tényleg adiabatikus invarians:

I(E + AE,A + AA) = I(E, A).

A képlet jelentése szavakban: Ha a rendszer A paraméterét lassan valtoztatjuk, akkor
a mozgas energidja szintén lassan valtozik gy, hogy az I(E, A) kombindcié allandé
maradjon.

Megjegyzés: Amikor A és E megvaltozik, dltalaban megvaltozik a g¢-integralds
tartoménya is'®, mert megvaltozik a fordulépontok koordinatdja: ¢min — Qmin +
AQmin; 9maz — 9mazx +AQmaa:- A Aszn ésa AQmaa: a p(q+Aq, E+AE; A+AA) =

9Kivétel a ¢ = ¢ eset, mivel a p-integralds mindig a (—m, +) intervallumra terjed ki.
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0 egyenlet két gyoke. Ennek kovetkeztében az I megviltozédsa a konturintegralds

c sz

1 Amazx 1 Amazx

Al = —A prdg — —A p2dq =
2 qmin 2 qmin
1

2T

QWLaz"FAQTn,aw dmazx
/ pi(g; E+ AE; A+ AN)dg — / p1(q; E; N)dg
q

min+Admin qmin

Y

1 Gmaz+Aqmax dmaz
= 5 / pz(q;E+AE;A+AA)dq*/ p2(q; E5 A)dg
T Gmin+Aqmin Qmin

ahol p; és po a zart p-palya két dga.
A A-megvaltozasokban linedris pontossaggal

1
% [pl (Qmaac§ K, A) - Amaz

- D1 (Qmin§ E; A) : AQmin]a

1 dmax 1 dmax
-A pidg = o= / Ap - dg +
27 27

qmin min

és hasonlé képlet érvényes po integriljanak a megvaltozasara. Mivel azonban a for-

dulépontokban mind py, mind py zérus, a [ ,]-k mindkét tagja eltiinik, és igy
1 dmazx 1 dmazx 191
Al = — Apy - dg — — Ap2~dq:j{Ap~dq(:)0.
2 dmin 2 dmin
*

attériink a merev testek mozgasara. Minden szilard test deformalhaté valamilyen
mértékben, de a deformacié gyakran annyira jelentéktelen, hogy a test merevnek
tekinthetd, azaz barmely két pontja kozotti tavolsag allando.

1.33 A merev test helye és orientacidja

Az 1.25 fejezetben bevezetett jelolésrendszert alkalmazzuk. A merev test helyzetét
a test onkényesen valasztott O’ pontjdnak koordindtai (az Ro komponensei) adjik

s s

nyugvé OXY Z-hez képest.

Helyezziik 4t gondolatban az O’ X'Y’Z’ rendszert énmagaval parhuzamosan gy,
hogy O’i:isen egybe O-val.

ég OZ'" azimutszogét jeloljitk ¢-vel, polarszogét ¥-val. A két szoggel megadjuk
az OZ' tengely irdnyat és az OX'Y’ koordinatasik helyzetét. Az OXY és az OX'Y’
koordindtasikok metszésvonalat csomdvonalnak nevezzilk. A csomévonal irdnydba
mutatd egységvektort 5]7 -el jeloljik.
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e
A csomévonalat ¢ szogll pozitiv irdnyu elforgatassal vihetjik 4t az OY’ tengely-
be. Ha OZ’-vel szembe néziink, a pozitiv irdnyd elforgatds az éramutatd jardsaval
ellentétes.

A harom ¢, ¥, ¥ szbég — amelyeket FEuler-szogeknek neveziink — egyértelmiien
« s t20.

Az Euler-szogek egyenértékii definicidja a kovetkezd: Induljunk ki abbdl, hogy K’
fedi KC-t. Végezziik el a K’ rendszer aldbbi hdrom pozitiv irdnyu forgatdsat:

1) ¢ szogl forgatas a kéz—;)(is 07 — OAﬁ koril (0 < ¢ < 27);

2) ¥ szogl forgatas az @1 1j helyzete koriil (0 < 9 < );

3) ¢ szogli forgatés az OZ’ 1) helyzete koriil (0 < ¢ < 2r).

Az Euler-szogek a K’ végsd helyzetét jellemzik.

A merev testnek tehat hat szabadsigi foka van: az Ro hérom komponense és a
harom Euler-szog.

———
82.Feladat: Hatarozzuk meg az OZ' és az O*]V/k egységvektorok vetiileteit a K
tengelyeire.
Megoldas:

-
0z = (0Z,, 0z, OZ]) = (sin?cosp, sindsing, cos?)
ON = (ON,, ON,, ON,) = (—siny, cosyp, 0).d

83.Feladat: Hatéarozzuk meg az 07 és az ON egységvektorok vetiileteit a K’
tengelyeire.

Megoldas: Az 07 vetiilete az OX'Y’ sikra sin® hosszisigi, és merdleges a
csomévonalra. Ezért

07 = (0Zy, 0Zy, OZ,) = (—sinvcost, sint?siny, cos?d)
ON = (ONy, ON,, ON./) = (sint, cos®, 0).&

1.34 Forgas

A forgds az orientacié folyamatos valtozasa. Ha O’ nyugszik K-ban, tiszta forgdsrol
beszéliink. Ebben a fejezetben csak a tiszta forgassal foglalkozunk.

Infinitezimdlis forgdson a (t,t + dt) idSintervallumban bekovetkezd orientécis-
valtozast értjik. Ez mindig valamilyen 7 egységvektor iranyt tengely koriili da szogi
elfordulds. Az dltaldnos esetben a ¥/ irdnya idében véltozik: 7 = P(t). A U(t) irdnyt
egyenest pillanatnyi forgdstengelynek nevezziik. A pillanatnyi forgdstengely tartal-
mazza O'-t, és a test azon pontjain halad keresztiil, amelyek az adott pi(lilanatban

e

nyugalomban vannak. Az & = wv/ (pillanatnyi) szdgsebesség nagysiga w = T

20 Az Euler-szogek gyakori alternativ jelolése a, 3, 7.
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Legyen P a test rogzitett pontja, amelynek O’-hoz viszonyitott helyzetvektora 7,
K'-beli koordinatai pedig (2, ', 2’) = konst. A P egyiitt forog a testtel, ezért (98)
szerint /C-hoz viszonyitott sebessége

7= (@ x 7). (122)

84.Feladat: Mutassuk meg, hogy egy @, és egy o szdgsebességii forgas ereddje
az W1 + Wo szogsebességli forgas.

Igazolds: A

_’12(031X’F‘) ﬁgZ(QQXF)

sebességgel torténdé mozgasok eredd sebessége

T=01+ 0 = (G X 7) + (T2 x 7) = (@1 + T2) X 7).

A fejezet tovabbi részében O = O'.

85.Feladat: Tegyiik fel, hogy a test gy forog, hogy csak az egyik Euler-szog
valtozik. Hatdarozzuk meg a szogsebesség-vektort.

Megoldas: .

Ha csak ¢ valtozik, akkor

G=¢-07

(Wza Wy, WZ) = (07 0, 90)
(War, wyr, war) = (—@-sindcostp, ¢ -sin¥siney, ¢ - cos V)

.ON

) - sin g, 1?~cosg0, 0)
(9 -sinv, 9 - cose, 0)

Ha csak ¢ véltozik, akkor
o=

SN

(w:w Wy wz) =
(waz/a Wy, wz’)

I~

Ha csak 1 véltozik, akkor
|
G=v-07
(Wey Wy, wy) = (w -sind cos p, 1 - sin ¥ sin ¢, - cos )
(wl"7 Wy’ wz’) = (0; 0; ¢)
A komponensek felirasanal felhasznédltuk a 82. és a 83. feladat eredményét.de
86.Feladat: Hatirozzuk meg a szdgsebesség vektort az altaldnos esetben.

Megoldas: Ha a test mindharom forgasban résztvesz, akkor a 84.feladat alapjan

fﬁ-sirup —l—jb-sinﬂcosgo

Wy =
wy = U-cosp+1p-sindsing (123)
w, = @+1Y-cost
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7<p~sin19cos1/)+19~sin1/)

Wy =
Wy = gb~sinﬂsin1./1+19~cosw (124)
wy = @-cost+1).de

1.35 A merev test altalanos mozgasa

Amikor O’ K-hoz képest mozog, akkor (122)-t ki kell egésziteni az O’ K-hoz viszonyi-
tott sebességével:

V=Vo+0=Vo +(@x7) (125)

V=R  Vo-=Ho.

Ez az egyenlet K-ban érvényes, és a test egy rogzitett P pontjanak sebességét adja
meg. Emlékeztetiink ra, hogy 7= O'P, R = OP és Ror =00,

A (125) tartalmanak vizsgalatdhoz képzeljiik vizudlisan magunk elé a test mozgasat,
és a mozgas alapjan prébaljuk meghatdrozni a képletben szerepld Vor-t és @-t. Vila-
gos, hogy a test mozgdsa dnmagidban nem hatarozza meg egyértelmiien Vof—t, mert
fiigg attol, hogy a test melyik pontjat vlasztjuk O’-nek. Az & ezzel szemben kozvetlentl
a mozgas szemlélése alapjan, az O’ kijelolése nélkiil is meghatarozhat6, ugyanis a test
barmely két pontjat 6sszekot6 vektor ugyanazzal az & szogsebességgel forog.

Ez az 4llitas bizonyitas nélkiil is hihets, de (125) alapjan be is lathatjuk. Irjuk fel
(125)-t a test két tetszblegesen valasztott Py, P» pontjara:

Vi=Vo +(@x7) Va=Vo + (3 x )

és képezziik a két egyenlet kiilonbségét:
Vi = Vo= (3 x (7 — ).

Legyen 7= 7 — 5. Akkor ‘71 — Vé = él — ég = 7;“'1 — 7;“'2 =7 Ilyen jel6lés mellett
képletiink azonos (122)-vel, amely valéban & szogsebességii tiszta forgéast ir le.

Konklazié: A 170/ fiigg attol, hol vessziik fel a testben az O’ pontot, a & azonban
fiiggetlen O’ vélasztasatol.

A tiszta forgassal ellentétben a merev test altaldnos mozgasahoz nem mindig ren-
delhet6 pillanatnyi forgastengely.

. 87.Feladat: Mutassuk meg, hogy pillanatnyi forgastengely csak akkor van, ha
Vo L @.
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Igazolas: Tegyiik fel, hogy van pillanatnyi forgastengely. Legyen P az egyik pon-
tja. Mivel — definicié szerint — a pillanatnyi forgastengely pontjai az adott pil-
lanatban nyugalomban vannak, ezért Vo + (W x7) =0 (F= O'P). Az egyenletbdl
kovetkezik, hogy az (&- Vo) skalarszorzat zérus, tehét a két vektor valéban ortogondlis
egymasra.de

Ha van pillanatnyi forgastengely, a test minden pontja ra merdlegesen mozog.
Ezért ha ismerjik a pillanatnyi forgastengely helyzetét és egy P pont V sebességét,
akkor a szogsebesség V/1-el egyenld, ahol [ a P tdvolsiga a pillanatnyi forgdstengelytol.

Ha a mozgd test egy adott pillanatban egy egyenes mentén érintkezik egy nyugvo
feliilettel, akkor az érintkezési egyenes — mivel nyugalomban van — pillanatnyi
forgéastengely.

88.Feladat: Igazoljuk ez utébbi allitdst a vizszintes felilleten w = konstans
szOgsebességgel gordiilé R-sugart henger példajan.

Igazolds: Legyen P a henger egy keriileti pontja. A P trajektéridja a kovetkezd:

X=R-(wt—sinwt) Y =R-(1-coswt).
A P palyaja ciklois. A P sebessége:
_dX _dy

= = (1 — t -
V Rw-(1—coswt) V, 7

i = Rw - sinwt. (126)

2
At="Tp (n egész) pillanatokban Y = 0 és a sebesség is zérus. Ezekben a pillana-

tokban a P-n athaladoé alkoto érintkezik a vizszintes sikkal és pillanatnyi forgastengely.

Az alkoték egymés utdn toltik be a pillanatnyi forgastengely funkciéjat. Az
alkotokkal parhuzamos belso egyenesek sebessége sohasem zérus, ezért ezek sohasem
forgastengelyek.éde

89.Feladat: Vezessiik le (126)-t (125)-bdl.
Megoldds: A henger az z-tengelyen gordil pozitiv irdnyban. Ekkor

&= (g, wy, wy) = (0, 0, —w) = konstans.
Vor = Vora, Vory, Vorz) = (Rw, 0, 0).
—
Az 7= O'P vektor K'-beli koordinatai («/, v, z’) = (0, —R, 0), K-hoz viszonyi-
tott koordinatéi pedig (z, y, z) = (—Rsinwt, —Rcoswt, 0). Eszerint
Va: = VO’Q: + (
Vy - VO’y + (

G X T)g=Vorg +wyz —w,y = Rw - (1 — coswt)
WG X T)y =Vory +w.x —wzz=Rw - sinwt.de

90.Feladat: R sugart goly6 gordiil vizszintes talajon. A kozéppont sebessége
az adott pillanatban legyen V', a fiiggdleges tengely koriili forgas szogsebessége w..
Hatarozzuk meg a pillanatnyi forgastengely helyzetét.

129



Megoldas: A goly6 és a talaj O érintkezési pontja nyugalomban van, ezért van
pillanatnyi forgastengely és athalad O-n. Az irdnya — mint tudjuk — merdleges
V—re, és a szOgsebesség vizszintes sikra vetett vetiilete V/R-el egyenls. A nyugvé
K rendszer Z-tengelyét iranyitsuk a talajra merdlegesen, X-tengelyét pedig V-vel
parhuzamosan. Akkor

&= (g, wy, wy) = (0, V/R, w;).d

1.36 A merev test mozgasegyenletei

Képzeljik ugy, hogy a merev test N darab molekuldbol 4ll6 merev racs. Az a-ik
molekula helyzetvektora a térben rogzitett OXY Z rendszerben legyen R,, tomege
pedig m,. Akkor a test mozgasat meghatarozé Newton-egyenletek rendszere a kdvetkezo:
moRe = Fo + F*  (a=1---N). (127)
Itt F,, az a-k molekuldra haté kiilsé erd, ﬁf pedig az a belsé erd, amivel a test
tobbi molekuldja hat az a-dikra, azaz

N
d=2 Fa (128)
B=1

# .., =0). A belsd erdket
a # jellel kiilonboztettiik meg a kiilséktol, vagyis gy jeloltiik 6ket, mint kordbban
a kényszereréket. Ezek az er6k ugyanis kényszereréként foghatdk fel, hiszen nem
er6torvénnyel adjuk meg Oket, hanem kényszerfeltételekkel, amelyek azt fejezik ki,
hogy a molekuldk tavolsidga legyen rogzitett (1d. az 1.21 fejezet c.pontjit). Mint
azt a kényszermozgasok targyalasanal tapasztalhattuk, a mozgasegyenletek megfogal-
mazhatdk olyan forméban, hogy csak a szabadsagi fokok szamanak megfelel6 meny-
nyiségll fiiggetlen koordinatat tartalmazzék ismeretlen fiiggvényként (ezek az L-bél
szarmaztathaté Lagrange-egyenletek). A merev test esetében ez hat fiiggetlen egyen-
letet jelent az O’ pont koordindtaira és a harom Euler-szogre. Az aldbbiakban ezeket
az egyenleteket szarmaztatjuk, de nem az 1.21 fejezetben megismert maddszerrel,
hanem az impulzus és az impulzusmomentum megmaradési torvényébél kiindulva??.
Ismeretes, hogy barmely izoldlt rendszer P impulzusa és J impulzusmomentuma
id6ben allandé:

ahol F B# "o @ B-k molekula altal az a-dikra gyakorolt erd (l3 #

= =

P=o0, J=o. (129)

Ezért akdrmilyenek is a bels6 erék, ha nem hat kiilsé erd, (129) teljesiil a merev testre,
és ez éppen hat egyenlet.

21 A test mozgésa sordn a testben valtozé fesziiltségek ébrednek attél fiiggéen, hogy mekkora kény-
szererék szitkségesek ahhoz, hogy a test geometriai szerkezete valtozatlan maradjon. A tovdbbiakban
azonban ezekkel a bels6 fesziiltségekkel nem foglalkozunk.
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Ha F, # 0, akkor (129) jobboldaldn a nulla helyén valamilyen F,-t6l fiiggd kife-
jezések &llnak. Jeloljiik ezeket F-el és K-val:

P=F, J=K. (130)

Az F-t teljes erdnek, a K-t forgatonyomatéknak nevezziikk. Meghatarozasukhoz
egyrészt fel kell hasznalnunk a Newton-egyenletet, masrészt ki kell hasznalnunk a
bels6 er6knek azt a tulajdonsagat, hogy nem valtoztatjak meg a teljes impulzust és
impulzusmomentumot:

N d N N N 5 197 N
P= %ZmQRa =Y maRa = ;Fa. (131)

a=1 a=1

Az utolsé 1épésben a belso erok 6sszegét elhagytuk. Ez az 6sszeg bizonyosan zérus,
ellenkezd esetben a bels6 erdk jarulékot adnanak a teljes impulzus megvéltozasahoz.
A (131)-t (130)-al 6sszevetve latjuk, hogy a teljes er6 a test részeire haté kiils6 erék
vektorialis 6sszege:

F = i 2 (132)

Hasonlé médon vezethetd le a forgatényomaték képlete:

j:

WE

&.|Q‘

N . . . N .
- > (Ro xmaRa) =Y (Ra X maRa) + Y (Ra x maRa).
a=1 a=1

a=1

Az elsé Osszeg zérus, a masodikban hasznaljuk megint (127)-t, de hagyjuk el belble
a bels6 eréket:

. N
J= 3 (Rax o).
a=1

Ezt a képletet (130)-al osszevetve ldtjuk, hogy a teljes forgatényomaték a test
részeire hato forgatényomatékok vektorialis 6sszege:

—

K =Y (Ra x F,). (133)

M=

I
—

(03

A ]3, a f, az F és a K 4ltaldban fligg a test mind a hat dltalanos koordinatajatol
(ezek — mint tudjuk, — az O’ pont koordinétéi és az Euler-szogek). A merev test
mozgédsegyenleteit ugy kapjuk, hogy (130) mindegyik egyenletét ezeken az dltaldnos
koordindtakon keresztill fejezziik ki (Id. a 37. és a 41.fejezetet). Ezekben a valtozok-
ban (130) idében méasodrendii kozonséges differencidlegyenlet rendszerré vélik.
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1.37 A tomegkozéppont

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogyan lehet a (130) elsd egyenletét kifejezni a
merev test hat altalanos koordinatajan keresztiil. Ezt konnyiti meg a tomegkozéppont
fogalma, amely a pontrendszereknél is hasznosnak bizonyult.

A toémegkozéppontot C-vel jeloljiik, és helyvektoranak, sebességének megkiilon-
boztetésére a ¢ indexet hasznaljuk:

N
. 1 . - :,
Re=+ ;maRa; V. =R, (134)

N d & dR
P=Y maVa = EZmaRa:M dtc =MV,
a=1 a=1

N
ahol M = Z me a test tomege.
a=1
Fejezziik ki az impulzust az O pont sebességén keresztiil is. A (125) alapjdn

V. = Vo + (& x 7), (135)
ahol 7, = R, — Ror a tomegkozéppont O'-re vonatkoztatott helyzetvektora. Ennek
alapjan

P =M. (Vo + (& x 7).
Ezt a képletet tobbnyire két specialis esetben hasznéljuk:

1) A test a térben rogzitett O’ centrum koril forog:

ﬁZM.(@XFC) (Vo/ ZO).

2) Az O’ pont egybeesik a tomegkozépponttal:

P=MVy (0'=0C).

Ez a képlet mutatja, hogy az impulzus felirdsanal a merev test helyettesithetd egy
M tomegl tomegponttal, amely a tomegkozéppont helyén mozog. A testre haté erd
kiszamitdsdndl azonban ez a helyettesités dltaldban nem megengedett, mivel az F eré
fiigghet a test orientdcijatol — az Euler-szogekt6l — is, nemcsak az O’ pillanatnyi
helyzetétdl (1d. a kévetkez feladatot). Fontos kivétel az

—

Fo=—mqg-g-1
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homogén graviticiés mez6 (7 a foldfelszinre meréleges vektor), amelynél

N
F= —g <Z ma> n=—gM.n
a=1

nem fiigg sem a helyzettdl, sem az orientaciétol.

91.Feladat: Szivaralaki homogén M-témegii test kering a Nap koriil gy, hogy
tomegkozéppontja R sugari kort ir le. Hogyan fiigg a ra haté er6 az orientaciojatol?

L

Megoldéds: Legyen O a Nap kozéppontja O' a térgy kozéppontja (OO’ = R.),
2l pedig a targy hossza. Feltesszik, hogy 2l < R, ezért ha a szimmetriatengely
meroleges R.-re, akkor igen nagy pontossaggal a targy minden részecskéjére ugyanaz
az

_ yma Mg
“TRT

vonzéer6 hat (Mg a Nap tomege, v a gravitacios dllandd). Ha a test tengelye R-vel
parhuzamos, akkor a Naphoz kozelebbi végén nagyobb gravitacios eré hat, mint a Nap-
t0l tavoli végén. Mivel az erd forditva aranyos a tavolsag négyzetével, megnovekedése
(a tomegkozépponthoz képest) a Naphoz kozeli végpontban (A F') nagyobb, mint a
csokkenése az ellenkez6 végpontban (A F'). Ezért ebben a helyzetben a vonzéerd egy
F|-nél nagyobb F| lesz.d

F

Gray. er6
A

1.38 Az O'-re vonatkoztatott impulzusmomentum és forgatony-
omaték

Az O-ra vonatkoztatott .J mellett gyakran van sziikség az O’-re vonatkoztatott
N N
T= ma(fa X Ta) = > Ma(fa X (& X ) (136)
a=1 a=1
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implzusmomentumra is. A Jre vonatkozé K-beli mozgasegyenletet igy kaphatjuk
meg;:

N
7= ma(Fa x Va),
a=1
mert (Fo X Ua) = (T X Ta) = 0. Tovabbé

MaUa = MoV — Mo Vor = Fo —maVor,

tehat _ .
T=k—M.(fe. x Vo), (137)
ahol
N
k= (Fa x Fa)
a=1

az O'-re vonatkoztatott forgatényomaték.
A (137) egyenlet érvényes az dltaldnos esetben. A jobboldal masodik tagja azonban
gyakran zérus:
= k (O'=C, és/vagy Vor=konstans, és/vagy 7. || ‘70/).

Megjegyzés: A (137) levezetésénél ugyan abbdl indultunk ki, hogy O’ a testhez
rogzitett K origdja, valdjdban a levezetésnél ezt nem hasznaltuk ki. A (137) akkor is
igaz, ha O’ tetszblegesen mozgd pont a térben.

AJésa 7 kapcsolata: I%a = éo/ + 7, kovetkeztében
N N
ZR Xmaa RO/XP Zraxmaa
a=1 a=1

Elvégezziik a V., =Vo + (& X Ty) helyettesitést:

J =7+ (Ror x P) + (F. x MVo»). (138)

O’ = C valasztésnél a jobboldal utolsé tagja zérus, a méasodik tag pedig egy
olyan tomegpont impulzusmomentuma, amely a test impulzusaval a tomegkozéppont
helyén mozog. Ezt pdlyamomentumnak nevezik, és altalaban L-el jelolik. A 7 a "bel-
s6" impulzusmomentum (més néven spin), amelyet — kiilénosen az atomfizikdban —
S-el szokés jelolni. Az j jelolések felhasznélasaval

-

J=L+S§ (0 =0).

AKésak kapcsolata:
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K =k+ (Ro x F). (139)

Latjuk, hogy ha F= 0, a forgatényomaték fiiggetlen az O’ pont valasztdsatol. Ez
akkor is igaz, mikor O’ nyugszik C-ban (vagyis az O egyszerii athelyezésekor).

Tiszta forgadsnal O’ = O a természetes valasztas. Ebben az esetben J= 7 K= E,
és altalaban a "nagybetiis" mennyiségek megegyeznek a megfeleld "kisbetiisokkel".

1.39 A tehetetlenségi nyomaték
Alakitsuk 4t (136)-t az

-,

ax(bxd)=bla e —aa-b)
vektoralgebrai azonossig felhasznaldséval®?:

7= m(r’a - (7 &)F).

Ezt az 6sszeget atirhatjuk a

ji = Z Lijw; (az 1, j koordindtaindex) (140)
J

alakba??, amelyben

Ij; = Zm(rQ(Sij —zry) (PP =at 42l o) (141)

a tehetetlenségi tenzor komponensei (d;; a Kronecker-szimbdolum, amely ¢ = j-nél 1-el,
egyébként 0-val egyenld). Részletesen kiirva:

Ymy®+2%) =Y may -y maz
Lj = S myzx Som(a? + 2?) > myz
— Yy mzx —yomzy  Yom(z® +y?)

Ezek a komponensek a K-ban érvényesek. A K’'-beli komponenseket gy kapjuk,
hogy a molekulék (z, y, z) koordinatait («’, y’, 2z’)-vel helyettesitjiik, és az I indexeit
is vesszozziik.

Az I;; és az Iyj kozott lényeges kiilonbség, hogy az I;; komponensek altaldban
idében valtozok, az I j-k azonban a testre jellemz6 konstansok a testhez régzitett
K’ adott vélasztdsa mellett. Ezért az utébbi komponensek sokkal fontosabbak, és a
tovabbiakban csak veliik foglalkozunk.

22 A tovabbiakban minden olyan Gsszegzés, amelyen nem tiintetjitk fel az Gsszegzési indexet, a
merev testet alkotd részecskékre terjed ki.

23 A koordinataindexet egyarant tekinthetjiik 1,2,3-nak vagy x,y, z-nek. Mindig azt valasztjuk,
amelyik az adott helyen szemléletesebb.
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Az Iy, Iy, I, diagondlis elemeket az X', az Y’ és a Z' tengelyekhez vi-
szonyitott tehetetlenségi nyomatékoknak nevezziikk. A nem diagonélis elemek az un.
devidciés nyomatékok.

Ahhoz, hogy a tehetetlenségi tenzor egyediil a testre jellemzé komponensekkel ren-
delkezzen, egyértelmiien rogziteni kell O’ helyzetét és K’ tengelyeinek irdnydat. Jeloljik
I¢-vel azt a tehetetlenségi tenzort, amelyet akkor kapunk, ha

1) O'-t a C tomegkozéppontba helyezziik, és
2) az un. fétengelyeket vélasztjuk K’ koordindta-tengelyeinek.

c sz

minden szimmetrikus tenzor (métrix) diagondlis alakra hozhat6, amelyben a métrix
nemdiagondlis elemei (a tehetetlenségi tenzorndl devidciés nyomatékok) mind nul-
lak. Ezeket a tengelyirdnyokat nevezik fétengelyeknek, az altaluk meghatarozott K'-t
fbtehetetlenségi rendszernek, a tehetetlenségi tenzor hdrom fennmaradé (diagondlis)
elemét pedig az X', az Y’/ és a Z' tengelyhez viszonyitott fétehetetlenségi nyomaték-
nak. A fétehetetlenségi nyomatékok standard jelolése a kovetkezo:

It,=A I5,=B I%,=C.

yy/ = 2y =

A fStehetetlenségi rendszerben 7 komponensei (140) szerint a kovetkezok:

jm/ = sz/ jy/ = Bwy/ jzl = szl, (142)

Az A, B, C relativ nagysaga szerint a testek a kovetkezé modon osztalyozhatdk:

A # B # C aszimmetrikus porgettyd
A =B # C szimmetrikus porgettyl
A=B=C gbmbi porgetty.

A fotengelyek testhez viszonyitott helyzete csak aszimmetrikus porgettytinél egyértelmii.
A szimmetrikus porgettyl f6tehetetlenségi rendszerét az 7 koriil tetsz6leges szoggel
el lehet forgatni, a gombi porgettytinél pedig minden C' kézépponta rogzitett rendszer
fétehetetlenségi rendszer.

A f6tengelyek megtaldlasat megkonnyitik a test szimmetriai. A tomegkdzéppont
helyzete és a f6tengelyek iranya ugyanis tiikkrozi a test szimmetriait.

Ha pl. a testnek van szimmetriasikja, akkor a tomegkozéppont és két fétengely
ebben a sikban fekszik, a harmadik pedig merdleges ré.

Ha a test tengelyszimmetrikus, akkor a tomegkézéppont a szimmetriatengelyen
fekszik, az egyik fotengely egybeesik a szimmetriatengellyel, a masik kettd pedig
merdleges ré (és egymadsra).

A fétehetetlenségi nyomatékok nagysagara vonatkozé 0kolszabély: minél jobban
"simul" a test valamelyik f6tengelyhez, annél kisebb a megfelel6 fotehetetlenségi ny-
omaték.
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92.Feladat: Mutassuk meg, hogy a szabalyos haromszog alapti homogén hasib
szimmetrikus porgettyi.

Igazolas: Direkt szamitassal igazolhatd, hogy a C-n dtmend és a hasdb tenge-
lyére merdleges barmely tengelyhez viszonyitva ugyanazt a tehetetlenségi nyomatékot
kapjuk. Ez abbdl kovetkezik, hogy ha a hasdbot C'Z’ szimm_et)riatgrl%elye koriil 120°-al
elforgatjuk, az eredeti helyzetet kapjuk vissz_a.> Ezért ha CX' és CY’ fétengely, akkor
a 120°-al és a 240°-al elforgatott C X' és CY” is fétengely. A K’ tengelyirdnyai esz-
erint nem egyértelmiiek, ezért a test nem lehet aszimmetrikus porgettyt, és (legaldbb)

két fétehetetlenségi nyomatéka egyenlé (A = B). Ha véletlentil a C'Z’-hoz tartoz6 C
fétehetetlenségi nyomaték is egyenlé A-val, akkor a hasidb gombi porgettyii.de

A példa mutatja, hogy a "gémbi porgettyli" elnevezés elég félrevezetd, mert a
homogén testek koziil korantsem csak a gémb tartozik ebbe a kategériaba.

93.Feladat: Szamitsuk ki az egy egyenesen fekvé témegpontok (rotdtor) fote-
hetetlenségi nyomatékait.

Megoldas: Legyen a tomegpontokat tartalmazé egyenes a Z’ tengely. Akkor A =
B=>mz?,C=0.&

94.Feladat: Igazoljuk, hogy két fStehetetlenségi nyomaték Osszege nem lehet
kisebb a harmadiknal.

Igazolas:
I:E’a:/ —+ Iy/y/ = ZTT?,(QL‘/2 + y/2 + 22/2) Z Zm(m’Q -+ y/2) = ZlZl'*

95.Feladat: Jeloljik I jo-vel a tehetetlenségi tenzor komponenseit abban a K-
ben, amelynek origdja a test tetsz6leges O’ pontja, a tengelyei pedig pdrhuzamosak a
(C orig6jn) f6étehetetlenségi rendszer tengelyeivel. Mutassuk meg, hogy

Ti/j/ = Izc;]/ -+ M(a25i/j/ — ai/a]-/), (143)
—
ahol @ = CO’ (Steiner tétele).
Igazolas: A (141) szerint
ji/j/ = Zm(F26i/j/ — fi"fj/)7

amelyben
Ty = Ty + ay.

Ha ezt behelyettesitjiik, az @ komponenseiben lineédris tagok mind ardnyosak . max;/-
vel, ezért nulldk. A fennmaradé tagok (143)-t adjék.de
96.Feladat: Szamitsuk ki az aldbbi homogén testek fétehetetlenségi nyomatékait:

a) [ hossziisdgu vékony rud.
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b) R sugari goémb.

¢) R sugari, h magassigi korhenger.

d) a, b, c élhosszisigi téglatest.

e) h magassagi korkip. Az alaplap sugara R.
f) a, b, c f6tengelyekkel rendelkezd ellipszoid.

Megoldas:
1

a) A=B=-—_MI* C=0.
12

b)AszCz%MRQ.

M

c)AB—<R2+1h2>,c§MR2.

4
M, o, M M
d) A= 12(1) +c°) B 212((3 +a?) C= 12(0 + a?).
I 2, b 3,
e)AB20M<R 4> CflomR
f)A:%(bQJch) B:%(aQJch) C:%(aQerQ) X

1.40 A merev test mozgasi energiaja

A merev test mozgési energigjat T-vel fogjuk jelolni. T a testet alkotd részecskék
mozgasi energidinak Gsszege:

T - ZTVQ:ZT[VOH@W)]Q:
= —VO,Zm—i— Zm +Vof(w><2mr>=

- 5Mvo, +3 Zm(dﬁ x 7)2 + MVor (& x 7).

A 2.tag atalakitasdhoz hasznaljuk az

-, — — - -

(@xb)-(Exd)=(d-&)b-d)—(d-d)b-d)
vektoralgebrai azonossagot:
1 — —\
EZ(wxr)Q - _Z — (@ 72 =
(141)
= — Z [Zm r 61 S Iz/x] i| wz/wj = ZIIL lellw] .

’L’]/
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(Az i/, j’ szerinti Osszegzés a K'-beli harom komponensre terjed ki. Az az Osszegzés,
amelyiken nem tintettiink fel 6sszegzési indexet, az N darab részecskére torténik.)
Végeredményben:

1 1 = TP
T = §MV3/ + 5 Zfi/j/wi/w]'/ + MVp: (w X TC) (144)

i/j/
Helyezziik O'-t a tomegkozéppontba. Akkor 7, = 0, és a kinetikus energia a
transzlaciés mozgas és a forgas mozgasi energidinak osszege:
1 5 1
T=T,+Ts=5MV3 + Z L jrwinwir. (145)
i

Ha K’ ftehetetlenségi rendszer, akkor

Ty =

N =

(Aw?, + Bwi/ + Cw?). (146)

97.Feladat: Szamitsuk ki az dbréan lathaté rendszer mozgdsi energidjat. OA
és AB két vékony homogén [ hossztisagi M tomegl rad, amelyek A-ban csuklésan

vannak 6sszekotve egymaéssal. Az OA az O koril a rajz sikjaban forog, a B pont az
Oz tengelyen cstuszik.

Megoldas:
MI? I
T _ 2 19
0A 4 ToP
MI? I1p?
Tap = ?(1 + 8sin? p)p? + %,
| )
ahol I = EM 1. Végeredményben
MIi?
T =Toa+Tap = ——(1+3sin® p)>. &

3
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98.Feladat: Egy R sugarti henger témegeloszlasa olyan, hogy az egyik féte-
hetetlenségi tengely a henger geometriai tengelyével parhuzamosan helyezkedik el at-

t6l a tdvolsdgban. Ehhez a f8tengelyhez I tehetetlenségi nyomaték tartozik. Irjuk fel
a gordilé henger mozgasi energidjat.

Megoldds: A ¢ szoget vezessiik be az dbra szerint. A K’ origdjat helyezziik C-be.
1
Ekkor Ty = — 12,

A C' sebességének kiszamitasa érdekében vegyiik észre, hogy a pillanatnyi forgastengely
a henger talajjal érintkezi alkotdja. A test ekoriil forog ugyancsak ¢ szogsebességgel
(a szOgsebesség minden parhuzamos tengely koriil ugyanakkora). Ezért

Vo =V, = gb\/aQ + R? — 2aRcos p,

M
T, = ?(a2 + R? — 2aRcos<p) P2

Természetesen T =Tt + Ty

Energiatétel: Legyen O’

C, és K’ f6tehetetlenségi rendszer.

T = M(VC . ‘_/Z) + (sz/d)m/ + Bwy/wy/ + szld)zl).
Mindkét tagot atalakitjuk:

Awpwy + Bwy/wy/ + Cw, Wy

= (@) =@ k).

azaz a kinetikus energia valtozasi sebessége a kiilsé er6 és a forgatényomaték altal
betaplalt teljesitménnyel egyenld.
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1.41 Az Euler-egyenlet

Foglalkozzunk a (130) mésodik egyenletének részletesebb felirasaval. Legyen O’ = C.
Az O'-hoz viszonyitott mennyiségekre vonatkozdan ez az egyenlet K-ban j’ = k alakt
(38.fejezet). Irjuk 4t a K’ fétehetetlenségi rendszerben érvényes forméba. Ennek
érdekében alkalmazzuk (98)-t j-re:

=7+ @x),
amelynek alapjan _
JH@xp=F (147)

Emlékeztetiink ré, hogy j_; az impulzusmomentum, W pedig a szogsebesség val-
tozasi sebessége a testhez rogzitett K’ rendszerhez képest. Az aldbbiakban azonban
az w}, helyett a kovetkezetlenebb, de célszertibb w; jelolést fogjuk hasznalni: gyakor-
latilag u.i. nem fenyeget az a veszély, hogy ez utébbin a @-nak (az & K-beli véltozasi
sebességének) vesszés komponenseit értsitk. A (142) alapjan ezért
oy

dt

dj‘,lrl
dt

d-ll
= B, (ji; = Cu.,

= wa/

tovabbéa

(@ X Do = (C —Blwyw,
(B XDy = (A —Clwywy
((D X j)z/ = (B — A)wm/wy/.

A (147) vesszés komponensei tehdt a kévetkezok:

Awy + (C - B)wyrw, = kg

Cuw, + (B — A)wm/wy/ =k,
Ezek az w;-re vonatkozo Osszefiiggések az Fuler-egyenletek. Ha az egyenletek segit-
ségével a térben rogzitett K-hoz viszonyitva akarjuk vizsgdlni a mozgast, akkor (124)
segitségével az Fuler-szogekre vonatkozo, idoben masodrendii differencidlegyenletekké
alakithatjuk at Oket. Néha azonban kifejezetten elényos, ha a fotehetetlenségi rend-

szerben érvényes mozgasegyenlettel dolgozhatunk. Ez az eset pl. akkor, amikor a
Fold forgasat "foldi nézépontbdl" akarjuk megérteni (1d. a 43.fejezetet).

1.42 A szimmetrikus porgettyi regularis precesszidja

A szimmetrikus porgetty(i tiszta forgasandl (O = O’ = C) a szimmetriatengely (a X’
Z'-tengelye), az & (pillanatnyi) szogsebesség vektor, valamint a J = 7 impulzusmo-
mentum-vektor minden pillanatban egy sikban fekszik. Ez a
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Jg;' wa/ Awl.l Wyt

Jy/ - Bwy/ - Awy/ wy/

egyenletbol kovetkezik, amely mutatja, hogy @-nak és J-nek az OX'Y" sikra vetett
vetiilete ugyanarra az egyenesre esik.

Szabad forgasnél (K = k = 0) a harom vektor 4ltal bezért szog id8ben allandé (a
vektorok relativ helyzete rogzitett), noha a kozos sik, amelyben fekiisznek, véltoztatja
a helyzetét.

J @
J
B 0 a
a B
C>A,B>a C<A,B<a

(lapult forgési ellipszoid)  (nyujtott forgasi ellipszoid)

Jeloljiik a ¢ pillanatbeli kozos sikot Q4-vel, a szimmetriatengelynek az impulzusmo-
mentummal és a szogsebességgel bezdrt szogét pedig a-val és B-val (1d. az dbrat). E
két vektor szimmetriatengelyre meréleges irdnyi (az OX'Y” sikba esé) komponensét
J1-el és & -el jeloljik. Nyilvan
Wi

JL AwL
= t = 149
7.~ Co. g B o (149)

tg o =
ahonnan

tgB—tga C—-A

tg B - C

Az «a és a f éllanddésdganak a bizonyitasdhoz elészor azt latjuk be, hogy J./
mozgasallando.

(150)

dJ. d dJ — doZ'
2! _ ¢ —;. Z/ _ ad ZI —a. '
dt dt(J 07) (dt 0 >+<‘] dt >

—
A jobboldal mésodik tagja mindig zérus, mert OZ" a testhez rogzitett vektor, ezért
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—>
doz’
dt
De e két utobbi vektor ugyanabban a @; sikban fekszik, mint f, ennek kovetkeztében
0z idéderivaltja J-re is merdéleges.

A jobboldal els6 tagja pedig azért zérus, mert szabad forgasnél J mozgésallando,
és zérus az id6derivéltja. Ezzel igazoltuk, hogy J,, valéban mozgasillandé. (A J, =
Cw, egyenlet kovetkeztében ebbdl — mellékesen — az is kovetkezik, hogy w,: is
mozgésallandé.)

De ha J is, J,. is mozgasallandé, akkor a J,» = J cos a egyenlet kdvetkeztében a-
nak is, és (150) kovetkeztében S-nak is mozgasallandénak kell lennie, ahogy allitottuk.

— -
= @x07) 107, & (151)

A szimmetrikus porgettyii szabad forgasanal tehat az & egy [ nyildsszogii, a
J pedig egy a nyilasszogli kipon mozog a szimmetriatengely koriil. A két vektor
mozgasa szinkronban van egymadssal, mert minden pillanatban ugyanabban a @ sik-
ban fekiisznek. Most mar csak a kiipon torténé mozgas jellegét kell tisztazni. Ezt az
Euler-egyenletek alapjan konnyt megtenni.

A szimmetrikus porgettyli szabad mozgéasara vonatkozé Euler-egyenletek a kévetkezok:

Wy + |:Twz/:| Wy = 0
C-A
Wy — [ A wzf} Wy =0 (152)
w, = 0.

A harmadik egyenletbdl Gjra lathatjuk, hogy w, mozgasallandé. Ennek kovetkeztében
az els6 két egyenlet olyan linedris differencidlegyenletté valik, amelyet konny{i megoldani.
Behelyettesitéssel ellenérizhet6, hogy a megoldas a kévetkezo:

wyr (t) = w, - coswpt wy (t) = w, - sinwgt,

ahol w, az & vetiilete a szimmetriasikra, és

C-A

W (153)

WE
az Euler-(kor)frekvencia. A megoldés azt fejezi ki, hogy az & vektor wg szogsebességgel
egyenletesen precesszal a szimmetriatengely koril. Ennek alapjan a szimmetrikus por-
gettyl szabad mozgasat regquldris precesszionak nevezziik.

Amikor a mozgést a testhez viszonyitva vizsgéaljuk, a szimmetriatengely helyzetét
tekintjiikk allandénak. Ebbdl a nézdépontbdl a regularis precesszié nagyon egyszeri
mozgéds: a (képzeletbeli) szogsebességvektor és impulzusmomentum vektor Tr =
27 /wg 1dé alatt egyenletes sebességgel megkeriili a szimmetriatengelyt, amelyet a
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test alakja és Osszetétele objektiven rogzit. Ez az irdany — a szogsebesség és az im-
pulzusmomentum iranyaval ellentétben — "bele van égetve" a testbe.

A térben nyugvé K szempontjabol a J impulzusmomentum vektor az, amelynek az
irdnya valtozatlan. Korilotte, mint tengely koriil, forog a @+ sik, benne a szogsebesség
és a szimmetriatengely iranydval.

Milyen korfrekvenciaval torténik ez a forgas?

N
\
P
\
(JL)J .
\ —
A N
1\
I\
RN
a ' Y
| W,

. SN
Bontsuk fel d-t egy J irdnyt és egy OZ’ irdnyu Osszetevére (l1d. az dbrdt). A
J irdny1 Osszetevét jeloljik @y-vel. A (151) mutatja, hogy az OZ’ irdnyt Osszetevd
nem szdl bele a szimmetriatengely mozgasabas:
doz’
= (&y x 0Z").
il O )
Ebbdl az egyenletbdl kovetkezik, hogy a szimmetriatengely — és vele & és a Q¢
stk — wy = |Wy| szogsebességgel precesszal a térben rogzitett J koriil.
Ezt a szogsebességet a kovetkez6 médon szamithatjuk ki. Az &y és az & vektorok
végpontjat 6sszekotd egyenes parhuzamos a szimmetriatengellyel. Ennek kovetkeztében

wy-sina = w, . Mésrészt azonban sina = J, /J = Aw, /J, és ha ezt az el6z8 egyen-
letbe behelyettesitjiik, az

W.I:K

képletre jutunk. Ezzel a korfrekvencidval precesszal a szimmetriatengely a nyugvé J
irdny koriil.
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De ne felejtsiik el, hogy J nincs rogzitve a testhez! Mikézben a szimmetri-
atengely w; szogsebességgel precesszal koriilotte, a J testhez viszonyitott helyzete
wg szogsebességgel precesszal a testhez stabilan rogzitett szimmetriatengely koril.

Q.

Z’_///B/

Ez a mozgas elég bonyolult, ezért egy mésik médon is megfogalmazzuk. Vegyiik
koriil gondolatban a regularis precessziot végzo testet O kozépponti gombbel, amelyet
a Q: sik egy f6korben metsz (a rajzon a metszésvonalat egyenessel dbrazoljuk). Az
0Z', a J és az & doféspontjait Z'-vel, J-vel és w-val jeloljiik (a doféspontok relativ
helyzete belapult forgasi ellipszoidra vonatkozik). A doéféspontok tédvolsaga a vektorok
kozotti szoggel aranyos, ezt is feltlintettiik az dbran.

Az dbra a t-pillanatbeli helyzetet rogziti. Mi torténik a (¢, ¢+ dt) intervallumban?
Az & a pillanatnyi forgastengely irdnya, ekoril forog el a test w - dt szoggel. Mivel
a harom doféspont kozil csak Z’ van rogzitve a testhez, csak ez a pont mozdul el.
Ennek kévetkeztében a t + dt pillanatban a harom doéféspont nem lesz egy egyenesen
(egy sikban), tehat "korrekciéra" van sziikség. A test elforduldsa mar megtortént, a J
térbeli helyzete allandd, ezért a harom vektor csak akkor lesz a t + dt pillanatban is
egy egyenesen, ha & elmozdul tigy, hogy rdkeriljon a Z’ és a J &ltal kijelolt egyenesre.

A pillanatnyi forgastengely pontjai nyugalomban vannak, ezért az & koriili in-
finitezimalis elfordulds nem véaltoztatja meg az & testhez viszonyitott helyzetét. Ezt
a helyzetet csak a masodik, korrekcids elmozdulas valtoztatja meg. De vilagos, hogy
minél kozelebb van a J pont az w-hoz (minél kisebb az « és a § kozotti kiillonbség),
annal kisebb korrekciora van sziikség, vagyis a szogsebesség vektor anndl lassabban
precesszal a testhez rogzitett rendszerben a szimmetriatengely koriil. Mint a (153)
és a (150) osszevetése mutatja, ez a kvalitativ magyardzata annak, hogy az Euler-
frekvencia ardanyos (C — A)-val. Az dbrarél még az is leolvashaté, hogy dt idé alatt a
szimmetriatengely nagyobb szoget fordul el J koriil, mint & koril.

99.Feladat: Mutassuk meg, hogy belapult forgasi ellipszoidra ez az allitas igaz.

Igazolds: Azt kell latni, hogy o < S esetén wy > w. Az w? = w? + w?cos?

. a1 . . p sin
Osszefiiggésbél w = w, /sin . De w;, = wy -sina, ezért w = wy

a ,
- < wy valéban.&
sin 3
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1.43 A foldgolyé regularis precesszidja

Tekintsiink el a Fold keringésétol, valamint a Nap és a Hold &ltal a Foldre gyako-
rolt forgatényomatéktol, amely a Fold belapultsaganak kévetkezménye. Ez a for-
gatényomaték okozza a foldtengely un. luniszoldris precessziojat az Ekliptikara al-
litott merdleges irany koriil, amelynek periédusideje 25800 év. Amikor azonban en-
nél sokkal révidebb idétartamokat vizsgalunk, a forgatényomaték hatdsa nem veheté
észre, és feltehetjiik, hogy a Fold regularis precessziét végez O kozéppontja koril.

A Fold lapult szimmetrikus porgetty(inek tekintheté (A= B), amelyre

C-A 1
c ~ 300

Ennek a konstansnak az értéke a luniszolaris precesszi6 elmélete alapjan a precesz-
szi6é periddusidejébdl szamithatd ki, ezért precesszios konstansnak nevezik. Mivel
nagyon kis szdm (a C relative alig nagyobb, mint a mésik két f6tehetetlenségi ny-
omaték), a nevezOben C-t helyettesithetjiik A-val. Ezért a Fold Euler-frekvencidja
(153) alapjadn wg = w,//300-al egyenld.

Milyen relativ helyzetet foglal el a szimmetriatengely, az impulzusmomentum és
a szogsebesség vektor a Fold regularis precessziojanal? "Nulladik" kozelitésben azt
kell mondanunk, hogy ez a hiarom vektor egy egyenesen — a szimmetriatengelyen
— fekszik. Amikor azt mondjuk, hogy "a Fold tengely korili forgdst végez", erre a
kozelitésre gondolunk.

Valéjdban a vektorok kozotti szog nem pontosan nulla, bar rendkiviil kicsi. A
szOgsebesség vektor és a szimmetriatengely kozotti [ szog megmérését az Euler-
precesszio teszi lehet6vé: ennek a precessziénak a kévetkeztében ugyanis a szogsebesség
vektor 2 nyilasszogli kupot ir le a szimmetriatengely koriil.

Mivel a hirom vektor &ltal bezdrt szogek nagyon kicsik, (150)-ben a tangensek
magukkal a szogekkel helyettesitheték. Ha még a precesszios konstans szamértékét is
behelyettesitjiik, a 8 — a = (/300 kozelité egyenléségre jutunk. Ezért a nulladiknél
eggyel jobb elsé kozelitésben azt mondhatjuk, hogy & és J irdnya tovabbra is k6zos,
de ez a kozos irdny valamilyen 8 < 1 szoget (radidnt) zar be a szimmetriatengellyel.

A Jés a @ kozds doféspontja az égen pontosan kijelolhet6: ez az a pont, amely
kortil a csillagok napi korforgdsukat végzik. A Fold szimmetriatengelye azonban
2 nyilasszogli kupon precesszal ekorill az irdny koriil. Mivel a szimmetriatengely
mereven rogzitve van a Foldhoz, ebben a precesszidban résztvesznek a foldfelszi-
nen elhelyezked6 objektumok, kozottilkk a geodéziai megfigyelé allomasok is. Ezek
kozil néhany kijelolt laboratériumban mar szaz év 6ta folyamatosan figyelik a lokalis
merdleges iranynak az égbolt forgasi kézéppontjahoz viszonyitott mozgasat. Ha a
Fold valoban az elméletnek megfelelé regularis precessziot végez, akkor az 71 lokélis
merdleges és az égbolt forgédsi kozéppontja felé mutatd irdny altal bezart 0 szognek
Ty = 27 /wg Euler-periédussal kell ingadoznia egy maximélis és egy minimdlis érték
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kozott (szélességingadozds), amelyek kiilonbsége 28 (Omaz — Omin = 28)** (1d. az
Abrat).

il
F
S
B P i B
0
<LPOZ’ = konst
LPOF = B1a <POF=6

min

A mérések szerint 5 ~ 0.2”. Ez a sz0g olyan kicsi, hogy a szimmetriatengely és a
pillanatnyi forgastengely doféspontjainak tavolsaga a Fold felszinén minddssze

1 2
(8 radian) - (foldsugér) =~ <0.2 X X

6) ~

Ennek alapjin w,, = wcos  praktikusan megegyezik w-val, és mindkettd 27 /nap-
al egyenlo. Az Euler-precesszié szogsebessége ennek 300-ad része, tehat az Euler-
precesszio periédusa kb. 300 nap.

A mérési eredmények azonban két 1ényeges pontban ellentmondanak annak, hogy
a Fold a szimmetrikus merev test szabad mozgasara jellemz6 reguldris precessziot
végez (és ez az ellentmondds az oka annak, hogy folyamatosan figyelik a szélességin-
gadozdst). Eldszor is, a szélességingadozés periddusa a vart 300 nap helyett kb. 420
napnak adédott (Chandler-periddus), masodszor pedig kideriilt, hogy 5 nagysiga nem
allando.

Az elso eltérést meg lehet magyarazni azzal, hogy a féldkéreg deformalhato, vagyis
a Fold nem idedlisan merev test (1d. a feladatot). A Chandler-periédus és az Euler-
peridédus kiilonbségébol kovetkeztetni lehet a foldkéreg deforméalhatésdgara. A de-
forméacié azonban mindig egyiitt jar energiadisszipacioval, ezért a szélességingadozas
amplitudéjanak (a § szognek) fokozatosan le kellene csengenie. A szamitdsok alapjdn
ennek a csillapodasnak az idéallanddja minddssze 25-40 év. Egy dtlagos B szog fenn-
maradasa csak azért lehetséges, mert valamilyen folyamat gondoskodik a disszipal6dd
energia potlasardl. Az energiaforras valdszintlileg a napsugarzas, amely a regularis
széljarasokon keresztiil gerjeszto forgatéonyomatékot gyakorol a féldgolyéra.

24Vegyiik észre, hogy  meghatérozdsiahoz nincs sziikség a szimmetriatengely irdnyanak el6zetes
ismeretére a Foldhoz képest.
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100.Feladat: Adjunk kvalitativ magyardzatot arra, hogy a deformalhatésig
noveli a szélességingadozas Ty periddusidejét.

Magyardzat: Az abrdn (a polus irdnyabdl nézve) C' a merevnek foltételezett Fold
szimmetriatengelyének, FE pedig az w pillanatnyi forgastengelynek a doéféspontja a
Fold felszinén. A mérések szerint CE ~ 6 m.

Mikozben az E pont a C' koriil precesszalva halad a F6ldhoz képest, a centrifugalis
er6 kovetkeztében az egyenlitoi kidudorodas igazodik hozza gy, hogy kozelebb keriiljon
a pillanatnyi forgastengelyre meréleges sikhoz. A deformaéci6 kovetkeztében a tényleges
szimmetriatengely mar nem O? , hanem OC’, amely koveti a pillanatnyi forgdstenge-
lyt. Jézan feltevésnek latszik, hogy kismértékben deformalédo testeknél az oc’ "pil-
lanatnyi szimmetriatengely" veszi 4t a merev test rogzitett szimmetriatengelyének
funkciéjit. Ebben az esetben & (az E pont) nem az O? , hanem a pillanatnyi OC’
koriil fog Euler-precessziot végezni, amelynek korfrekvencidja — a [ sz0g kicsisége
miatt — praktikusan véltozatlan marad (a COEZ és a C'OE/ koszinusza egyarant

1-el egyenld). Az OC’ koriili valtozatlan szogsebességli precesszihoz azonban az E
!

pont CF = ~-szor kisebb linedris sebessége tartozik. Ezzel a csokkentett linearis

sebességgel az E pontnak ugyanazt a kb. 6 m sugart kort kell megtennie, mivel C’
koveti E-t a C'C’ sugart korén. Ilymédon a deformécié a (153) alapjan szédmithatd
korfrekvencia vy-szoros csokkenésére és a periédusidé 1/-szoros megnovekedésére vezet.do
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