
A Lorentz-ingaHraskó PéterPTE Elméleti Fizika Tanszék1.Lorentz kérdése az I.Solvay-konferen
ia résztvev®ihez1863-ban a 25 éves Ernst Solvay belga vegyész kidolgozta az ipari szódagyártáste
hnológiáját és hatalmas vagyonra tett szert. De nem 
sak a szóda érde-kelte. Lorentz szerint � Belgiumnak ez a legnemeslelk¶bb állampolgára mélyenmeg volt róla gy®z®dve, hogy a természet és a társadalom törvényszer¶ségeinekalaposabb megismerése az emberiség boldogulását segíti el®�. Solvay jelent®sösszegeket áldozott a tudományra. Többek között pszi
hológiai, szo
iológiai,kémiai intézeteket alapított. 1911-ben W. H. Nernst javaslatára Brüsszelbenösszehívta az I. Nemzetközi Solvay-konferen
iát, amelyen a kor legnevesebb 22�zikusa (közöttük H. Poin
aré, M. Plan
k, W. Wien, A. Sommerfeld, E. Rut-herford, A. Einstein) vett részt, és a további Solvay-kongresszusok szervezését1 millió frank alapt®kével létrehozott Nemzetközi Fizikai Intézetre bízta.1911 arra az id®szakra esett, amikor a �zika mélységes � de mint kés®bbkiderült, rendkívül termékeny � válságban volt. Lorentz, a konferen
ia elnöke,bevezet®jében azt mondta, hogy � ma messze vagyunk a szellemi kielégültségnekattól az állapotától, amelyet a �zikai elmélet húsz, vagy akár 
sak tíz évvel ez-el®tt nyújtani tudott. Nem szabadulhatunk attól a gondolattól, hogy zsákut
ábakerültünk: a régi elméletek egyre kevésbé képesek eloszlatni a homályt, amelyminden oldalról körülvesz.� Majd így folytatta: � Plan
k esszéje az energia-kvantumokról �valóságos fénysugár� ebben a ködben, és most az a feladat, hogyolyan me
hanikát dolgozzunk ki, amelyb®l Plan
k felfedezése következménykéntadódik.� Mint jól tudjuk, Plan
k úgy tudta megmagyarázni a fekete sugárzásspektrumát, ha feltételezte, hogy a harmonikus lineáris osz
illátor energiája 
saka hν = ~ω kvantum egész számú többszöröse lehet1.A lineáris harmonikus osz
illátor egyik legegyszer¶bb példája a matematikaiinga. Lorentznek ez szöget ütött a fejébe és a következ® kérdéssel fordult a kon-feren
ia résztvev®ihez: A matematikai inga körfrekven
iája ω =
√

g/l. Plan
kszerint az energia 
sak ~ω egész számú többszöröse lehet, vagyis E = n~ω-valegyenl® n = 0, 1, 2... mellett. Mármost ha az inga fonalát a két újjunkkal össze-
sippentve az inga hosszát folyamatosan 
sökkentjük, akkor az ω körfrekven
iafolyamatosan n®. Hogyan képzelhet® el, hogy eközben az energiája állandóan
~ω egész számú többszöröse marad?Einstein, aki ismerte P. Ehrenfest idevágó munkáit, kapásból válaszolt Lo-rentz kérdésére: a me
hanika törvényei szerint a hossz lassú növelésével vagy
sökkentésével az energia úgy változik, hogy az E/ω hányados közben állandó1Plan
k a Kir
hho�-tételnek abból a következményéb®l indult ki, hogy a h®mérsékleti su-gárzás spektruma független az üreg falának anyagi min®ségét®l, ezért � legegyszer¶bb lehet®-ségként � a falat minden frekven
ián egy-egy elektromosan töltött harmonikus osz
illátorralhelyettesítette. 1



maradjon; a folyamat során tehát Plan
k képlete folyamatosan érvényes leszugyanazzal az n értékkel. Lorentz ezekkel a szavakkal nyugtázta Einstein ma-gyarázatát: � Ez a rendkívül meglep® eredmény megoldja az általam felvetettproblémát. Általában is az energia-kvantumok hipotézise érdekes kérdésekhezvezet minden olyan esetben, amikor a frekven
ia önkényesen változtatható.�A konferen
ia jegyz®könyve szerint senki sem vetette fel, mi van akkor, ha
ω-t gyorsan változtatjuk: mindenkit leny¶gözött az a tény, hogy a klasszikusme
hanika a lassú változás esetében ilyen 
sodálatos harmóniában van az ener-giakvantum hipotézissel.Mai ismereteink fényében Einstein válasza a kvantumme
hanika ma is ér-vényes fontos tételének els® megfogalmazása: amikor egy �zikai rendszer ha-tározott kvantumállapotban van és közben lassan változtatjuk egy vagy többparaméterét, a rendszer folyamatosan megmarad az ugyanazokkal a kvantum-számokkal jellemzett állapotában. Ha a paraméterek az eredeti értékükre állnakvissza, a rendszer is visszakerül eredeti állapotába: a körfolyamat során nin
smunkavégzés.Amikor azonban a változás gyors, a rendszer közben gerjed. Ha példáuleredetileg alapállapotban volt, akkor hiába állítjuk vissza a paraméterek korábbiértékét, bizonyos valószín¶séggel gerjesztett állapotban marad vissza.2.Az E/ω állandóságának igazolásaAz E/ω állandóságának igazolásához azt kell megmutatnunk, hogy ennek azaránynak az id®deriváltja nullával egyenl®. Az olyan me
hanikai rendszerekesetében, amelyek E energiája a K kinetikus és az U poten
iális energia össze-gével egyenl®, és 
sak U tartalmazza a változó paramétert, az E id®deriváltjaaz

dE

dt
=

∂U

∂t
(1)képlet alapján számítható ki. A baloldalon teljes derivált áll, mert számításbakell venni minden okot � a koordináták és a sebességek megváltozását 
sakúgy,mint a küls® körülményekét � ami az energia értékét megváltoztathatja. Ateljes id®deriváltat a szokásoknak megfelel®en gyakran fogjuk ponttal jelölni.A jobboldalon a par
iális id®derivált jelzi, hogy itt 
sak az expli
it id®függés(vagyis a körülmények id®beli változása) veend® �gyelembe. Az (1) magábanfoglalja az energia-megmaradás tételét, amely azt mondja ki, hogy amikor akörülmények id®ben állandók, a rendszer energiája nem változik.Egy szabadsági fok esetében, amikor E =

m

2
ẋ2 + U(x), az (1) igazolásakülönösen egyszer¶:

dE

dt
= mẋẍ+

∂U

∂x
ẋ+

∂U

∂t
=

(

mẍ+
∂U

∂x

)

ẋ+
∂U

∂t
=

∂U

∂t
,mert mẍ = F = −

∂U

∂x
. 2



Lineáris harmonikus osz
illátorra U =
D

2
x2, ezért

dE

dt
=

1

2
Ḋx2, (2)ahol D a direk
iós � állandó�, amely most függ az id®t®l. Ha ez a függés olyanlassú, hogy a rezgés T periódusa alatt aD megváltozása elhanyagolhatóam ki
si,akkor a (2) egyenletet a t id®pont körül átlagolhatjuk az éppen aktuális T (t)periódusid®re. Az x2 ezalatt egy teljes periódust változik, és a négyzeténekaz átlaga a mozgás t-beli A(t) amplitúdójának felével egyenl®: x2 = A/2. Azátlagolás után ezért (2) a

dĒ(t)

dt
=

1

4
Ḋ(t)A2(t) (3)képletbe megy át, amelyben Ē(t) az energia átlaga a t pillanat körüli egy peri-ódusnyi id®intervallumra. Mikor a D változása olyan lassú, hogy egy periódusalatt eltekinthetünk t®le, Ē(t) ugyanúgy függ A(t)-t®l, mint amikor a D kons-tans: Ē(t) =

D(t)

2
A(t)2.MivelD = mω2, ezért konstansm-nél a körfrekven
ia is lassan függ az id®t®l,és így Ḋ = 2mω · ω̇, valamint A2 =

2Ē

D
=

2Ē

mω2
. Ezt a két képletet (3)-ba írvaaz ˙̄E = Ēω̇/ω összefüggésre jutunk, amely az Ē/ω arány id®beli állandóságátkifejez®

d

dt

(

Ē

ω

)

= 0képlettel ekvivalens. Az I = Ē/ω arányt Ehrenfest � Einstein javaslatára� adiabatikus invariánsnak nevezte el. Ezt a terminológiát (és az I jelölést)használjuk általában a dinamikai mennyiségekb®l képzett olyan kifejezésekre,amelyek a rendszer paramétereinek lassú változtatásakor megtartják állandóértéküket.A matematikai ingára áttérve azt látjuk, hogy az inga
E =

1

2
mr2φ̇2 +

1

2
mgrφ2 (4)lengési energiájának mindkét tagja függ az inga r hosszától, amely a feladatlassan változó paramétere, és így

dE

dt
= (mr2φ̈+mgrφ)φ̇ +mrṙφ̇2 +

1

2
mgṙφ2.A mozgásegyenlet most L̇ = K, ahol L = mr2φ̇ a perdület (impulzusnyomaték),

K = −mgr sinφ ≈ −mgrφ pedig a forgatónyomaték. A φ̇-t szorzó zárójelre amozgásegyenletb®l most nem nullát, hanem az
mr2φ̈+mgrφ = −2mrṙφ̇3



képletet kapjuk. Ennek következtében
dE

dt
= −mrṙφ̇2 +

1

2
mgṙφ2. (5)A gondolatmenet további része ugyanolyan, mint a lineáris harmonikus osz
il-látoré. Ha a lengés amplitudója Φ, akkor az energiája E =

1

2
mgrΦ2. Az egyperiódusra történ® átlagolás eredménye pedig

φ2 =
1

2
Φ2 =

Ē

mgr
és φ̇2 =

ω2

2
Φ2 =

Ē

mr2
, (6)mert, mint tudjuk,

ω =

√

g

r
. (7)Ha mindezt behelyettesítjük az átlagolt (5) formulába, az ˙̄E = −

Ēṙ

2r
képletrejutunk, amely d(Ē

√
r)

dt
= 0 alakba írható át és az Ē

√
r szorzat adiabatikusinvarian
iáját fejezi ki. A (7) alapján az Ē√

r adiabatikus állandósága azonbanegyenérték¶ az Ē/ω hányados adiabatikus invarian
iájával. Ezt kellett igazol-nunk.3.Az adiabatikus invariáns és az energiamegmaradásKépzeljünk el egy fonálingát, amely a mennyezetr®l lóg le, és a szál egy lyukonkeresztül felmegy a padlásra, ahol egy ember tartja. Tegyük fel, hogy az emberelkezdi nagyon lassan felfele húzni (vagy lefele engedni) az ingát. Mekkora ∆Wmunkát végez, miközben az inga fonálhossza r1-r®l r2-re változik?Amikor az inga hossza r-r®l (r+dr)-re változik, az ember által végzett munka
dW = −Fk · dr (8)-rel egyenl®. Az Fk a kötéler® nagysága, pozitív szám. Mivel az inga lengés-ben van, a kötéler®höz az mg cosφ súlyer®n kívül az mrφ̇2 
entrifugális er® isjárulékot ad:

Fk = mrφ̇2 +mg cosφ ≈ mg +mrφ̇2 −
1

2
mgφ2. (9)A feltevés szerint az ember olyan lassan húzza (vagy engedi) a kötelet, hogy tel-jesül az adiabatikusság feltétele: Az inga egy lengési periódusa alatt a kötélhosszváltozása elhanyagolhatóan ki
si. A kötéler® egy periódusra történ® átlagolá-sát (9) alapján könnyen elvégezhetjük, mert a jobboldalon fellép® átlagokat a(6)-ban már kiszámítottuk. Eszerint

F k = mg +
Ē

2r
, (10)4



következésképpen
dW = −mg · dr −

Ē

2r
dr. (11)A ∆W kiszámításához ezt a képletet kell integrálni r1t®l r2-ig. A lengés Ē egyperiódusra átlagolt energiája azonban függ r-t®l, ezért az integráláshoz ismer-nünk kell az Ē(r) függvényt. Adiabatikus esetben az Ē

√
r szorzat állandóságaaz integrálást valójában triviálissá teszi. A (11) ekkor ugyanis

dW = −mg · dr + (Ē
√
r)d(1/

√
r)alakban írható, amelynek az integrálja

∆W = −mg(r2 − r1) + Ē
√
r ·

(

1
√
r2

−
1

√
r1

)

.A Ē
√
r a folyamat során nem változik, ezért helyettesíthetjük akár Ē2

√
r2-vel,akár Ē1

√
r1-gyel. Amikor 1/√r2-vel szorzódik az els®, amikor pedig 1/

√
r1-gyel,a második lehet®séget választjuk. Így

∆W = −mg(r2 − r1) + (E2 − E1).Ez a képlet biztosan korrekt, mert az energiamegmaradást fejezi ki az ingábólés a kötelet húzó emberb®l álló rendszerre a Föld nehézségi er®terében. Ez-zel demonstráltuk, hogy a matematikai ingánál E√
r adiabatikus invarian
iájaösszhangban van ezzel a tétellel.

r
1

r
2

a1 a2

m m

2R

1. ábra. A 
sigainga
5



4.A 
sigainga2A 
sigainga olyan álló
siga, amelynek kötélvégei fonálingává vannak kiképezve(1. ábra). Ez egy három szabadsági fokú rendszer, amelynek a helyzetét a kétinga α1, α2 kitérése, valamint a 
siga ϕ elfordulási szöge jellemzi. Ez utóbbihelyett azonban 
élszer¶bb a
ξ =

r1 − r2
r1 + r2

(12)változó használata, amellyel r1, r2 így fejezhet® ki:
r1 = r0(1 + ξ)

r2 = r0(1 − ξ).
(13)Az r0 az r1 és az r2 félösszege, amely állandó érték. A ϕ és a ξ között a

ϕ =
r0
R
ξ képlet adja meg a kap
solatot, amely a nyilvánvaló dr1 = −dr2 =

R · dϕ következménye. A rendszer nem integrálható, egyetlen mozgásintegráljaaz energia, ezért arra kell számítanunk, hogy a mozgása kaotikus. Csak annyitlehet róla mondani, hogy a nyugalmi állapota közömbös egyensúlyi helyzet: alegkisebb lökésre a kötél leszalad a 
sigáról.Tegyük fel azonban, hogy bizonyos kezd®feltételekhez tartozó mozgás so-rán a 
siga forgása olyan lassú (a ξ̇ olyan ki
si), az ingák lengése pedig olyangyors, hogy az r1, r2 fonálhosszak változása adiabatikusnak tekinthet®. Ebbenaz esetben a ξ ingadozni fog egy minimális és maximális érték között. Ez ab-ból következik, hogy az I = Ē
√
r adiabatikus invariáns állandósága miatt (6)következtében a 
entrifugális er® annál kisebb, minél hosszabb a szál:

mrφ̇2 =
Ē

r
=

I

r3/2
.Amikor pl. r1 n®, akkor az 1. ingára ható 
entrifugális er® 
sökken, a 2. ingáraható pedig n®, és ez a tenden
ia a 
siga forgásirányának a megfordulásáhozvezethet. Ebben az esetben az ingák lengése stabilizálja a rendszert.Amikor az adiabatikusság teljesül, a rendszer integrálhatóvá válik. Ez azenergia-képlet alapján látható be. A 
sigainga energiája három tagot tartalmaz:A két inga lengésének, valamint az ingadozásnak az energiáját (a poten
iálisenergiával nem kell tör®dnünk, mert konstans: mg(r1 + r2) = 2mgr0):

E1 =
1

2
mr2

1
α̇2

1
+

1

2
mgr1α

2

1
(α1 ≪ 1) (14)

E2 =
1

2
mr2

1
α̇2

2
+

1

2
mgr1α

2

2
(α2 ≪ 1) (15)

Kξ =
1

2
mṙ2

1
+

1

2
mṙ2

2
+

1

2
Θϕ̇2 = L ·mr2

0
ξ̇2, (16)2A 
sigainga részletes matematikai elmélete a Kett®s adiabatikus inga 
ím¶ dolgozatom-ban található meg a honlapomon (hrasko.
om/peter). Korábban ezt az érdekes objektumottudomásom szerint még nem tanulmányozták.6



xx
*

U
eff

2. ábra. Az ingadozás e�ektív poten
iáljaahol Θ a 
siga tehetetlenségi nyomatéka, és
L =

m+Θ/2R2

m
. (17)Adiabatikus közelítésben azonban

E1 =
I1√
r1

=
I1/

√
r0√

1 + ξ
≡

I ′
1√

1 + ξ
, E2 =

I2√
r1

=
I2/

√
r0√

1− ξ
≡

I ′
2√

1 + ξ
. (18)Ezekben a képletekben az I ′

1
, I ′

2
mennyiségek konstansok, amelyeket a kezd®-feltételek határoznak meg. A rendszer energiájára ebben a közelítésben tehátaz E = Kξ + Ueff (ξ) képletet nyerjük, amely egy 1-szabadsági fokú objektummozgását írja le az

Ueff (ξ) =
I ′
1√

1 + ξ
+

I ′
2√

1− ξ
(19)e�ektív poten
iálban (2. ábra).Az ilyen típusú feladatok mindig megoldhatók. A függ®leges tengely E pont-ján keresztül párhuzamost rajzolunk a vízszintes tengellyel. Ez a ξmin és a ξmaxpontokban metszi az Ueff (ξ) görbét. Ennek következtében az adott E energiánaz ingadozás a ξmin ≤ ξ ≤ ξmax tartományban fog történni. Az ingadozás pe-riódusidejének a felét úgy számíthatjuk ki, hogy az E = L ·mr2

0

(

dξ

dt

)2

+ Ueffképletet megoldjuk dt-re és integráljuk az ingadozás tartományára:
T = 2L ·mr2

0

∫ ξmax

ξmin

dξ
√

E − Ueff (ξ)
. (20)Mint látjuk, az ingadozás annál � lomhább�, minél nagyobb az L paraméter,amelyet emiatt a rendszer lomhaságának nevezhetünk. Az adiabatikus közelítésannál jobb, minél lassúbb az ingadozás, vagyis minél nagyobb az L.A lengések körfrekven
iája az ingadozás következtében folyamatosan n® és
sökken valamilyen konstans ω1 és ω2 érték körül. Ezeket az értékeket is a kez-d®feltételek határozzák meg. Az adiabatikussághoz az kell, hogy ezek legyeneksokkal nagyobbak, mint az ingadozás Ω = 2π/T körfrekven
iája.7
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3. ábra. A ξ ingadozása (ω2/ω1 ≈ 2)
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4. ábra. A ξ ingadozása (ω2/ω1 ≈ 1)Amikor az adiabatikusság feltételei teljesülnek, az inga valóban periódikusingadozásokat végez a (20) által meghatározott periódusid®vel. A 3. ábrán3 afolytonos görbe a pontos mozgásegyenlet alapján történ® számítás eredménye,amelyre szorosan illeszkednek az adiabatikus közelítés pontjai. A vízszintes ten-gelyen s = ω0t a dimenziótlanított id® (ω0 =
√

g/r0). Mint látható, az ingado-zás tényleg periódikus és a periódus megegyezik a (20)-ból számítható értékkel.A görbe 
sipkézettsége az ingák lengésének a következménye. Az adiabatikusközelítés ezt kisímítja. Azt várnánk, hogy az ingadozás szigorú periodikussága,amely egy közelít® eljárásnak, az adiabatikus approximá
iónak a következmé-nye, az id® el®rehaladtával fokozatosan elromlik, de a pontos mozgásegyenleteknumerikus megoldásában ennek semmi jele.Választhatók azonban olyan kezd®feltételek, amelyeknél szintén elvárhatóvolna az adiabatikusság teljesülése, a pontos mozgásegyenletek megoldása még-sem periodikus. Ilyen esetre vonatkozik a 4. ábra, amelyen szintén a folytonosgörbe a pontos megoldás, a pontok pedig az adiabatikus közelítés. A magyará-zat valószín¶leg az ω2/ω1 arányban keresend®. A 4. ábra esetében ez az arány1-gyel egyenl® és ez azt sugallja, hogy rezonáns köl
sönhatás léphet fel a kétinga között, amely elrontja az ingák I1, I2 adiabatikus invariánsainak az id®beliállandóságát. A részletesebb analízis azt bizonyítja, hogy ebben az esetben azingadozásnak megfelel® id®skálán lassú � lebegés� jön létre a két invariáns kö-zött (ld. az 5. ábrát, amelyek dimenziótlanított invariánsokra vonatkoznak).3Ezt és a következ® gra�konokat a 2. lábjegyzetben idézett dolgozatomból vettem át.8
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5. ábra. Az adiabatikus invariánsok lebegése (ω2/ω1 ≈ 1)Amikor ω2/ω1 = 2 az ingák köl
sönhatása � úgy látszik, � nem vezet azadiabatikus invariánsok szisztematikus változásához.Összefoglalva megállapíthatjuk, hogy az inga mozgása, az el®zetes várako-zással ellentétben, nem mindig kaotikus, mert adott paraméterek mellett a kez-d®feltételek bizonyos tartományában a két adiabatikus invariáns két új mozgás-állandó szerepét tölti be az energia mellett. Noha ezek bizonyos értelemben
sak közelít®en mozgásállandók, ezt a funk
iójukat a várhatónál sokkal sikere-sebben teljesítik. Érdekes lenne meghatározni ennek a tartománynak a határaita fázistérben.
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