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1.Lorentz kérdése az I.Solvay-konferencia résztvevGihez

1863-ban a 25 éves Ernst Solvay belga vegyész kidolgozta az ipari szodagyartas
technologidjat és hatalmas vagyonra tett szert. De nem csak a szoda érde-
kelte. Lorentz szerint ,, Belgiumnak ez a legnemeslelkiibb allampolgara mélyen
meg volt réla gy6zédve, hogy a természet és a tarsadalom torvényszertiségeinek
alaposabb megismerése az emberiség boldogulasat segiti el6”. Solvay jelentds
Osszegeket aldozott a tudoményra. Tobbek kozott pszichologiai, szocioldgiai,
kémiai intézeteket alapitott. 1911-ben W. H. Nernst javaslatara Briisszelben
Osszehivta az I. Nemzetkozi Solvay-konferenciat, amelyen a kor legnevesebb 22
fizikusa (kozottiik H. Poincaré, M. Planck, W. Wien, A. Sommerfeld, E. Rut-
herford, A. Einstein) vett részt, és a tovabbi Solvay-kongresszusok szervezését
1 milli¢ frank alaptékével létrehozott Nemzetkozi Fizikai Intézetre bizta.

1911 arra az idGszakra esett, amikor a fizika mélységes — de mint késGbb
kideriilt, rendkiviil termékeny — valsdgban volt. Lorentz, a konferencia elnoke,
bevezetGjében azt mondta, hogy ,, ma messze vagyunk a szellemi kielégiiltségnek
attol az allapotatol, amelyet a fizikai elmélet husz, vagy akar csak tiz évvel ez-
el6tt nytjtani tudott. Nem szabadulhatunk attél a gondolattél, hogy zsakutcaba
keriiltiink: a régi elméletek egyre kevésbé képesek eloszlatni a homalyt, amely
minden oldalrél koriilvesz.” Majd igy folytatta: , Planck esszéje az energia-
kvantumokrol » valosigos fénysugar« ebben a kodben, és most az a feladat, hogy
olyan mechanikat dolgozzunk ki, amelybd&l Planck felfedezése kdvetkezményként
adédik.” Mint jol tudjuk, Planck tgy tudta megmagyarazni a fekete sugarzés
spektrumat, ha feltételezte, hogy a harmonikus lineéris oszcillator energiéja csak
a hv = hw kvantum egész szamu tobbszorose lehet!.

A linearis harmonikus oszcillator egyik legegyszertibb példaja a matematikai
inga. Lorentznek ez szoget {itott a fejébe és a kovetkezd kérdéssel fordult a kon-
ferencia résztvevsihez: A matematikai inga korfrekvencidja w = \/g_/l Planck
szerint az energia csak hw egész szamu tObbszordse lehet, vagyis F = nhw-val
egyenlé n = 0,1, 2... mellett. Marmost ha az inga fonalat a két tjjunkkal Gssze-
csippentve az inga hosszat folyamatosan csokkentjiik, akkor az w korfrekvencia
folyamatosan né. Hogyan képzelhetd el, hogy ekdzben az energidja dllandéan
hw egész szamu tobbszordse marad?

Einstein, aki ismerte P. Ehrenfest idevagd munkait, kapésbol valaszolt Lo-
rentz kérdésére: a mechanika torvényei szerint a hossz lassd novelésével vagy
csokkentésével az energia tgy valtozik, hogy az F/w hanyados kozben éallando

IPlanck a Kirchhoff-tételnek abbol a kdvetkezményébsl indult ki, hogy a homérsékleti su-
garzas spektruma fiiggetlen az iireg falanak anyagi min6ségétol, ezért — legegyszertibb lehets-
ségként — a falat minden frekvencian egy-egy elektromosan t6lt6tt harmonikus oszcillatorral
helyettesitette.



maradjon; a folyamat soran tehat Planck képlete folyamatosan érvényes lesz
ugyanazzal az n értékkel. Lorentz ezekkel a szavakkal nyugtazta Einstein ma-
gyarazatat: ,, Ez a rendkiviil meglep6 eredmény megoldja az altalam felvetett
problémat. Altalaban is az energia-kvantumok hipotézise érdekes kérdésekhez
vezet minden olyan esetben, amikor a frekvencia 6nkényesen véltoztathato.”

A konferencia jegyz6konyve szerint senki sem vetette fel, mi van akkor, ha
w-t gyorsan valtoztatjuk: mindenkit lenylgozott az a tény, hogy a klasszikus
mechanika a lasst valtozas esetében ilyen csodalatos harménidban van az ener-
giakvantum hipotézissel.

Mai ismereteink fényében Einstein valasza a kvantummechanika ma is ér-
vényes fontos tételének els6 megfogalmazasa: amikor egy fizikai rendszer ha-
tarozott kvantumallapotban van és kozben lassan valtoztatjuk egy vagy tobb
paraméterét, a rendszer folyamatosan megmarad az ugyanazokkal a kvantum-
szdmokkal jellemzett allapotaban. Ha a paraméterek az eredeti értékiikre allnak
vissza, a rendszer is visszakeriil eredeti &llapotaba: a korfolyamat sorédn nincs
munkavégzés.

Amikor azonban a valtozas gyors, a rendszer kozben gerjed. Ha példaul
eredetileg alapallapotban volt, akkor hidba allitjuk vissza a paraméterek korabbi
értékét, bizonyos valdszintséggel gerjesztett allapotban marad vissza.

2.Az F/w alland6saganak igazolasa

Az F/w allandosaganak igazolasahoz azt kell megmutatnunk, hogy ennek az
aranynak az id&derivaltja nullaval egyenld. Az olyan mechanikai rendszerek
esetében, amelyek E energidja a K kinetikus és az U potencialis energia Gssze-
gével egyenld, és csak U tartalmazza a valtoz6 paramétert, az E idGderivaltja
az

dE  0U

dt 0ot (L)
képlet alapjan szamithato ki. A baloldalon teljes derivalt all, mert szamitasba
kell venni minden okot — a koordinatak és a sebességek megvaltozasat csakugy,
mint a kiilsé koriilményekét — ami az energia értékét megvaltoztathatja. A
teljes iddderivaltat a szokasoknak megfelelGen gyakran fogjuk ponttal jelolni.
A jobboldalon a parciélis idéderivalt jelzi, hogy itt csak az explicit iddfiggés
(vagyis a koriilmények idébeli valtozasa) veendd figyelembe. Az (1) magaban
foglalja az energia-megmaradas tételét, amely azt mondja ki, hogy amikor a
koriilmények idében allandok, a rendszer energidja nem valtozik.

Egy szabadsagi fok esetében, amikor F = %:f + U(x), az (1) igazolasa
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Lineéris harmonikus oszcillatorra U = 5:102, ezért
dE 1.
— = - Dg? 2
o = 3Pt (2)

ahol D a direkci6s ,, dllandd”, amely most fiigg az id6t6l. Ha ez a fliggés olyan
lassi, hogy a rezgés T periddusa alatt a D megvaltozasa elhanyagolhatdam kicsi,
akkor a (2) egyenletet a t id6pont koriil atlagolhatjuk az éppen aktualis T'(t)
periodusidére. Az x? ezalatt egy teljes periodust valtozik, és a négyzetének
az atlaga a mozgas t-beli A(t) amplitudojanak felével egyenls: 22 = A/2. Az
atlagolas utan ezért (2) a

dE(t)

1.
BT ZD(t)Az(t) (3)

képletbe megy at, amelyben E(t) az energia atlaga a ¢ pillanat koriili egy peri-
Odusnyi id6intervallumra. Mikor a D véltozasa olyan lassd, hogy egy periodus
alatt eltekinthetiink t6le, E'(t) ugyantugy fiigg A(¢)-t6l, mint amikor a D kons-

_ Dt
tans: E(t) = #A(t)z
Mivel D = mw?, ezért konstans m-nél a korfrekvencia is lassan fiigg az id6tdl,
. 2E  2F
és igy D = 2mw - &, valamint A% = == = 5 Bzt a két képletet (3)-ba frva
’ D mw

az £ = Ed/w dsszefiiggésre jutunk, amely az E/w ardny idobeli allandosigat

kifejez6 ~
d (E
Z(Z)Y=0
dt ( w )

képlettel ekvivalens. Az I = E/w aranyt Ehrenfest — Einstein javaslatara
— adiabatikus invaridnsnek nevezte el. Ezt a terminologiat (és az I jelolést)
hasznaljuk altalaban a dinamikai mennyiségekbsl képzett olyan kifejezésekre,
amelyek a rendszer paramétereinek lassu valtoztatasakor megtartjak allandoé
értékiiket.

A matematikai ingara attérve azt latjuk, hogy az inga

1 : 1
E = §mr2¢2 + §mgr¢2 (4)
lengési energidjanak mindkét tagja fligg az inga r hosszatol, amely a feladat
lassan valtoz6 paramétere, és igy

dE ; . L1
e (mr2¢ + mgreo)o + mri¢? + 5mg7’“¢2.

A mozgasegyenlet most L=K ,ahol L = mr2q5 a perdiilet (impulzusnyomaték),

K = —mgrsin ¢ =~ —mgr¢ pedig a forgatényomaték. A ¢-t szorzo zardjelre a
mozgasegyenletb6l most nem nullat, hanem az

mrzg.zé + mgre¢ = —2mr7*(f5



képletet kapjuk. Ennek kévetkeztében

dE 1
e mrrg° + 2mgr¢ . (5)

A gondolatmenet tovabbi része ugyanolyan, mint a linearis harmonikus oszcil-
1
latoré. Ha a lengés amplitudoja ®, akkor az energidja E = §mgr<1>2. Az egy

periodusra torténd atlagolas eredmeénye pedig

— 1 E = w? E
2= 2= — é 2= %2 =__ 6
¢ 2 mgr o ¢ 2 mr2’ (6)

mert, mint tudjuk,
g
=4/=. 7
w \[ (7)
. e . - Br
Ha mindezt behelyettesitjiik az atlagolt (5) formulaba, az F = —2—kepletre
r

d(EVT)
dt _
invarianciajat fejezi ki. A (7) alapjan az E+/r adiabatikus allandosaga azonban

egyenértéki az F/w hinyados adiabatikus invariancidjaval. Ezt kellett igazol-
nunk.

jutunk, amely = 0 alakba irhato at és az E\/r szorzat adiabatikus

3.Az adiabatikus invarians és az energiamegmaradas

Képzeljiink el egy fonalingat, amely a mennyezetrdl 16g le, és a szal egy lyukon
keresztiil felmegy a padlasra, ahol egy ember tartja. Tegyiik fel, hogy az ember
elkezdi nagyon lassan felfele huzni (vagy lefele engedni) az ingat. Mekkora AW
munkat végez, mikézben az inga fonalhossza r1-r6l ro-re valtozik?

Amikor az inga hossza r-r6l (r+dr)-re valtozik, az ember altal végzett munka

AW = —Fy - dr (8)

-rel egyenls. Az Fj a kotéler6 nagységa, pozitiv szam. Mivel az inga lengés-
ben van, a kdtéler6hoz az mg cos ¢ stlyerdn kiviil az mr¢? centrifugdlis erd is
jarulékot ad:

Fj, = mr¢? + mg cos ¢ ~ mg + mre? — %mg(b? (9)
A felteves szerint az ember olyan lassan huzza (vagy engedi) a kételet, hogy tel-
jestl az adiabatikussag feltétele: Az inga egy lengési periddusa alatt a kotélhossz
valtozasa elhanyagolhatdan kicsi. A kotélers egy periddusra torténs atlagoléa-
sat (9) alapjan konnyen elvégezhetjiik, mert a jobboldalon felléps atlagokat a
(6)-ban mar kiszamitottuk. Eszerint

— E
Frp=mg+ —

2r’ (10)



kovetkezésképpen

— E
= —mg - dr — —dr. 11
aw mg - dr 2Tdr (11)

A AW kiszamitasahoz ezt a képletet kell integralni r1t6l ro-ig. A lengés E egy
periodusra atlagolt energidja azonban fiigg r-t6l, ezért az integralashoz ismer-
niink kell az E(r) fiiggvényt. Adiabatikus esetben az E./7 szorzat allanddésaga
az integralast valojaban trividlissa teszi. A (11) ekkor ugyanis

dW = —mg - dr + (E\/7)d(1//T)
alakban irhat6, amelynek az integralja

AW = —mg(ro —r1) + E\/r - (\/—];_2 - \/LT_) .

A E./r a folyamat sordn nem véltozik, ezért helyettesithetjiik akar E \/T2-vel,

akar E1,/ri-gyel. Amikor 1/,/r3-vel szorzodik az elss, amikor pedig 1/,/71-gyel,
a masodik lehetSséget valasztjuk. Igy

AW = —mg(ro —r1) + (B2 — E4).

Ez a képlet biztosan korrekt, mert az energiamegmaradast fejezi ki az ingabol
és a kotelet hizo emberbdl allo rendszerre a Fold nehézségi erGterében. Ez-
zel demonstraltuk, hogy a matematikai inganal F\/r adiabatikus invarianciaja
Osszhangban van ezzel a tétellel.

2R

1. abra. A csigainga



4.A csigainga®

A csigainga olyan &llocsiga, amelynek kotélvégei fonédlingéva vannak kiképezve
(1. abra). Ez egy harom szabadsagi foku rendszer, amelynek a helyzetét a két
inga «ay, ag kitérése, valamint a csiga ¢ elfordulési szoge jellemzi. Ez utoébbi

helyett azonban célszertibb a
KT — T2

= 12
¢ r1+ T2 ( )
valtozo hasznélata, amellyel 1, ro igy fejezhetd ki:
r1 =1ro(l +
L= ro(1+¢) "
T9 = T‘Q(l — f)

Az ro az 71 és az 1o félosszege, amely allandé érték. A ¢ és a £ kozbtt a
Y = T—Og képlet adja meg a kapcsolatot, amely a nyilvanvaldé dri = —dry =
R - dp kovetkezménye. A rendszer nem integralhatd, egyetlen mozgasintegralja
az energia, ezért arra kell szamitanunk, hogy a mozgasa kaotikus. Csak annyit
lehet réla mondani, hogy a nyugalmi allapota kdzombos egyensiilyi helyzet: a
legkisebb 16késre a kotél leszalad a csigarol.

Tegyiik fel azonban, hogy bizonyos kezdéfeltételekhez tartozé mozgas so-
ran a csiga forgasa olyan lasst (a f olyan kicsi), az ingék lengése pedig olyan
gyors, hogy az ry, ro fondlhosszak valtozasa adiabatikusnak tekinthets. Ebben
az esetben a ¢ ingadozni fog egy minimalis és maximalis érték kozott. Ez ab-
bol kivetkezik, hogy az I = E./r adiabatikus invaridns dllandésaga miatt (6)
kovetkeztében a centrifugalis er6 annal kisebb, minél hosszabb a szél:

— E I
FR=IEN

mrg? =
Amikor pl. 1 n6, akkor az 1. ingédra hat6 centrifugalis er csokken, a 2. ingara
haté pedig nd, és ez a tendencia a csiga forgasiranyédnak a megforduldsdhoz
vezethet. Ebben az esetben az ingdk lengése stabilizilja a rendszert.

Amikor az adiabatikussag teljesiil, a rendszer integralhatova valik. Ez az
energia-képlet alapjan lathato be. A csigainga energidja harom tagot tartalmaz:
A két inga lengésének, valamint az ingadozasnak az energiajat (a potencialis
energiaval nem kell torédniink, mert konstans: mg(ry + r2) = 2mgro):

1 1

By = gmrial + gmgriel (a1 < 1) (14)
1o, 1

By = QmTfocg + ngTlag (a2 < 1) (15)
1 . 1 . 1 .. :

Ke = gmif + gmi3 + 500% = L-mrié?, (16)

2A csigainga részletes matematikai elmélete a Kettds adiabatikus inga cimii dolgozatom-
ban talalhato meg a honlapomon (hrasko.com/peter). Korabban ezt az érdekes objektumot
tudomasom szerint még nem tanulmanyoztak.
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2. abra. Az ingadozas effektiv potencialja

ahol O a csiga tehetetlenségi nyomatéka, és

m + ©/2R?
—

L= (17)

Adiabatikus kozelitésben azonban

E:L:h/\/ﬁz I EZI_Qzlg/\/%: I (8)
VR VIFE VIRE TR VI—E VItE

Ezekben a képletekben az I7, I5 mennyiségek konstansok, amelyeket a kezds-
feltételek hataroznak meg. A rendszer energidjira ebben a kozelitésben tehat
az E = K¢ + Ueys(€) képletet nyerjiik, amely egy 1-szabadséagi foka objektum
mozgasat irja le az

L0
Vite JVi-¢

Uess(§) =

effektiv potencidlban (2. 4bra).

Az ilyen tipusu feladatok mindig megoldhatok. A fliggsleges tengely E pont-
jan keresztiil paArhuzamost rajzolunk a vizszintes tengellyel. Ez a &,,in €S @ &max
pontokban metszi az Uerf(§) gorbét. Ennek kovetkeztében az adott E energian
az ingadozas a &min < € < Enae tartomanyban fog torténni. Az ingadozés pe-

(19)

d
riodusidejének a felét tgy szamithatjuk ki, hogy az £ = L - mr% (d—f) +Ueyy

képletet megoldjuk dt-re és integraljuk az ingadozés tartoményara:

£7naz dé‘

T = 2L-mr(2) _—
E—Uess(§)

(20)

Emin
Mint latjuk, az ingadozas annél ), lomhabb”, minél nagyobb az L paraméter,
amelyet emiatt a rendszer lomhasdgdnak nevezhetiink. Az adiabatikus kozelités
anndl jobb, minél lassibb az ingadozas, vagyis minél nagyobb az L.

A lengések korfrekvencidja az ingadozas kovetkeztében folyamatosan né és
csokken valamilyen konstans wy és ws érték koriil. Ezeket az értékeket is a kez-
dofeltételek hatarozzéak meg. Az adiabatikussaghoz az kell, hogy ezek legyenek
sokkal nagyobbak, mint az ingadozas 2 = 27 /T korfrekvenciaja.
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3. abra. A ¢ ingadozésa (we/w1 = 2)
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4. abra. A ¢ ingadozésa (w2/wy =~ 1)

Amikor az adiabatikussag feltételei teljesiilnek, az inga valoban peridédikus
ingadozasokat végez a (20) altal meghatérozott periodusidével. A 3. abran® a
folytonos gorbe a pontos mozgésegyenlet alapjan torténé szamitas eredménye,
amelyre szorosan illeszkednek az adiabatikus kozelités pontjai. A vizszintes ten-
gelyen s = wyt a dimenzidtlanitott id6 (wg = v/g/r0). Mint lathato, az ingado-
zéas tényleg periddikus és a periddus megegyezik a (20)-bol szamithato értékkel.
A gorbe csipkézettsége az ingdk lengésének a kovetkezménye. Az adiabatikus
kozelités ezt kisimitja. Azt varnank, hogy az ingadozas szigord periodikussaga,
amely egy kozelits eljarasnak, az adiabatikus approximacionak a kdvetkezmé-
nye, az idg elérehaladtaval fokozatosan elromlik, de a pontos mozgéasegyenletek
numerikus megoldasadban ennek semmi jele.

Vélaszthatok azonban olyan kezdéfeltételek, amelyeknél szintén elvarhaté
volna az adiabatikussag teljesiilése, a pontos mozgasegyenletek megoldasa még-
sem periodikus. Ilyen esetre vonatkozik a 4. dbra, amelyen szintén a folytonos
gorbe a pontos megoldés, a pontok pedig az adiabatikus kozelités. A magyara-
zat valoszintleg az ws/wy ardnyban keresendS. A 4. abra esetében ez az arany
1-gyel egyenls és ez azt sugallja, hogy rezondns kdlcsonhatds léphet fel a két
inga kozott, amely elrontja az ingdk I, I> adiabatikus invaridnsainak az idébeli
allandosagat. A részletesebb analizis azt bizonyitja, hogy ebben az esetben az
ingadozasnak megfelels idgskalan lassa ,, lebegés” jon létre a két invaridns ko-
z6tt (1d. az 5. abrat, amelyek dimenziétlanitott invaridnsokra vonatkoznak).

3Bzt és a kovetkezd grafikonokat a 2. labjegyzetben idézett dolgozatombol vettem At.
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5. abra. Az adiabatikus invaridnsok lebegése (wa/w1 &~ 1)

Amikor wy/w1 = 2 az ingék kolcsonhatdsa — agy latszik, — nem vezet az
adiabatikus invaridnsok szisztematikus valtozasahoz.

Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy az inga mozgésa, az el6zetes virako-
zéssal ellentétben, nem mindig kaotikus, mert adott paraméterek mellett a kez-
défeltételek bizonyos tartomanyéban a két adiabatikus invarians két 4j mozgas-
allando szerepét tolti be az energia mellett. Noha ezek bizonyos értelemben
csak kozelitGen mozgasallandok, ezt a funkciojukat a varhaténal sokkal sikere-
sebben teljesitik. Erdekes lenne meghatéarozni ennek a tartoméanynak a hatéarait
a fazistérben.



