Altalanos relativitaselmélet és kozmolégia

Hrasko6 Péter

A Budapesti Miszaki Egyetemen tartott el6adasok jegyzete

9 = konstans
¢ = konstans

N
1=+ %

Processed with the Owverleaf online Latex facility
TORNOC KIADO
2022



TARTALOMJEGYZEK

Tartalomjegyzék

1. A specidlis relativitaselmélet alapposztulatuma
2. A téridé

3. A sajatidé

8.

9.

A stlyos és a tehetetlen tomeg

A gravitacié geometrizalasa

A nemmetrikus sokasag. Tenzorok

A nemmetrikus sokasag. A Lie-derivalt
A Riemann-geometria

Példa: A 2D gémb

10.A kovarians derivalt

11.A geodetikus egyenlet

12.Példa: A 2D gomb (folytatéas)

13.A gorbiilet

14.A Riemann-tenzor tulajdonsagai

15.Példa: A 2D pszeudogomb

16.Az Altalanos relativitdselmélet térideje

17.A Nap koriili kézelité6 metrika a geodetikus hipotézis alapjan

18.Az ikerparadoxon a Fold graviticids terében

19.A szabadon mozgd tomegpont

20.A tomegpontok energiaja a kozelité metrikaban

21.A fénysugarak a téridében

22.A fényelhajlas a kozelité6 metrikaban

23.A gravitaciés voroseltolodas

24.Elektrodinamika a relativitaselméletben

25.Az energia-impulzus tenzor

10

11

14

18

22

24

27

31

33

35

39

42

45

49

51

52

55

56

58

61

67

71



TARTALOMJEGYZEK

26.Az Einstein-egyenlet

27.A centralszimmetrikus statikus térid6

28.A Schwarzschild-megoldas

29.A fényelhajlas a Schwarzschild-metrikaban
30.A Schwarzschild-térid6 forgé koordinatarendszerben
31.A kormozgas a Schwarzschild-téridében
32.A geodetikus precesszié

33.A perihélium vandorlas

34.Az impulzusmomentum hatasa a téridére
35.A Schwarzschild-szingularitas természete
36.A pontszerii csillag térideje

37.Geodetikusok a pontszerii csillag téridejében
38. A relativisztikus kozmolégia alapfeltevései
39.A standard modell

40.A kozmolégiai voroseltolodas

41.A Fridman-egyenletek

42.A Fridman-egyenlet megoldasa

43.A Fridman-univerzum

44.A horizont-probléma

75

80

82

84

86

87

90

92

93

95

99

103

107

109

110

116

119

123

125



1. A SPECIALIS RELATIVITASELMELET ALAPPOSZTULATUMA 3

Bevezetés

Az dltaldnos relativitdselmélet a gravitdacié elmélete, amely a mult szdzad masodik évtizedében 1épett New-
ton altalanos tomegvonzasi elmélete helyébe. A kurzus célja ennek az elméletnek az ismertetése.

A specidlis relativitdselméletet Einstein 1905-ben hozta létre. Ez egy olyan "operédcids rendszer', amely
alatt a fizika egésze miikodik — a gravitacid kivételével. Az &ltaldnos relativitdselmélet ennek az "operécids
rendszernek" olyan altalanositasa, amely feltehetéen mar az egész fizikat miikkodtetni tudja. Mivel ez az elmélet
a specidlis relativitaselmélet dltaldnositdasa, ezért a targyalasat a specialis relativitaselmélettel kell kezdeni.
Felteszem azonban, hogy ezzel az elmélettel mar mindenki taladlkozott, ezért csak az altalanositas szempontjabol
legfontosabb pontokat fogjuk felidézni®

A kovetkez§ el6készits 1épés az dltalanos relativitaselmélet matematikai apparatusianak az attekintése lesz,
amely a differencidlgeometriaba tartozik és az alkalmazasi teriilete nagyon széles. Kifejezetten szép matematikai
elméletrél van szé, amelyben nem hosszadalmas szamitdsokkal, hanem a fogalmi struktira tisztézasdval kell
majd elsésorban foglalkoznunk. Ezzel a matematikai elmélettel onmagdért is érdemes megismerkedni.

Csak ezutan keriilhet sor az &altalanos relativitaselméletnek, mint fizikai elméletnek a targyalasira. Az
elmélet alapgondolatat azonban, amely a gravitdcio geometrizdldsa, még a matematikai elmélet el6tt ismertetni
fogom azért, hogy vilagos legyen, miért éppen a differencidlgeometria az a matematika, amire sziikségiink lesz.

1. A specialis relativitaselmélet alapposztulatuma

Az alapposztuldatum: A fénysebesség figgetlen a fényforrds sebességétdl és minden inerciarendszerben minden
irdnyban ugyanakkora.

Az alapposztulatum kimondéasakor feltételezziik, hogy mint minden sebességet, a fénysebességet is a "sebes-
ség = 1t/id6" definici6 alapjan hatarozzuk meg. A mérés technikai megvalésitasa sokféle lehet. Az oda-vissza
uton torténé mérés technikailag egyszeriibb, ezt alkalmazta a XIX. szazadban Fizeau a szaggatasos, Foucault
a forgotiikkrés modszerben. Az egyiranyu mérés is lehetséges, de technikailag nehezebb megvaldsitani.

Az alapposztulatum azt allitja, hogy ha egy nyugvd és egy egyenletes egyenesvonalii mozgédst végzé vasiti
kocsiban (ez két inerciarendszer) elvégezziik barmelyik fénysebesség-mérést, a fénysebességre ugyanazt a ¢ =
2,99792458 - 10% m/s szamértéket kapjuk.

V=relativ sebesség
T,

I r

Pozitiv irdny

1.4bra

Ha a fénysebesség a fényforrdshoz képest lenne mindig ugyanakkora (ballisztikus elmélet), akkor ebben nem
lenne semmi meglepd. Ebben az esetben ugyanaz lenne a helyzet, mint a pisztollyal (ez a fényforrds analogonja)
és a kil6tt pisztolygolydval (ez a fény megfelelGje): A goly6 sebessége ahhoz a vasiti kocsihoz képest, amelyben
a pisztoly nyugszik, mindig ugyanakkora.

Ebbdl az analdgiabdl azonban az is kovetkezik, hogy ebben az esetben a fénysebességnek fiiggenie kellene
a fényforras sebességétdl, a mozgd tikorrél visszavert fény sebességének pedig fiiggenie kellene a tiikor se-

LA speciélis relativitadselméletrdl 1d. még az Id6 és relativitds cimii eléaddsaimat a honlapomon (peter.hrasko.com).
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bességétdl. Azonban a kisérletek és a csillagdszati megfigyelések (pl. a kettés csillagokndl) ezt egyértelmiien
cafoljak.

A fény hullamtermészete alapjan is az varhatd, hogy a fénysebesség — a hangsebességhez hasonléan —
ne a fényforrdshoz, hanem ahhoz a kozeghez (az éterhez) viszonyitva legyen dllandd, amelyben terjed. De
akkor viszont azt nem lehet érteni, miért ugyanolyan nagysaga a kézeghez képest kiillonb6z6 sebességgel mozgd
vasiti kocsikban (inerciarendszerekben). Ha ugyanis a fénysebesség az Z vastti kocsiban pozitiv irdnyban c,
akkor az 7’ -ben, amely az el8bbihez képest V sebességgel mozog ugyanabban az irdnyban, (¢ — V')-vel kellene
egyenlének lennie (a sebességisszeadds torvénye).

Evtizedeken keresztiil vitattédk, hogyan lehetne dsszeegyeztetni a fénysebesség allandéségat az éterhipoté-
zissel. Ez a vita ma is tanulsagos, de els6sorban torténeti érdekességli, mert a megoldast Einstein a specidlis
relativitdselméletben az éterhipotézis keretein kiviil taldlta meg. A tovabbiakban csak ezzel az elmélettel
foglalkozunk.

FEinstein arra gyanakodott, hogy talan a sebességosszeadas torvényével van valami baj és részletesen meg-
vizsgalta, vajon tényleg univerzalis érvényességii-e ez a torvény.

I LAL T
T
- F w
A o A " —>eB

@® A mozgd tdmeg, amelynek sebessége I-hez képest v,
I'-hdz képest v/

2.4bra

Egy egyenletes sebességgel mozgd test At id6 alatt az Z és az 7’ inerciarendszerhez képest kiilonb6z6 hosszi
utat tesz meg (ld. a 2.4bréat, amely most feliilnézetben mutatja a parhuzamos sinen mozgé vastuti kocsikat a
t1 és a késébbi ¢ pillanatban):

Al'=Al-V - At (1.1)
(amikor V - At > Al, akkor Al’ negativ és a megtett 1t valdjaban |Al’|-vel egyenld). Mivel
Al Al
r_ = - = 1.2
YSAar T A (1.2)

z ((1.1))-b8l valéban az kovetkezik, hogy v/ = v — V.

A Al és a Al tavolsigot természetesen az Z, ill. az I’ inerciarendszerben nyugvé tdvolsdgmérd eszkozok
segitségével hatarozzuk meg, és az idGtartamokat is az Z-ben és az Z -ben nyugvé érakrdl olvassuk le. Miért
vagyunk benne olyan biztosak, hogy noha az Z-ben és az 7 ’-ben nyugvé méterrudak a megtett utra kiilon-
boz6 értéket adnak, az ugyanott nyugvd orak az Gt megtételéhez sziikséges iddre mindig ugyanazt az értéket
szolgaltatjdk? Héatha nem {gy van és valdjaban At # At. Ekkor (1.2) helyett a

) _ A _ Al
AV YT AL

érvényes és nem lehet eleve kizarni, hogy torténetesen a fény esetében ez a két ardny megegyezzen egymédssal.

v (1.3)
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Ha valéban ez a helyzet, akkor (1.1) helyett is ki kell taldlni valami tijat, hiszen pl. mér azt sem tudhatjuk,
hogy a jobboldalon At vagy At all-e (vagy valami egészen maés).

Einstein megmutatta, hogy (1.1) egy dltaldnosabb formula olyan speciélis esete, amely csak végtelen fény-
sebességnél lenne pontosan érvényes. Amikor a fénysebesség a véges ¢, az altaldnos formula a Lorentz-transz-
formdcio:

— 2.
At = AtV—/cAl (1.4)
\/1-=V?/c?
Al-V-A
Ay = ALZV-AL (1.5)

\/1-=V?/c?

A Al és a Al’ itt ugyanazt jelenti, mint kordbban, a At és a At’' pedig az az id§, amely alatt a tomeg az
A pontbdl a B-be jutott el az Z-ben, ill. az Z’-ben nyugvé 6rdk mutatdalldsa alapjan. A Al, At és a Al
At' péarok koziil egyik sem "valédibb" a méasikndl. Tokéletesen egyenértékiiek egymdssal, mert 7 és 7’ két
egyenértékii inerciarendszer.
Figyeljiik meg a transzformacié két fontos tulajdonsiagat:
1) Amikor V <« ¢, a kordbbi
A=At  Al'=Al-V-At

képleteket kapjuk vissza.
2) A sebességosszeadds torvényére a

A AI-V At V-V

_Ait’:At—V/cQ-Al:1—Vv/c2

képletet kapjuk, amely vV < c2-nél a newtoni v/ = v — V sebességdsszeaddsi térvényre, v = ¢ esetében pedig
a vart v’ = ¢ képletre vezet.

A részletesebb analizis azt mutatja, hogy amikor egy testet valamilyen médon (rakétaként, vagy elektromos
térben, ha toltott) gyorsitunk, sohasem érhetjiik el a fénysebességet (a fénysebesség hatarsebesség).

2. A térido

Eddig nem esett sz6 koordindtakrol. Nem volt rdjuk sziikség, mert az alapposztulatum megfigyelésekre és labo-
ratériumi mérések varhaté eredményére vonatkozik, ezekhez pedig nem kell koordinatarendszer. A méréseket és
megfigyeléseket mindig valamilyen vonatkoztatdsi rendszerben (V) végezziik el, ami létezd objektum (az eddigi
példdkban vasuti kocsi volt). Az inerciarendszer (I) olyan vonatkoztatdsi rendszer, amelyben a megfigyelések
szerint nem 1épnek fel inerciaerdk.

Koordindtarendszerre (K) az elméleti analizisben van szitkség. A koordindtarendszert azonban — a vonat-
koztatasi rendszerrel ellentétben — sohasem realizaljuk, csak elképzeljik: Gondoljunk csak a bolygémozgas tar-
gyaldsara a newtoni mechanikdban. Amikor azonban egy konkrét vonatkoztatasi rendszerben térténé kisérletet
analizalunk, rendszerint olyan koordinatarendszert kell elképzelniink, amelyben a szobanforgd vonatkoztatési
rendszer dllandé koordindtdkkal rendelkezik (a koordindtarendszert a vélasztott vonatkoztatdsi rendszerhez
rogzitjik: V +— K, V' «— K' vagy Z+— K, ' +— K').

Ha mondjuk a vonatkoztatasi rendszeriink egy vasuti kocsi, akkor gondolatban rogzithetiink hozza Descartes-
koordindtakat példaul gy, hogy az origét a kocsi kozéppontjaba helyezziik (de ez persze nem kotelezd, a 2.
abra elrendezésében célszerti a K és a K’ origdjat az AB egyenesre helyezni), az z-tengelyt parhuzamosnak
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valasztjuk a sinnel, a z-tengelyt pedig fiiggélegesen felfelé iranyitjuk. Ez elegend6 ahhoz, hogy egy mozgd test
altal adott id6 alatt megtett Al utat szamszerisitsiik:

Al = \/A2? + Ay? + Az2. (2.1)

A At mozgasi id6 szadmszertisitéséhez még az is szitkséges, hogy a vasuti kocsit gondolatban strin kitoltsiik
idedlis 6rdkkal és azt, hogy a mozgd test mikor tartézkodik egy adott pontban, annak az éranak a mutatéallasa
alapjan allapitsuk meg, amelyik ugyanabban a pontban van. Ha csak egy "kézponti" 6rank lenne, akkor ennek
az id6pontnak a megallapitasahoz jelek tovabbitasira lenne sziikség, ami azért nem engedhetd meg, mert a
jelterjedés torvényszeriiségei csak az analizis végén valnak egyértelmiivé.

Ezzel rogzitettiink egy téridd koordindtarendszert, amely minden pontszert és pillanatszeri eseményhez
hozzarendel harom térkoordindtat és egy idopontot Ez utobbit nevezziik koordindtaidonek.

A koordindtarendszer énkényes gondolati konstrukci6. A Descartes-koordinatédk helyett elgondolhatnink
tetszoleges gorbevonalil koordinatarendszert is és csak azért valasztottuk éppen a Descartes-rendszert, mert
két pont tavolsidgat ebben a koordindtarendszerben lehet legegyszeriibben (a (2.1) képlet segitségével) kifejezni
a pontok koordindtdin keresztiil.

Az eddigi elbirdssal azonban a koordindtaid6t még nem rogzitettitk egyértelmiien, ugyanis az 6rdk felté-
telezett idedlis voltabdl csak az kovetkezik, hogy azonos ritmusban jarnak, de ettél még kiilonféle médokon
lehetnek egymashoz képest szinkronizdlva.

A szinkronizacié megvalasztasat ugyaniugy a célszeriiség diktalja, mint a Descartes-rendszerét. A legjobb
az, ha az alapposztulatumbdl indulunk ki. Ezt azért tehetjiik meg nyugodtan, mert mint lattuk, az alapposztu-
latum tapasztalati ellenérzése maga nem tételez fel koordinatarendszert, ezért nem all fenn a circulus vitiosus
(kérben forgé hibas okoskodds) veszélye. Az alapposztuldtum szerint a fénysebesség minden inerciarendszerben
minden irdnyban ¢, és inerciarendszerekben a koordinataid6ét mutatd érakat ennek alapjan szinkronizalhatjuk
ossze a legegyszertibben egymassal (Einstein-féle szinkronizacié). Ha igy jarunk el, akkor a nagyon egyszerti

Al? = Ax? + Ay? + A2% = AL

képlet kapcsolja Ossze egyméssal a fény altal megtett tavolsagot az it megtételéhez sziikséges idével.

A szétszort 6rék egyikének az idépontjat azonban még mindig tetszélegesen valaszthatjuk. Allapodjunk meg
abban, hogy ha az 7’ inerciarendszer V sebességgel mozog a K és a K’ koz0s z-tengelyének pozitiv irdnyaban,
akkor a IC és a K’ origbjaban nyugvo két éra nulla koordindtaidét mutasson, amikor a koordindtarendszerek
éppen fedik egymast.

Az {gy vélasztott koordindtarendszerben (Minkowski-koordindtdk) az alapposztuldtumot nagyon egyszeriien
lehet matematikailag megfogalmazni. Tegyiik fel, hogy abban a pillanatban, amikor K és K’ origbja éppen fedi
egymést (azaz t =t = 0-ban) az orig6bdl fényjelet bocsdtunk ki, amelyet valahol észleliink. Az észlelés helye
és idépontja K-hoz viszonyitva legyen =, y z, t, K’-hez viszonyitva pedig =/, v’ 2/, t'. Azt a tényt, hogy a
fénysebesség mindkét koordinatarendszerhez viszonyitva ugyanaz a c, az

P+ 2 =P =y + 2P = AP (2.2)

relacio fejezi ki, amelyben < egymasbdl kovetkezést jelent.

Ebbdl a képletbdl kiindulva lehet levezetni a Lorentz-transzformaciét, amely egy adott esemény vesszos
Minkowski-koordindtéit fejezi ki ugyanazon esemény vesszétlen Minkowski-koordindtdin keresztiil. A (2.2)
kovetkeztében ennek a transzformaciénak 6sszhangban kell lennie a

A2 gty 2 F (Mg y? )

képlettel. Az F' fliggvény, amely természetesen nem lehet nulla, fiigghet a képletben szereplé Gsszes valtozotol.
Einstein azonban megmutatta, hogy ha a tér és az idé homogén (az iires térben nincs kitiintetett pont és id6-
pont), akkor a keresett transzforméciénak linedrisnak kell lennie, ez F' = 1-re vezet, és gy a transzforméciénak
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az erosebb
G2 g2y P 22 g P2 (2.3)
relaciot kell teljesitenie.
A (2.3) analég az
2?4y 42 =gy 22 (2.4)

relacioval, amely azt fejezi ki, hogy a vesszds és a vesszétlen koordinataju pont origotél mért tavolsaga egyenld
és igy a koordindtarendszer origd korili elforgatdsdt (rotacidjat) irja le. Ha pl. az elforgatds az zy-sikban (a
z-tengely koriil) torténik, akkor innen

2’ =xcosp —ysiny
Yy = zsing +ycosp (2.5)
2=z

Hasonlban, (2.3) a koordindtarendszer pszeudorotdcidjdt definidlja, amelyben egy esemény origdtél mért
ct? — 2?2 — y? — 22 "relativisztikus tavolsdgnégyzete" 4llandé. Amikor a pszeudoroticié nem érinti az id6St, pl.
az zy sfkban torténik, akkor a ¢’ = t-vel kiegészitett (2.5) irja le. Az zt sikbeli pszeudorotacié képlete azonban
az el6jelkiilonbség miatt a kovetkezo:

ct' =ctcha —zsha
7' = —ctsha+zcha (2.6)
y=y; =z

Az « sebességparamétert a KC* KC-hoz viszonyitott V' sebessége hatarozza meg. A K’ origéjaban ugyanis minden
pillanatban 2’ = 0, és ha ezt (2.6) 2. egyenletébe beirjuk, a K’ origdjdnak K-hoz viszonyitott palydjara az
x = tgha - ct egyenletet nyerjiik, amelybdl leolvashatd, hogy V/c = tgh a. Igy a = Arth V/e, ahonnan

1 ) Ve
\/1—V2/c27 \/1—V2/c2.

Ezt (2.6)-ba helyettesitve kapjuk a Lorentz-transzformaci6 egyedi eseményekre érvényes képleteit?.

Latjuk, hogy a 3D euklidészi geometriai tér és a specialis relativitdselmélet térideje kozott parhuzam fedez-
hetd fel. Az alapveté kozos vonds az, hogy mindketté metrikus sokasdg.

A "sokasig" terminus azt fejezi ki, hogy az euklidészi tér és a térid6 pontjai kdlesonésen egyértelmiien megfe-
leltethetok valés szamharmasoknak ill. szamnégyeseknek: az el6bbi haromdimenzids, az utébbi négydimenzids
sokasdg 3. A megfeleltetés végtelen sok kiilénb6z6 médon megtehetd, minden megfeleltetés egy-egy lehetséges
koordinatarendszer. Ujbél hangsilyozzuk, hogy a koordindtarendszert csak elképzeljiik, a valésagban sohasem
realizdljuk (nem is lehetne).

A "metrikus" jelzé arra utal, hogy a sokasdg barmely két pontja meghatdrozott "tdavolsagnégyzetre" van
egymdéstol, amely mérés tutjan elvben meghatirozhaté és ezért fiiggetlen a koordindtarendszertdl (invaridns).
A tévolsdgnégyzet képlete a geometriai tér esetében Descartes-koordinatdkban, a téridé esetében Minkowski-
koordinatakban a legegyszeriibb:

cha = sha =

A2 = Ax? + Ay? + A2
As? = A2 — Ax? — Ay? — A2

2A (1.4) és a (1.5) a Lorentz-transzformdcié eseménypdrra felirt forméja.
3Ennek a megfeleltetésnek a lehetésége egysltalan nem nyilvanvals és csak azért fogadjuk el, mert a megfeleltetésre épiils fizikai
elméleteket a tapasztalat igazolja.
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(infinitezimalis intervallumokra A — d). A (2.7) a 3D euklidészi térre vonatkozik, amelyben az "euklidészi"
jelzé arra utal, hogy Al? pozitiv definit (a jobboldalon csupa plusz ll). A (2.8)-ban nem ez a helyzet, ezért a
térid6 pszeudoeuklidészi sokasag.

Ezeknek az egyenleteknek van egy fontos, tagadds forméjaban megfogalmazhaté jelentése is. A (2.7) nem
csak azt jelenti, hogy a jobboldali 6sszeg invaridns, hanem azt is, hogy a tagok kiilon-kiilén nem invariansak
és ezért nincs is geometriai jelentésiik: Két pont csak a Al%-t hatdrozza meg, a koordindtakiilénbségeket
azonban kiilon-kiilon nem. A (2.8)-cal hasonl a helyzet: Két adott esemény kézétt van meghatdrozott As?, de
idokiilonbség és térbeli tavolsag kiilon-kiilon nem rendelhet6 hozzajuk. Ez alapveto eltérés a newtoni felgogastol,
amely szerint két esemény mindig hatarozott idokiilénbséggel egymastdél hatarozott tavolsdgban torténik.

A As? eljelétdl fiiggden egy adott eseménypar vagy iddszert (As? > 0), vagy fényszerd (As? = 0), vagy
térszert (As? < 0). Egy mozgd témegponton egymas utdn bekovetkezd két esemény (vagyis a téridébeli palya
két tetszileges pontja) mindig id8szerii egymashoz képest. Ez a ¢ hatdrsebesség jellegébdl kovetkezik.

A térid6 pontjait az Osszes elképzelhetd esemény alkotja, nem csupan a valésadgosan bekovetkezd események.
Hasonlban, a geometriai tér elemei azok a pontok, amelyekben lehetnek targyak, nem pedig csak a valésagos
targyak altal elfoglalt pontok.

3. A sajatido

A koordinataid6t semmilyen éra sem mutatja, mert a koordindtaidé a tobbi koordindtdhoz hasonléan olyan ma-
tematikai fogalom, amelyet csak elképzeliink. A valésdgos érak dltal mutatott id6 az adott éra sajdtideje, amit
7-val szokés jelolni (a tovabbiakban valésigos éran mindig az idedlis pontszer(i 6ra hatéresetét fogjuk érteni).
két adott pontja kozott eltelt sajatidé minden koordindtarendszerben ugyanannyi: A sajatid6 invaridns.

Ha 'leteszlink" egy Ordt egy T inerciarendszerben (vasuti kocsiban), a sajdtidejének a ritmusa meg fog
egyezni a Minkowski-féle koordindtaidd ritmusdval (Minkowski-koordindtdkban a koordindtaid6t a nyugvéd 6rdk
mutatjik), de dltaldban nem pont a koordinataid6t fogja mutatni, mert nincs megfeleléen szinkronizalva. Az
Z-ben mozgd érék azonban a koordindtaidénél lassabban jarnak. Hanyszor lassabban?

A pontszerli o6ra palyajat K-ban az

képletekkel frhatjuk le, amelyben ¢ természetesen a koordindtaidd. A o(t) pillanatnyi sebesség nagysdagat a

2 2 2
v? = ﬁ + @ + @
dt dt dt
képlettel szamithatjuk ki (a fiiggvények olyanok, hogy v? < c?).
Képzeljiik el azt az T’ inerciarendszert, amely a ¢ pillanatbeli ¥(t) sebességgel mozog egyenletesen Z-hez
képest. Az éra a (t, t+dt)-ben az T -ben nyugszik (pillanatnyi nyugalmi rendszer), igy ezalatt a sajétidejének a

megnovekedése az 7’ koordindtaidejének, t'-nek a megvaltozasival egyenld: dr = dt’. A szébanforgd szakaszon
az 6ra K’-beli elmozduldsa nulla (dz’ = dy’ = dz’ = 0), ezért

Adr? = Adt’? = Adt’? — da”? — dy'? — d2.
De a jobboldalon &ll6 kifejezés az infinitezimdlis relativisztikus tavolsagnégyzet, amelynek értéke K’-ben és

KC-ban ugyanannyi:
Adt’? —da'? — dy’? — d2? = Pdt* — da® — dy? — d2°. (3.1)
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Ha ezt az el6z6 képletbe beirjuk, a jobboldalon kiemeljiik c2dt?-t és négyzetgyokot vonunk, a

dT:dt\/l — (@7 + 9P+ 2/ = dty /1 —v? /P

képletre jutunk. A palydjanak azon infinitezimdlis szakaszan tehat, amelyen a sebessége v-vel egyenld, az 6réan

‘fl—; =/1—-v%/c? (3.2)
-szer kevesebb id§ telik el, mint amennyi a koordindtaidé megvaltozasa (idddilatdcid). Ez a valasz a "hdnyszor
lassabban?" kérdésre.

Ez a képlet kozvetleniil nem ellenérizhetd, mert a koordindtaidét semmi sem mutatja, de vannak ellen-
Orizheté kovetkezményei. Tegyiik fel példdul, hogy két éra egy kozos pontbdl indul és kés6ébb tjra taldlkozik
egymdssal. Az indulds eltt hozzuk a mutatéikat azonos alldsba (szinkronizdljuk 8ket). Ugyanazt az id6t
fogjak-e mutatni a talalkozasuk pillanataban?

Legyen az 6rak palyaja a K inerciarendszerben

z = fi(t), y = gi(t), z = h;(t) (1=1,2).

Az indulds torténjen a t = t,, a taldlkozas pedig a t = t;, koordinataidében (fi(t,) = fa(ta),... stb). Az

orakon ezalatt
t 1| /dfi\?  [dg:\*  [dhi\?
AT = 1—-= 1= ‘ ‘ .
T /ta 2 [(dt) +(dt) +(dt> dt (3.3)

sajatido telik el. Mivel dltaldban A1 # Ao, a taldlkozéas pillanatdban és azutan az 6rak nem ugyanazt az id6t
fogjdk mutatni (draparadozon vagy ikerparadozon).
Ha specialisan az 1. ora végig nyugszik K-ban, akkor

AT =ty —t, AT2<(tb—ta)=AT1,

tehat azon az o6rdn telik el a hosszabb id6, amelyik nem gyorsult.

Ez a gondolatmenet jol szemlélteti a sajatid6 és a koordindtaid6 viszonyat. A sajatidék azok, amiket meg
lehet mérni, de a mérés varhaté eredményét csak a koordindtaidd (és a helykoordindtdk) igénybevételével lehet
kiszamitani.

Az altalanos relativitdselméletben a (3.2) Osszefliggést majd lényegesen dltaldnositani kell, mert az idedlis
6rak jardsdnak a ritmusdt a gravitdcié is jelentésen befolydsolja (1d. a 18. fejezetet). Az 6raparadoxon létezését
a Global Positioning System miikédésében figyelembe kell venni.

A relativisztikus id6felfogas fontos eleme, hogy két kiilonb6z6 helyen torténd esemény egyidejliségének nincs
fizikai értelme, mert — mint az el6z6 fejezet végén utaltunk ra, — két eseményhez nem rendelhet6 a koordi-
natarendszer vélasztasatol fliggetlen koordinataidé kiillonbség: Ha C-ban At = 0, akkor Ax # 0 kévetkeztében
minden egyéb K’-ben At’ # 0. Mivel K és K’ tokéletesen ekvivalens, mindkét llitds egyformén korrekt.

Az egyidejliség kritériuma a sajatido segitségével sem fogalmazhatd meg. Azt gondolhatnank, hogy az elébb
targyalt esetben a mozgé érakon azok az eseményparok, amelyekben a két éra ugyanazt az idépontot mutatja,
egyidejiek egymassal. De ez nem elfogadhatd értelmezés, mert akkor az az esemény, amikor talalkoznak
egymassal, nem lenne dénmagaval egyideji. Marpedig az egyidejiiség fogalmaba beletartozik, hogy minden
esemény egyidejli 6nmagaval.
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4. A silyos és a tehetetlen tomeg

Az md = F egyenlet baloldaldan all6 tomeg és az Fo = GmM /r? gravitaciés erében szerepls tomeg fizikai
jelentése gyokeresen kiilonbozé, szinte ellentéte egymasnak. A gyorsulast szorzo tomeg azt mutatja meg, meny-
nyire dll ellent egy adott test a kiilonféle tipust erdk (a gravitaciot is beleértve) gyorsité hatdsdnak (tehetetlen
tomeg, a tovabbiakban ezt fogjuk m-el jelolni). A gravitdcids erében szerepld tomeg pedig azt fejezi ki, milyen
mértékben wveti ald magdt egy adott test a gravitdcids erd gyorsité hatdsdnak (sdlyos tomeg, aldbb m*-gal
jeloljiik).

Egy test tehetetlen tomegét pl. gy lehet meghatarozni, hogy forgd korongon régzitett koriillmények kozott
osszehasonlitjuk, mekkora centrifugélis erd hat ré és a nemzetkozi kilogramm-prototipusra. A lényeg az, hogy
egy ilyen mérésben a graviticidnak nincs szerepe, ezért a tehetetlen tomeg értékét kaphatjuk meg beléle
(centrifugdlis erd helyett végezhetnénk titkozési kisérletet is).

A stlyos témeg meghatarozasaban éppen ellenkezbleg, csak a sdlyerének lehet szerepe. Ezért pl. egy test
stulyos tomege akkor egyenl6 a nemzetkozi kilogramm-prototipus siilyos tomegével, ha egy adott rugds mérlegen
adott helyen azonos megnytlast hoznak létre.

Ezekbdl a meghatarozasokbdl nyilvanvald, hogy a prototipus tehetetlen és silyos tomege egyarant 1 kilo-
gramm. SO6t, ha ugyanabbdl az anyagbdl, amelybol a protototipus all, készitiink egy masik testet, annak is
egyenld lesz a tehetetlen és a sulyos tomege (csak altaldban nem lesz éppen 1 kilogramm). Egy maésik anyagi
mindségii test stlyos és tehetetlen tomegének azonban mar nem kell egyenlonek lennie.

A tapasztalat szerint azonban az m*/m ardny a testek anyagi mindségétdl fiiggetleniil 1-gyel egyenls. A
kisérletek ezt nagy pontossiggal igazoljdk (Eotvos Lorand torzids-inga kisérlete és modern véltozatai), de csak
az altalanos relativitdselmélet ad ra magyarazatot.

Miben nyilvanulna meg, ha a stlyos és a tehetetlen tomeg nem lenne egyenld?

1) A foldfelszinen a szabadesés egyenletét

GM* .

mi=m%x——=—-m'g

R2
alakban kellene hasznalnunk, ezért az

*

m
5| = — ~ 9.81 2
2] —9 (g m/s”)

graviticiés gyorsulds nem lenne minden objektumra ugyanakkora (a g a kilogramm-prototipus anyagdbol ké-
sziilt testek gyorsuldsa).

2) A matematikai inga korfrekvencidjat az

m* g
w =

m

képlet irné le, ezért a periddusido fliggne attél, milyen anyagi mindségi testet akasztunk az adott hosszusagu
inga végére (Eotvos elétt ezt a mdédszert hasznaltdk az m*/m ardny mérésére).

3) Sériilhetne Kepler harmadik térvénye. Az R-sugari korpédlyan keringd bolygd keringési frekvencidjat
a gravitacids és a centripetdlis er6 egyenlGségébdl hatarozhatjuk meg. Ha a silyos és a tehetetlen tomeg
kiillonbozhet egymastdl, ezt az egyenléséget az

Gm*M*

mRw? = 2

(4.1)
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képlet fejezi ki (M* a Nap stilyos tomege), amelybél
R m* M*G

T  m 4n2

Ha m*/m fiigg a bolygd 6sszetételétdl, akkor az R3/T? aranynak nem kell minden bolygéra ugyanakkordnak
lennie.

4) A szabadon kering$ {irhajéban nem lenne silytalansdg. A korpalyan keringd {irhajé keringési frekvenci-
4jét (4.1) hatdrozza meg, amelyben m és m* az {irhaj6 tehetetlen és silyos tomege:

o T GM
“Vm R3

Helyezztink el egy (kis) m’ tehetetlen tomegli probatestet az {irhajé koézéppontjaban a "levegében". Ez csak
akkor fog lebegve helyben maradni (vagyis csak akkor tapasztalunk silytalansigot), ha a sajét

, m’* GM*
w =
m’ R3

keringési frekvencidja megegyezik az tirhajééval. Ennek feltétele

Ix *

mo_m. (4.2)

m/ m

ami azt fejezi ki, hogy a silyos és a tehetetlen tomeg ardanya legyen minden testre ugyanakkora. Megje-
gyezzik, hogy a (4.2) egyenléség csak akkor 41l fenn pontosan, amikor az m’ tomeg a centrumtdl az {irhajé
tomegkozéppontja altal meghatirozott R tdvolsigban van. Az ennél tavolabb elhelyezett testre a centrumhoz
viszonyitva taszitd, a kozelebb elhelyezkeddre vonzo graviticios erd hat (drapdly erd). Az érapaly erd az {irhajé
méretének a csokkenésével nulldhoz tart, és az tirhajéban lejatszédo fizikai jelenségek szempontjabol tobbnyire
elhanyagolhaté.

5. A gravitacié geometrizalasa
Az el6z6 fejezetben targyalt példédk azon a tényen alapulnak, hogy a ® gravitdcios potencidlban mozgé test
mr = —m*Vo (5.1)

mozgasegyenletébdl m* /m = 1 esetén a mozgd test tomege kiesik. A kisérletekbdl azonban nem deriil ki, hogy
az m* = m egyenlOség pontosan vagy csak nagy pontossiggal, kozelitéen igaz. Einstein abbdl a feltételezésbdl
indult ki, hogy az egyenl8ség egzakt, ezért a gravitaciés mozgds (5.1) egyenletébdl a tomeg mindig kiesik:

P4+ Vo = 0. (5.2)
Amikor a tomegvonzason kivil valamilyen mas F erd is hat, akkor a mozgasegyenlet
m(F + V&) = F (5.3)

alaki és a tomeg nem esik ki beldle.
Az (5.2)-vel kapcsolatban Einstein arra figyelt fel, hogy még egy olyan esetet ismeriink, amikor a mozgd test
tomege kiesik az egyenletbdl: A szabad mozgés ¥ = 0 egyenletét. Ebben a mozg6 testnek egyetlen paramétere
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sem fordul elé, ezért a megolddsa egy tisztdn geometriai objektum, az egyenes (a térben és a téridében egyarant).
A mozgd tomeg paramétere (5.2)-ben sem fordul eld, ezért ennek az egyenletnek a megolddsai is lehetnek tisztén
geometriai objektumok: Einstein feltételezése szerint egy olyan téridé "egyenesei", amely gorbiilt.

A gorbiilt sokasagok egyeneseit geodetikusnak hivijdk. Két adott pontot 6sszekot vonalak koziil az a geo-
detikus, amely a legrovidebb. A gémb feliilletén pl. a geodetikusok a f6korok. Azt a hipotézist, amely szerint
a tisztdn gravitacidés mozgés a gorbiilt téridé geodetikusain torténik, geodetikus hipotézisnek hivjuk.

Ezt a mozgast is tekinthetjiikk gyorsulasmentesnek, ha gyorsuldson, amelyet ebben az esetben A-val fogunk
jelolni, az (5.2) baloldalat értjiik:

A=7F+Vd. (5.4)

A gondolatmenetnek ebben a staidiuméaban ez a felfogis mesterkéltnek tiinhet, de latni fogjuk, hogy a matema-
tikailag részletesen kidolgozott elmélet szerint tényleg majdnem pontosan ezt a mennyiséget kell gyorsulasnak
tekinteni.
Az (5.2)-t tehat frhatjuk a témérebb A = 0 alakban is, az (5.3)-t pedig, amely a témegvonzéson kiviil més
er6t is figyelembe vesz
mA = F (5.5)

alakban. Az egyenleteknek ez a formaja plasztikusan fejezi ki az alapgondolatot: A tomegvonzas nem valami-
lyen er6 hatdsanak, hanem a térid6 gorbiiltségének a kovetkezménye.

Az Altaldnos relativitaselmélet ennek az 1j fogalmi keretnek a részletesen kidolgozott forméja, amely a
kovetkezo két {6 elemet tartalmazza:

1) A matematikabdl atveszi azokat az eljardsokat, amelyek segitségével a téridé gorbiiltségét jellemz6 adatok
felhasznalasaval felirhatjuk az A gyorsulds képletét (a sebességvektor idéderivaltjanak az dltalanositott alakjét)
és az A = 0 egyenletbdl (geodetikus egyenlet) meghatérozhatjuk magukat a geodetikusokat. Kideriil, hogy (5.2)
nagyon jé kozelitése a pontos képletnek.

2) Feléllitja azt az egyenletet (Finstein-egyenlet), amely meghatérozza a térid6é gorbiiletét a nagy tomegek
koriil és megadja ennek az egyenletnek a Nap koriil érvényes pontos megoldasat (Schwarzschild-megoldds).

* ok ok

Az altalanos relativitaselmélet természetesen nem csak a bolygémozgédst, hanem a szabadesést is az 1j
fogalmak alapjan targyalja. Szabadesésnél az (5.4) szerint A, = 2 + g és ekkor A, = 0: A szabadon es§
test gyorsuldsa a Fold tomege dltal begorbitett tériddhoz képest nulla (a pélya geodetikus). A foldfelszinhez
viszonyitott gyorsulas azonban kiilonbozik nullatol: 2 = —g.

Amikor a test a talajon nyugszik, a foldfelszinhez viszonyitott gyorsuldsa nulla (2 = 0), ezért a térid6hoz
viszonyitott gyorsuldsa A, = +g. Ezt a gyorsuldst a talaj dltal (vagy az izmaink &ltal, ha mi tartjuk a testet)
a testre hato er6 okozza, amely definici6 szerint az F®) stulyerd negativja: F, = —FZ(S). Az (5.5) ekkor tehdt
a jol ismert r® = —myg Osszefliggésre vezet.

X ok ok

A gravitacié geometriai felfogasa 1j megvildgitasba helyezi az inerciarendszerek statusat a fizikdban.

Az inerciarendszer olyan vonatkoztatdsi rendszer, amelyben érvényes a tehetetlenség torvénye: Amikor
nem hatnak valédi erdk, a testek megtartjik egyenletes egyenesvonalii mozgasukat vagy a nyugalom allapotat.
Ez annyit jelent, hogy ha a Newton-egyenleteket inerciarendszerhez rogzitett koordinatarendszerben irjuk fel,
akkor a jobboldalon csak a valédi eréket kell figyelembe venni. Es megforditva: Ha a jobboldalra csak a
valédi eréket irjuk be, ezzel automatikusan feltételezziik, hogy a koordinatarendszeriink inerciarendszerhez van
rogzitve.
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Newton gravitacié elméletében a Kepler-torvényeket az

egyenletbdl vezetjitk le. Mivel a newtoni felfogds szerint a gravitdcié valodi erd (azonosithaté a forrdsa), a
targyalds csak inerciarendszerben érvényes. Ebben az elméletben tehat hallgatélagosan feltételezziik, hogy
értelmes dolog legaldbb Naprendszer méretii ("globdlis") inerciarendszereket feltételezni, ami egyaltaldn nem
természetes feltevés, ha figyelembe vessziik, hogy inerciarendszeren (vonatkoztatési rendszeren &ltaldban) azt
az objektumot értjiik, amelyben a mozgéast megfigyeljiik. Az dltaldnos relativitaselmélet targyaldasmodja ebbol
a szempontbdl sokkal realisztikusabb, mert — mint latni fogjuk, — ebben az elméletben a bolygémozgés
targyaldsahoz elég lesz koordinatarendszert valasztani, vonatkoztatasi rendszer kijelolésének a kérdése fel sem
meriil.

Kisméretii ("lokdlis") inerciarendszerek azonban az dltaldnos relativitdselmélet szerint is léteznek. Ilyen pl.
a kikapcsolt hajtémiivel forgdsmentesen keringé tirhajé. Mivel az altalanos relativitaselméletben az m* = m
egyenlGség pontosan teljesill, az el6z6 fejezet gondolatmenete alapjan az ilyen turhajoban sulytalansdg van.
Lattuk, hogy a newtoni elmélet szerint a silytalansdgnak az az oka, hogy a gravitacios er6 és a centripetalis er6
egyenl6ségét kifejezd egyenletbdl a tomeg kiesik. Ha a centralis égitest helyett az {irhajohoz vuszonyitva irjuk
le a jelenséget, akkor azt kell mondanunk, hogy a centralis égitest gravitaciés vonzasat az tirhajo centripetélis
gyorsulasabol szarmazé tehetetlenségi er6 egyenliti ki. Az altalanos relativitdselmélet nézépontjabdl azonban
logikusabb az a felfogds, hogy a szabadon forgasmentesen gravitdlé trhajokban azért maradnak a targyak
a "levegében", ha odatessziik ¢ket, mert az tirhajé inerciarendszer (ekvivalencia elv*). Ez a felfogis nincs
ellentétben azzal, amit az inerciarendszerekrél eddig is tudtunk. Egy ilyen {irhajé ugyanis a geodetikus hipotézis
szerint geodetikuson mozog, a gyorsulasa ezért nulla (/T = 0), és eddig is 4gy tudtuk, hogy azok a vonatkoztata-
si rendszerek inerciarendszerek, amelyek nem gyorsulnak. Ebbdl a nézépontbdl természetesen nincs semmiféle
erOkiegyenlités sem, mert gravitacios eré nem létezik, inerciarendszerben pedig nem 1ép fel tehetetlenségi ero.

Einstein arra az allaspontra helyezkedett, hogy az altaldnos relativitaselmélet lokalis inerciarendszerei pon-
tosan abban az értelemben inerciarendszerek, ahogy azt a specialis relativitaselméletben értjiik: Minden fizikai
jelenség szempontjabol egyenértékiiek egymassal. Ugy is mondhatjuk, hogy tulajdonképpen ezek az inercia-
rendszerek azok, amelyekrél a specialis relativitdselmélet szol. Igy pl. a relativitdselmélet alapposztuldtumanak
a szabadon forgdsmentesen gravitalo tirhajokban kell pontosan teljesiilnie: Akarmilyen palyan mozogjon is egy
ilyen tirhajo, ha barmelyik standard fénysebesség mérést elvégeznénk benne azt tapasztalnank, hogy a fényse-
besség minden irdnyban pontosan c. A relativitdselmélet ennél tébbet nem is allit dltaldban a fénysebességrol:
A fény terjedését az égitestek kozott éppen tgy kiilon kell kiszamitani minden konkrét esetben, mint a bolygdk
mozgasat a Nap koriil.

Az ekvivalencia-elv egyik varatlan kovetkezménye, hogy a fénynek el kell hajolnia a gravitacié hatasa alatt.
Ha az ekvivalencia-elv igaz, akkor egy szabadon esd lift (Einstein lift) lokélis inerciarendszer, amelyben a fény
egyenes vonalban terjed. Tekintsiink egy olyan fénysugarat, amely a liftben vizszintesen (az esésre merdleges
irdnyban) terjed. Annak kovetkeztében, hogy a lift a foldfelszinhez képest gyorsul, a {61don nyugvé megfigyel6-
hoz viszonyitva a fénysugar elhajlik lefelé. Ez az elhajlas a lift g gyorsulasanak a kovetkezménye, ezért ugyanaz
okozza, ami a gyorsuldst: a Fold gravitdciés hatdsa®.

A lokélis inerciarendszerekben, amelyek prototipusa a tehetetlenségi mozgast végzd lirhajd, érvényben ma-
rad az el6z0 fejezetnek az a megéllapitasa, hogy a méretek novelésével egyre észrevehetobbé valik az arapalyerd

4Ez az elnevezés, amely az altaldnos relativitdselmélet kidolgozasdnak nagyon korai szakasziban keletkezett, a stlyerd és a
tehetetlenségi erd "ekvivalencidjara" utal abbol kiindulva, hogy mindkettd az mA tagbdl szarmaszik.

5zt a kévetkeztetést Einstein mar 1907-ben, az altaldnos relativitdselmélettel foglalkozé legelsé cikkében levonta, de csak nyolc
évvel késébb, az elmélet teljes kidolgozasa utan tudta kiszamitani a Nap mellett elhalad6 fénysugar elhajlasi szogét. A fényelhajlast
a megfigyelések ma mar szizalékos pontossiggal igazoljak.
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hatésa. Egy elegendéen nagyméretii tirhajéban a tomegkozépponttol tavol a targyak mar nem maradnak egy-
helyben lebegve, mert az arapalyer6 elmozditja Oket az tirhajé falaihoz képest. Az altalanos relativitaselmélet
képletei alapjan ki lehet szamitani, hogy egy adott méretii irhajé milyen pontossaggal tekinthetd inerciarend-
szernek.

6. A nemmetrikus sokasag. Tenzorok

A 3D euklidészi tér metrikus sokasag, mert barmely két pontja kozott jol meghatarozott tavolsag van. Lattuk,
hogy a specialis relativitaselmélet szerint a pontszeri és pillanatszerti események 4D sokasaga szintén metrikus,
mert barmely két eseményhez jOl meghatdrozott négyestavolsag négyzet tartozik. Adott mennyiségli egykom-
ponensii gaz egyensilyi allapotait a gaz két adata egyértelmiien meghatirozza, ezért ezek az allapotok 2D
sokasdgot alkotnak, amely azonban nem metrikus: Két egyensilyi allapot kozotti "tavolsdgnak" nincs fizikai
értelme.

Az altaldnos relativitdselmélet térideje is metrikus, mert a specidlis relativitaselmélet téridejének gorbiilt
valtozata. Célszerli azonban a gorbiilt metrikus sokasidgok matematikai elméletének ismertetését a nemmetrikus
sokasdgok® targyaldsaval kezdeni. Mésodik lépésként vizsgaljuk majd meg, milyen 14j tulajdonsagokra tesz szert
a sokasag, ha "metrikus struktira is van rajta'.

Az n-dimenziés sokasag pontjai kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetok szam n-eseknek. Végtelen sok
ilyen megfeleltetés lehetséges, mindegyik felfoghato egy-egy koordinatarendszerként a sokasigon.

A sokasiagon lehetnek gorbék”, amelyeket minden koordindtarendszerben parametrikus formaban a legcél-
szerlibb megadni:

zt = 2t(\) (i=1,...,n). (6.1)

A baloldalon az z° koordinata, a jobboldalon z‘(\) a A paraméter valamilyen fiiggvénye. Ha a A = A\(u)
monoton fliggvény segitségével A\-rél ij p paraméterre tériink at, az

o' =2’ (Mp) =T ()

gorbe ugyanazokbdl a pontokbdl fog 4llni, mint a (6.1) gorbe, matematikai szempontbdl mégis — mint mindjart
latni fogjuk — célszerti a két gorbét kiilonb6zonek tekinteni egymastol.
Uj koordinatarendszerre az

=2 (2t 22, 2" (i =1,2,...n) (6.2)

tipusu képlettel térhetiink at, amelyben a baloldalon z¥ megint koordinata, a jobboldalon mi/(ml, 2%, a")

n-valtozds fiiggvény. Az 1j koordindtdkban ugyanannak a (6.1) gorbének az egyenlete
zt =z (\). (6.3)
A jobboldal az 3
" (z'(N)....,2"(N) (6.4)

Osszetett fiiggvény roviditett jelolése.

Ebben a néhiny sorban az x* kettd, az 2% harom kiilénb6z6 funkciéban 1ép fel, de ha az argumentumokat
mindig részletesen kiirjuk, ez nem ziirzavart, hanem kifejezett elényt jelent. Amikor az argumentumok kifrasa
nélkil is vildgos, melyik jelentésrol van szd, az argumentumokat a révidség kedvéért célszerti elhagyni.

SAz elfogadott név a "differencidlhaté sokasig", de ennek az elnevezésnek a megmagyardzdsihoz olyan részletekre kellene
kitérniink, amelyekre a tovidbbiakban nem lesz sziikségiink, ezért megmaradunk a cimbeli elnevezésnél.

7A "gbrbe" terminus ebben az Gsszefiiggésben egyszeriien "vonalat" jelent, mert mint ltni fogjuk, az "egyenesség" és a, "goérbeség"
metrikus sajatossag.
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Tekintsiik a (6.1) gorbe két kozeli, A és A + d\ paraméterti pontjat, amelyekre da’ = x*(\ +d\) — xi()\). A
gorbe A paraméterti pontjaban az érintévektor V¢()\) komponenseit a
dxt _ da? _ _dz"”
Vi o y2 T oyn

egyenl6ségek definidljak. A tortek kozos értéke nyilvan ardnyos dA-val. Ha — legegyszeriibb valasztasként —
egyenlonek vessziik 0ket dA-val, akkor az érintévektorra a

v%x)dxi<_dI“M> (i=1,...,n) (6.5)

S dA dA

képletet kapjuk. Hogyan valtoznak meg ezek a komponensek, amikor 4j paraméterre, vagy 1j koordinatarend-

szerre térink at? J

A
Mivel — = -~ - — a u paraméterre térténd attérésnél a (6.5) komponensek ——-vel szorzédnak®:
du  du  dA du

pi_dT e
Cdp dpdhx  dp

Az érintévektor irdnya tehat nem valtozik meg, mert az 6sszes komponens ugyanazzal a szdmmal szorzédik, de
az érintovektor mégsem marad ugyanaz. Ezért célszerii a kiilonb6z6 médon parametralt gorbéket kiillonbozd
gorbéknek tekinteni.

Ha a (6.2) segitségével vesszs koordinatakra tériink at, akkor az érintévektor (6.5) komponensei a

Vil dz” B oz dﬁ B oz
d\ Oxd dN 0ad

szabdly szerint valtoznak meg. Itt és a tovabbiakban a kétszer el6fordulé j-re Osszegzés értendd. A képletben
az argumentumokat nem tintettiikk fel, de a geometriai jelentés alapjan konnyen rekonstrudlhatok. A bal-

’
?

1% (6.6)

és a jobboldal egyarant A-fiiggvény, a ij—ben z'-n a (6.2) fiiggvényt kell érteni (mésképpen nem lehetne a
x

0

derivalast elvégezni) és a derivalds elvégzése utdn az z7-ket 27 (\)-val kell helyettesiteni.
Kontravaridns vektornak az olyan U’ szdm n-est nevezzik, amely K — K’ koordindtatranszforméciénél
ugy transzformalodik, mint az érintévektor:

v

;o Ox’

v = 9x

U, (6.7)

Mivel az U -ket a a vessz6s koordinatakon keresztiil kell kifejezni, a jobboldalon a vessz6tlen koordinatakban
ismert U?-kben és a parcidlis derivdltban a vessz&tlen koordindtdkat (6.2) inverze segitségével ki kell fejezni a

-/
7

x
OxJ

vesszOsokon keresztil. A kétindexes n-valtozos fiiggvények a transzformdcids koefficiensek. A koordinatak
9
2

oI

maguk nem vektorkomponensek (mert z #+ -t ), a koordinatadifferencidlok azonban azok:

’

= S da’. (6.8)

8 Amikor pl. A = 2u, akkor minden komponens a kétszeresére né, ami azt fejezi ki, hogy a p egységnyi megnivelésekor
kétszerannyit mozdulunk el6re a gérbén, mint a A egységnyi megnovelésekor. Azt azonban nem mondhatjuk, hogy a vektor hossza
nétt kétszeresére, mert a vektorok hossza (norméja) metrikus sajatossig.

da? Oz
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Milyen bézisra vonatkoznak egy kontravaridns vektor komponensei? Az nyilvanvald, hogy maguknak a
bézisvektoroknak a komponensei a kovetkezdk: (1,0,0,...0), (0,1,0,...0).... (0,0,0,...1), vagyis az i-ik
bazisvektor j-ik komponense _ _

e‘gz) = 51‘7, (6'9)

ahol 5{ a Kronecker-szimbélum. A kérdés azonban az, hogy ezek milyen gérbéknek az érintévektorai.
A vialasz az, hogy az i-ik bazisvektor az i-ik koordinatavonal érintévektora, ha a koordinatavonalat magaval
az i-ik koordindtdval parametraljuk (A = z*). Ennél a parametraldsnal ugyanis az i-ik koordindtavonal egyenlete

. A haj=1
J —
x(A){cﬂ' if j # 1,

ahol ¢/ az i-ediktdl kiilonboz6 koordinatak konstans értéke a kivalasztott z¢ koordindtavonalon. Ha (6.5) szerint
kiszamitjuk ennek a gorbének az érintévektorat, valéban (6.9)-t kapjuk.

A sokasig minden pontjaban a koordindtavonalak igy definidlt érintévektorai képezik a lokdlis koordindta-
bdzist. Ez a bazis fesziti ki a ponthoz tartozé érintdteret. Ebben a pontban minden vektor ennek a linedris
térnek az eleme.

Az olyan egykomponensii mennyiségeket, amelyeknek az értéke fiiggetlen a koordindtarendszer megvalasz-
tasatol, skaldroknak nevezziik. Ha egy skalar eloszlasat K-ban az f(z!,...2") fiiggvény irja le, akkor a K’-hoz
viszonyitott eloszlasat az

(@) = f(x) (6.10)
egyenlet hatdarozza meg, amelyben a jobboldalon a vessz6tlen valtozdkat ugyancsak ki kell fejezni a vessz6so6kon
keresztiil a (6.2) inverze segitségével (erre a helyettesitésre a tovdbbi hasonld esetekben mar nem fogjuk kiilon
felhivni a figyelmet).
= 0, f parciélis derivéltja 4j koordindtakra torténd attérésnél igy transzformalodik:

Egy skalarfiiggvény i =
x

o1 ) _ 009 0f(a)
dx? Ox¥ Oz

Azokat az U; n-komponensii mennyiségeket, amelyek ennek a szabalynak megfelelen transzformélédnak,
kovaridans vektoroknak nevezziik:

J

A tenzorok fels6 (kontravaridns) és alsé (kovaridns) indexeket tartalmazé sokkomponensii mennyiségek,
amelyek ugy transzformalédnak, mint a megfelel tipusu vektorok direkt szorzatai. Pl.

s ozt 9z’ OxP
G- Tim 12
KT Bl D Gk L P (6.12)

A vektorok elsérendii, a skaldrok nulladrendii tenzorok.

Kontrakcionak egy kontravaridns és egy kovaridns index egybeejtését értjiik az egybeejtett indexekre torténd
osszegzéssel egyiitt. P1 7", -nak a 2. és a 3. indexre torténd kontrakcija 2?21 T ; =T ;-vel egyenld.

A kontrakcié miivelete a kontrahdlt indexpért skalarrd teszi, ezért pl. T ; kontravarians vektor. A (6.12)
alapjan ugyanis

/’:/ -/ 1;/
T dz* O0x? OxP .,  Ox pim
30 Oxl 9 93" P Gl T
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mert az Osszetett fliggvények derivalasi szabalya kovetkeztében

3" P
0w’ 0" _ 5. (6.13)

dx™ dxd’ n

Egy V* kontravaridns és egy U; kovaridns vektorbdl kontrakciéval a ViU, skalar képezhetd.

Egy tenzor egy kivalasztott kovaridns vagy kontravaridns indexpérban akkor szimmetrikus (antiszimmet-
rikus), ha a két index felcserélésekor valtozatlan marad (elGjelet valt). A tenzor akkor teljesen szimmetrikus
(antiszimmetrikus), ha az Osszes index azonos tipusi és a szimmetria (antiszimmetria) minden indexpéarra tel-
jesiil. Ha a szimmetria (antiszimmetria) egy koordindtarendszerben igaz, akkor minden koordinatarendszerben
igaz: Az (anti)szimmetria koordindtafiiggetlen tulajdonsig, vagyis arra a fizikai mennyiségre jellemz6, amelyet
a tenzor reprezental.

Minden kétindexes kovarians és kontravarians tenzor felbonthato egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus
tenzor Osszegére. Kovaridns tenzorra pl.

1 1
T =Tapy + Ty T = 5T + D)y Ty = 5Ty — Tj). (6.14)

Egy tenzor komponenseit csak egy koordinatarendszerben lehet 6nkényesen megadni, az 6sszes tobbiben a
tenzor transzformacios szabalya alapjan kell ebbdl kiszamitani. Csak nagyon kivételes esetekben fordulhat el6,
hogy a tenzor komponensei minden koordinatarendszerben ugyanazok maradnak, mint amiket megadtunk. Az
ilyen tulajdonsagn tenzorokat invaridns tenzoroknak hivjuk.

Nemmetrikus sokasdgon az egyetlen invaridans tenzor az [ J’ egységtenzor, amelynek komponensei minden
koordinatarendszerben a Kronecker-szimbélummal egyenlok:

=g = ar=J (6.15)
0 hai#j.

Ez igy lathat6é be: Ha KC-ban Ilk = 5;“, akkor K’-ben

./ 7 v

s 0xt Oxt oz’ Oxk ox* y

[ k = — ="
= =45

= T A = — -
7 Ok 9zt T Ok Oz’ T O’ J

valoban.

* ok ok

Miért olyan fontos mennyiségek a tenzorok? Azért, mert a tulajdonsigaik alkalmassa teszik Oket fizikai
objektumok reprezentdlasara. A kovetkezo két tulajdonsagrol van szoé:

1) Ha egy tenzor valamelyik koordindtarendszerben kiilonbozik nulldtél (ezen azt értjiik, hogy legaldbb az
egyik komponense nem nulla), akkor egyik koordindtarendszerben sem nulla. Vagy megforditva: Ha az egyik ko-
ordindtarendszerben nulla, akkor mindegyikben az (a transzformécids torvény homogén). A fizikai objektumok
fliggetlenek att6l, hogy milyen koordinatarendszert gondolunk el, ezért csak olyan matematikai mennyiségekkel
reprezentalhatok, amelyeket nem lehet koordindtavalasztassal lenullazni vagy nullabdél 1étrehozni.

2) Egy fizikai objektum komponenseit egy adott koordinatarendszerben a koordinatarendszer és az objektum
relativ helyzete hatarozza meg. Ebbdl kovetkezik, hogy ha a K koordindtarendszerrdl egy masik K’ koordi-
natarendszerre tériink at, akkor a K’-beli komponensek nem fiigghetnek attdl, hogy egy vagy tobb 1épésben
tortént-e az dtmenet (kompozicids tulajdonsdg ).
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A tenzorok transzformécios szabalya rendelkezik ezzel a tulajdonsiggal. Egy kontravarians vektornal pl.

oz

J ’
) ('3ij (ha K — K'),
VZ p—
ozt fzk" .
— J 2 /
9 Ow VI (ha K — K" — K')

Azért kapjuk mindkét esetben ugyanazokat a v komponenseket, mert az Gsszetett fiiggvények derivalasi
szabdlya alapjan a (6.13)-nél dltaldnosabb

/

ozt ox*” B oxt
Oxk" 9xi — Oxd

(6.16)

relacié is igaz.

A kompoziciés tulajdonsig jelentését réviden igy foglalhatjuk ssze: A tenzorkomponensek értéke éppen
azért vdltozik meg, amikor egyik koordindtarendszerrdl eqy mdsikra térink dt, mert az objektumok, amiket
reprezentdlnak, ekozben semmit sem vdltoznak.

A tenzorok egy tovabbi fontos tulajdonsigat példan illusztraljuk:

Tegyiik fel, hogy az U* = X" szjle relaciérol tudjuk, hogy minden koordinatarendszerben igaz, és az
Ui, B]tk7 V! mennyiségek az indexeik helyzetének megfeleld tenzorok. Akkor X” i is az indexei helyzetének
megfelel6 tenzor.

7. A nemmetrikus sokasag. A Lie-derivalt

Skalarmez6bél parcidlis derivdlassal kovarians vektormez6t kapunk. A nulldnal magasabb rendii tenzormezék
parcidlis derivaldsa azonban nem eredményez tenzormezot. Pl.

ovi dab 0 foa" )\ dak ox¥ ov! | oxh 9% (7.1)
oxd"  Oxi' OxF \ Oxl 029" Oxl 9xF T Oxd Oxkoxl '
A jobboldal 1. tagja alapjan a ng

x .
csak akkor nulla, ha a X — K’ koordindtatranszforméacio linedris). Miért van az, hogy a V* parcialis derivédltja
nem tenzor?

A parciélis derivaltat a

lehetne T; tipusi tenzormezd, a 2. tag miatt azonban nem az (a 2. tag

dVi(z) = Vi(x + dx) — Vi(z) = %dﬁ (7.2)
relaci6 definidlja. Ha a parcidlis derivalt T]’ tipust tenzor volna, akkor a dV*? = T;dmj kovetkeztében dVi-nek
kontravarians vektornak kellene lennie. De nem az, mert a Vi(x + dx) és a Vi(z) vektorkomponensek két
kiilonbozé bézisra vonatkoznak: Az egyik az (x + dx)-belire, a mésik az z-belire. Vektorjellegli differencidlt
akkor kapunk, ha a Vi(z + dx)-bdl a V*(z)-nek az (z + dx) pontba alkalmasan transzportdlt alakjat vonjuk le.

Tegyiik fel, hogy a Vi(x) mezén kiviil adva van még egy W'(z) kontravaridns vektormezd is. Legjobb, ha
ezt egy 'fuvallatnak' (hirtelen széllokésnek) képzeljik el, amely a sokasig minden pontjit egy mésik kozeli
pontba mozditja el® az

vt — i =o' Fdat =2t + W (x)de, (7.3)

9Ez nem koordinatatranszforméacié, hanem ponttranszformdcid, amely az adott koordinatarendszerben helyezi it a pontokat.
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képlet szerint (Lie-transzport), ahol de infinitezimalisan kis konstans. A fuvallat a gérbéket is magdval sodorja,
az ' = x'(\) gorbe X\ paraméter(i pontjat (7.3) szerint az

z' = x'(\) + Wiz (\)]de

koordinataju pontba transzportalja. Ez az elsodort gérbe parametrikus egyenlete. A )\ paraméteri pontban

az érintévektor eredetileg V¥(\) = dxdg\)\) volt, a "fuvallat" ezt a
—ioy dxt (N OWdaI(N) ow'
Vi) = N 50T d\ de =V*(\) + i V7 (N)de

érintévektorba viszi 4t. Az érintévektor azonban a kontravaridns vektor prototipusa, ezért megéllapithatjuk,
hogy a W*(z) "fuvallat" egy tetszdleges V*(x) vektormezst a

oW'(x)

Vie) = Vi) + S

P70 i () de (7.4)

vektormez6vé véltoztatja at. A ~ jelzi, hogy Vi (z) az elsodort vektormezé & = z'+da’ = 2'4+W'(z)de pontbeli
értéke, az x argumentum pedig azt mutatja meg, hogy melyik pontbdl keriilt ide ez a vektormennyiség.
Mivel V' (z + dzx) és V(x) egyforman az (z 4+ dz) pontban van, ezért a

DVi(z) = Vi(x + dz) — Vi(x) (7.5)

Lie-differencidl kontravaridans vektor. Az elmozdulasban linearis pontossaggal

i _ i 8Vi(37) i _ /i 5‘/1( ) j
Viz +dx) =V (x)+ i dx? =V*'(z) + S ——2 W (x)de.
Ha ezt és (7.4)-t (7.5)-be irjuk, a Lie-differencidlra a
vt OW'
D J J - .
Vi= (WIS - VIS de (7.6)

képletre jutunk.

A V? kontravaridns vektormezé W-szerinti Ly V' Lie-derivdltjdt a (7.2) mintéjara a DV* = Ly V. de
képlettel definidljuk. A (7.6) szerint innen
oV’ OW?
Ly Vi=WI —V—. 7.7
oxI 0x7 (7.7)

A (7.7) Lie-derivélt két okbél kiilénbozik zérustél: A Vi(z) komponensek helyfiiggése miatt (1. tag) és a
komponensek egymés kozotti linedrkombindloddsa miatt (2. tag). A skaldrmezdknek csak egy komponense
van, ezért a W "fuvallat" egyszerfien &thelyezi az z-beli értékiiket az & = = + dx pontba: f(z) = f(z). A ~
jelzi, hogy f (z) az elsodort skaldrmez6 & = x + dx pontbeli értéke, az = argumentum pedig azt mutatja meg,
hogy melyik pontbdl keriilt ide ez a skaldrmennyiség. Igy linedris pontossaggal

= 0 7.3) 0 de
Df(z) = f(a +dx) — f(z) = 33{7 Y Wi f e Lwf-e
Az f skalarmez6 Lie-derivaltja tehdt az
Lwf=W of (7.8)

ox?
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mez6, amelyrdl nyilvanvals, hogy skaldr, mert a W* kontravaridns és a F kovarians vektormezd kontrakcidja.
x

Két kontravarians vektormez6 szorzatanak Lie-derivaltjara érvényes a Leibniz-szabdly, azaz
Lw (U'VI) = (LwU")VI + U (Lw V7). (7.9)
Ez abbdl kovetkezik, hogy a szabaly mar a Lie-differencidlra igaz:
DUV = (DU)V? + U (DVY). (7.10)
Igazolds: A DU’ és a DVJ ardnyosak de-nal, ezért de-ban linedris pontossiggal
DUV = Ul(x + dz)V (z + dx) — Ul (z)V (z) =
= (U '+ DUY) - (VI +DVI) — U (z)V?(x) = (DUHVI + UY(DV?) = (DU VI + U (DVY).
Ez éppen a (7.10) relacié.

A Leibniz-szabaly érvényességét két skaldr, vagy egy skalar és egy vektor szorzatara pontosan ugyanigy
lehet igazolni. Nyilvan feltehetjiik, hogy barmilyen két tenzormezd szorzatara érvényes, és felhasznalhatjuk az
U; kovaridns vektormez6 Lie-derivaldsi szabdlydnak a megtaldldsira. A Ly (V'U;) mennyiséget ugyanis két
ovy;)

Oxd

Masrészt a Leibniz-szabaly felhasznalasaval az (LW Vi)Ui +V? (LIW Ui) Osszegként is elGallithatjuk. A két alak

egyenlitésébol
; -0U; oW
v |:EwUl— (W] + U; >:| =0,

médon is kifejezhetjitk. Egyrészt abbél, hogy a kontrakcié skalar, a (7.8) alapjan a W7 -vel egyenlé.

Ozi 7 Oxt
ahonnan V' énkényessége kovetkeztében kapjuk a kovaridns vektormez6 Lie-derivalasi szabalyét:

L 0U; oW
wU; = W U,
Lwli Ozi 7ozt (7.11)

Most mar konnyen fel lehet irni egy tetszdleges tenzormezo Lie-derivaltjat. Példaul a T” , mezd Lie-
derivaltjanak a képlete azonos a V'U? Z, szorzat-mezdével, amit a Leibniz-szabaly alapjan allapithatunk meg:

oWy oW

8T”k _ le

i OW!
ozl -~k Pyt +T7

iy l
‘CWT.j.k =W k (9l‘l 2 axk .

(7.12)
Gyakran eléfordul, hogy a koordinatarendszert meg tudjuk vélasztani igy, hogy a W* minden z-ben essen
egybe a lokalis koordindtabézis valamelyik (mondjuk m-ik) elemével: W = eim). A csillag az egyenloségjelen
arra emlékeztet, hogy ez a relaci6 kizardlag a vélasztott I koordinatarendszerben érvényes. Ebben az esetben
€{m) = Opn kvetkeztében .
rii = 9T
R ggm

L (7.13)

€(m)
* ok %

A célunk az volt, hogy a Vi(z) parcidlis derivdltjanak olyan véltozatit keressiik meg, amely valamilyen

tenzor. A kontravaridns vektormezok Lie-derivaltjat pl. a DV* < Lw V" - de képlettel definidltuk. A jobb-
oldalon a de skalar (szdm), ezért Ly V"' bizonyosan kontravaridns vektormezd lesz, ha a Lie-differencidl az,
aminek viszont az a feltétele, hogy a Lie-transzportalt V* valéban vektor legyen az & koordinatdji pontban. Ez
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utébbiban azonban nem lehetiink szézszdzalékig bizonyosak, ezért megnyugtato lesz, ha direktben igazoljuk,
hogy Ly V" valéban kontravaridns vektormezo.
A (7.7) definiciébdl rénézésre nem kovetkezik, hogy vektort hatdroz meg, mivel parcidlis derivaltak szere-
pelnek benne, amelyek nem tenzoridlis mennyiségek. A kontravaridns vektor
ozt

LW/ Vi/ = LW Vm
ozx™

transzforméciés torvénye azonban mégis teljesiil, amint azt a kdvetkezo két sor mutatja:

Vm> (Ve w) €29

, LoV oxd ozt 9 [ ox"
V= Jy — k _
LwV w oxd’ (V= W) ok w Oxi" Ox! <3xm

’

(6.19) Wli (896 Vm> — (V= W)= Ou (Wl o _ (V+— W)) _ O Ly V™.

ozl \ oxm T 9zm ozl oxm

Az LV tehat tényleg kontravaridns vektormezd és ennek az az oka, hogy a Lie-differencidl definicidjdban
nincs hivatkozds a koordindtarendszerre: Vond ki a vektormezd értékébol a kivilasztott pontban azt a vektort,
amit a "fuvallat" ebbe a pontba sodort. Akdrmilyen koordindtarendszert vdlasszunk is, a kiillonbség komponensei
csak attdl fognak fiiggeni, hogy milyen helyzetli a V' vektormez6 és a W "fuvallat" egymdshoz képest. Ezért kell
a kiilénbségnek 1j koordinatarendszerre torténd attérésnél tenzormennyiségként transzformalédnia.

A ko6zonséges differencialt ezzel szemben nem lehet a koordinatarendszerre val6 hivatkozés nélkiil megfogal-
mazni: Vond ki a vektormez6 értékébdl a kivalasztott x4 dx-koordinataji pontban azt a vektormezot, ami az x
koordinataju pontban van. Ezt a kiilonbséget a V' vektormez6 és az 6nkényesen valasztott koordinatarendszer
egyiittesen hatarozza meg, ezért nem kotelezd, hogy tenzormennyiségként transzformalodjon.

Az Ly Lie-derivalés a differencidl-geometria egyik legfontosabb miivelete. A geometriai jelentése: derivalas
a W* vektormezé mentén. A miivelet alkalmas a tenzormezdk szimmetridjanak a kifejezésére: Amikor Ly T =
0, akkor a W "fuvallat" altal elsodort T mez6 valtozatlan marad, ezért W* a T® mezd szimmetridja.

X ok ox

Noha a parcidlis derivalds altaldban nem tenzorképzé mivelet, vannak a parcidlis derivaltaknak olyan
nevezetes kombinaciéi, amelyek tenzorok.

0
1) A T;; = 0;U; — 0;U; mennyiség kétszer kovaridns tenzor (a e helyett a tovdbbiakban gyakran fogjuk

hasznélni a 0; jelolést is).
Igazolas:

an/ 3Uj/ 8:5’“ 0 (8xl
E/j/ =

— = _— _— — (¢ i’ =

dri"  dx¥  Oxi’ dxk \ 9z¥ Ul) (=7

B ozF Ox! @+ ozk 9%z U= (i e ) = ozk ozt [OU, OU B ozl OxF

T 09 9z dxk T 9ad’ OxFoxt ! J T ox oxi

oxk  Ox!

029" Ot
Felhasznaltuk, hogy az Gsszetett fliggvény differencidlasi szabalya alapjan
oxF 9%zt %!

Oxd" dxkdxt  Oxd Hxt'”

2) Legyen B;; = —B); antiszimmetrikus mésodrendd kovarians tenzor és

Aijk = 61‘Bjk + ajB;m- + 8kB” = aiBjk + cikl.
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Az A;ji teljesen antiszimmetrikus, mert barmely két indexének felcserélésekor eljelet valt (ezért ha két indexe
megegyezik, akkor nulla). Beldtjuk, hogy hdromindexes kovaridns tenzor.

Igazolas:
oxt 9 [ox™ Oz™ ozt ox™ Oz
A'/'I = ”B” ’ 3 = T 77B ) = T T B
1] k 61 J k + C'ijl axzr &El (ale 8(Ek/ mn) + CZkl axll al’j/ al’k, 6[ mn+
oxt & [9x™ dx™ ozt ox™ dx™ 0 ox™ Ox™
~ =7\ = = an ikl = A o 7 mn i’ i/ ’ kL. Bm’ﬂ
+ Oz ozt (33:3’ 833’“/) e dx? Oxi” xF [81:’ (81:J Ok ) ta ]

Ha a [ | zardjelben a szorzatok derivilasat elvégezziik, hattagu kifejezést kapunk, amely szimmetrikus az m < n
indexcserével szemben. Mivel B,,, antiszimmetrikus, az egész kifejezés zérus, és A;;, valdban tenzorként
transzformalodik.

8. A Riemann-geometria

A metrikus sokasig abban kiilénbozik a nemmetrikustél, hogy barmely két pontja kozott'® meghatérozott
tavolsdg van, amely a pontokat 6sszekotd legrovidebb vonal (a geodetikus) hosszaval egyenldé. A tdvolsagot a
gi; metrikus tenzor(mez8) hatarozza meg, amelynek segitségével két egyméshoz infinitezimalisan kozeli (x?, 2+
dr?) koordinat4jt pont tavolsagnégyzetét a

dI? = gijda’da’ (9 = 9ji) (8.1)

kvadratikus forma hatérozza meg, amely a jél ismert di? = dx? + dy? + dz? képlet altaldnositdsa. A tévol-
sdg a koordinatarendszertdl fiiggetlen tulajdonsig, ezért di?>-nek invaridnsnak kell lennie. Ebb6l kévetkezik,
hogy — mivel dz’ kontravaridns vektor, — g;;-nek kovaridns tenzornak kell lennie, amelyrél feltehetjiik, hogy
szimmetrikus.

Természetes kovetelmény, hogy di? tetsz8leges dz'-k mellett pozitiv legyen. Ha ez teljesiil (a g;; métrix
minden a-ben pozitiv definit), akkor a sokasdgot felfedez6jérél Riemann-térnek (vagy Riemann-sokasdgnak), a
sokasag belsé geometridjat pedig Riemann-geometridnak hivjuk'!.

Az 2t = 2%(\) gbrbén a A = A\ és A\ = )y paraméter(i pontok altal hatdrolt szakasz {vhosszat az

A A A i j A
2 2T o 2 / dz* dz’ 2 i i
l:/ dl :/ gi.dwdxﬂ :/ dA GijX)———— :/ d\ gii(T VAN VI(A 8.2
A1 A1 ’ A1 ]( )dA d\ A1 \/ J( ) ( ) ( ) ( )

képlet segitségével szamithatjuk ki.

A metrika a metrikus sokasdg belsd tulajdonsiga. Ezen azt értjik, hogy a g;;(x) tenzormez6t elvben tet-
szoleges pontossaggal meg lehet hatarozni a sokasagon beliil végzett mérések segitségével. Ennek az eljarasnak
az elvi sémajat a 2D "laposlények" vildganak a példajan lehet a legvilagosabban Gsszefoglalni:

1) A vildg "bekoordindtazéasa" tetszdleges koordindtdkkal. Ez annyit jelent, hogy minél tébb objektum
koordinatajat elirjuk tetszdleges maodon.

2) Az objektumokat 6sszekotd utak x?(\) fiiggvényeit dnkényesen (de a folytonossagot betartva) megadjuk.

3) Az objektum-parokat 6sszek6td ttszakaszok hosszat minél pontosabban kimérjiik.

4) A g;j(x) komponenseket megvalasztjuk gy, hogy ezeket a hosszisdgadatokat a (8.2) képlet a lehetd
legpontosabban reprodukalja.

10Valéjaban ez gy til erds allitds, de minden pontnak van olyan véges kornyezete, amelyre igaz.
LA relativitdselmélet téridejében a ds? (a dI? megfeleldje) indefinit, ezért a téridé pszeudoriemann-sokasag. Latni fogjuk, hogy
a Riemann-geometria fogalmait és képleteit nagyon egyszerii lesz atvinni a téridére.
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Ezzel az eljarassal elvben tetsz6leges pontossaggal meg lehet hatarozni a metrikus tenzort a vilagnak abban
a tartomanyaban, amelyre a mérések kiterjednek.

A gyakorlatban ennyire részletes mérésekre dltaldban nincs lehetéség, viszont rendelkezésre allnak addicio-
nalis informacidk.

A f61di térképészet viszonylag pontosan koveti a vazolt séméat, de az a koriilmény, hogy haromdimenzidésak
1évén kitekintéstink van az égboltra, lehetévé teszi a csillagaszati informaciok igénybevételét. Azt példaul, hogy
a Fold egy gomb, a holdfogyatkozasokndl a Fold arnyékanak az alakjabodl lehet kikovetkeztetni, a 2D gdémb
metrikdja pedig tisztan elméleti iton meghatarozhaté (1d. a kovetkezd fejezetet).

A gorbilt téridd esetében a metrika elsédleges forrdsa elméleti (az Einstein-egyenlet megoldasa), és a Nap-
rendszer tartomanyaban a bolygopalyak és a fénysugarak azok a geodetikusok, amelyeknek a bemérésével az
elmélet joslata igazolhaté vagy cafolhatd. "Kitekintésre" éppuigy nincs lehet6ség, mint a "laposlények" esetében.

Vegyiik észre, hogy a newtoni gravitacio-elméletben sincs masképpen. Egyszertien elfogadjuk, hogy a boly-
gorendszer altal elfoglalt térben fel lehetne venni Descartes koordindtdkat (vagy belélik szérmaztathaté gombi
koordinatdkat). Ezt a feltevést utdlag az igazolja, hogy az ezen alapuld szdmitdsok nagy pontossiggal a meg-
figyelt bolygopalyakra vezetnek.

Az euklidészi-tér a Riemann-tér specidlis esete. Euklidészi sokasdgon taldlhaté olyan koordindtarendszer
(Descartes-koordindtak), amelyben g;;(x) = ¢;;, azaz

di2 = (dzl)z +eet (d:c")Q. (8.3)

Specidlisan két dimenzidéban a siklap rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Gorbiilt kétdimenzios feliileten azonban
nem vehetd fel olyan koordindtarendszer, amelyen g;;(x) = J;;. Erre az észrevételre alapozzuk a "gorbiiltség"
fogalmat tetszéleges dimenzidban: Egy n-dimenzidés Riemann-tér akkor gorbiilt, ha nem vehetd fel rajta olyan
koordinétarendszer, amelyben (8.3) minden pontban igaz.

A metrikus tenzor léte lehetévé teszi, hogy minden V' kontravaridns vektorhoz kontrakcié segitségével
egyértelmiien hozzérendeljiink egy kovaridns vektort, amit célszerti ugyanazzal a betfivel jelolni: V; = g;;V7. A
hozzéarendelés val6jaban kolcsondsen egyértelmii, mert V¢ = g% V. A g% méatrix minden koordinitarendszerben
a g;; inverze:

g”gjk = (5]2 (84)
Mivel d}, az egységtenzor komponense, a g;; pedig kovaridns tenzor, (8.4) csak akkor lehet igaz minden koordi-
néatarendszerben, ha ¢* minkét indexben kontravaridns szimmetrikus tenzor.

Tekinthetjiik tgy, hogy U? és U; ugyanaz az U vektor kontravaridns és kovaridns komponensekkel megadva'?.
A fizikai jelentés szempontjabdl azonban nem mindegy, milyen tipusii komponenssel dolgozunk: A fizikai
jelentés meghatérozott index-tipushoz tarsul.

Nemmetrikus sokasagon csak akkor lehet kontrakciéval két vektorbdl skalart képezni, ha az egyik vektor
kovaridns, a masik kontravaridns, ezért nem lehet skalarszorzatot definidlni. Riemann-sokasdgon két tetszéleges
U és a V vektor skaldrszorzatdn az

U-V=(U-V)=g,UV (8.5)

szamot érjiik. U és 'V akkor ortogondlis egymésra, ha a skalarszorzatuk nulla.

Egy vektor normdja az énmagéval képzett skaldrszorzat négyzetgyoke: |U| = VU2, Az U és a V 4ltal
bezéart szog koszinusza (U - V) /|U| - |V|-el egyenlé.

A lokalis koordinatabazis elemeinek egymas kozotti skalarszorzata a metrikus tenzorral egyenld:

e() - €(j) = 9kl €y €() = gk OF 05 = gij. (8.6)

12Ha ki akarjuk hangsilyozni, hogy a hiromdimenziés geometriai tér vektorarél van szé, a félkévér szedés helyett a nyilat
hasznaljuk.



9. PELDA: A 2D GOMB 24

i

. d
Tekintsiik az z*(\) gorbét és V* = dm)\

érintOvektorat. A V hossznégyzete

dxt dad di?

V2: i T T — T o
Taxdx ~ a2

(8.7)
amelybol latszik, hogy az érintévektor akkor egységvektor, ha a gérbe paramétere maga az ivhossz. Ha a A
nem az ivhossz (és nem is ardnyos vele), akkor az érintévektor hossza véltozik a gérbe mentén.

Legyen P a sokasag tetszOleges pontja. Vegyiik fel a Kp koordinatarendszert ugy, hogy a koordinatak
egyezzenek meg a koordinatavonalak fvhosszéval (z! legyen egyenlé az i-dik koordinatavonal (0, z%) szakaszanak
eldjeles hosszaval) mert ekkor eQZ.) (P) = 1 lesz, és a lokalis koordindtabazis elemei P-ben legyenek ortogondlisak
egymassal. A lokalis koordinatabézis ekkor ortonormalt P-ben:

9ij(P) = ey (P) - ey (P) = &y;. (8.8)

Az egész sokasdgon a metrikus tenzor természetesen nem lehet (8.8) alaki (kivéve, ha a sokasdg gorbiiletlen).
A Kp-t vegyiik fel ugy, hogy az origbja legyen P-ben és fejtsitk Taylor-sorba g;;(z)-t az origd koril:

99i;| x, 1 0%gi kol
gij(x)zéij—&—axk P:v —|—§8xkamlpxx+...
Beldthato, hogy Kp mindig felvehet gy, hogy (8.8) mellett még a
9gi; ..
=0 Vi, 5, k 8.9
S =0 i) (5.9

reldcié is teljesiiljon (a magasabb parcidlis derivaltakat azonban mar nem lehet nullinak vélasztani). Az ilyen
koordinatarendszert P-ben lokdlisan Descartes koordindtarendszernek hivjuk.

9. Példa: A 2D gomb

Fontos példaként hatarozzuk meg az a sugarti 2D gémb metrikdjat. Mivel mi magunk hdromdimenzidésak
vagyunk, a metrikus tenzort az el6z6 fejezetben vazolt tisztan bels6 eljarasnél egyszeriibben, a haromdimenzids
szemlélet alapjan is meghatarozhatjuk.

Induljunk ki abbél, hogy a geometriai teriink euklidészi (gorbiiletlen), felvehet6 benne Descartes-féle koor-

dinatarendszer, amelyben
di* = dz* + dy* + dz*. (9.1)

Térjiink at polarkoordinatakra az
x = rsindcosp y = rsindsin z =rcost (9.2)
képletekkel, amelyek differencialjait (9.1)-be beirva a
di? = dr® + 12 (d0* + sin® 9dp?) (9.3)
képletre jutunk. Ebbdl leolvashaté a 3D euklidészi tér metrikaja polarkoordinatakban:

grr =1 Gy =12 oo = r2 sin? 9. (9.4)
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A t6bbi komponens nulla (itt és a tovibbiakban a tenzoroknak csak azokat a komponenseit irjuk ki explicite,
amelyek nullatél kiilonboznek).

Polarkoordinatakban a lokélis koordinatabazis az e(,), az e(y) és az e, elemekbdl all, amelyek (8.6) és
(9.4) szerint ortogondlisak egymadsra, de nincsenek 1- re normélva:

e?r) =1 e%ﬁ) =r? eaa) = 72 sin? V.
A vektoranalizisben ehelyett tobbnyire a lokalis ortonormdlt bazist hasznéljak, amelynek elemei a kévetkezék:

1 1
er) =) €©) T 18w €@ = g€ (9.5)

Mint 1atjuk, ennek a bazisnak az elemeit a megfelel6 nagybetiivel indexeljiik. Mindkét bazis elemeire igaz, hogy
érintik a neviikben szerepld koordindtavonalat és a koordindta noévekvd értékének irdnydba mutatnak (tehdt
pl. ey és ey "északrdl délre").

Az a-sugart gomb egyenlete r = a (dr = 0). ezért a 2D gémb ivelemnégyzete és metrikus tenzora a
kovetkezo:

di* = a®(dv¥? + sin® ¥dp?) (9.6)
goo = 0> gpp = a’sin’ 0. (9.7)

A 9, ¢ koordinatdkat a 2D gébmbon gémbi koordinatdknak fogjuk hivni. A lokélis koordindtabézis a gdbmbot
érintd e(y) és e(,) elemekbdl all, 6k feszitik ki minden pontban az érintéteret (innen szarmazik az érintétér
elnevezés). Helyettiik is be lehet vezetni az 1-re normélt (nagybetiis) bézist.

* ok ok

A (9.7) metrika nyilvdn invaridns a z-tengely koriili elforgatdsokra (amikor ¢ = konstans és ¢ — ¢ +
konstans), de a gémbalak maga tetszéleges tengely koriili elforgatésra szimmetrikus. Osszhangban van-e ezzel
a (9.7) metrika?

Amikor a gombot valamelyik szimmetriatengelye koriil infinitezimalis mértékben elforgatjuk, minden pontja
elmozdul. Ez az elmozdulas felfoghat6 1gy is, mint egy alkalmasan valasztott W vektormezé "fuvallatdnak" a
hatésa abban az értelemben, ahogy errél a 7. fejezetben volt sz6. A (9.7) metrikus tenzor akkor van dsszhangban
a gdmbalak szimmetridjaval, ha a Lie-derivéltja minden ilyen W szerint nulldval egyenld: Ly g;; = 0.

Azokat a vektormezdket, amelyek szerint a metrikus tenzor Lie-derivaltja nulla, Killing-mezdének hivjuk és
a tovabbiakban tobbnyire K-val jeloljiik.

A haromdimenziés szemléletiink lehetové teszi, hogy a 2D gémb barmely szimmetridjdhoz tartozé Killing-
mez6 képletét felirjuk. Specidlisan a koordinéta tengelyek koriili elforgatdsnak megfelel§ vektormez6k Descartes-
koordinatakban a kévetkezok:

K =0 x7)=(0, -z, y) Kiy=0GxM=(z0,—z) K¢ =(FExr)=(y,z 0) (9.8)

(;, 7, ka tengelyek egységvektorai). Mindhdrom vektor meréleges r-re (mert a skaldrszorzatuk az r = (z, y, z)
vektorral nulla), ezért ey és e, linedrkombinacioi.

Megmutatjuk, hogy az r = a gombon a (9.8) mezdk Killing-mezdk, vagyis a (9.7) metrikus tenzor bérme-
lyikiik szerint vett Lie-derivaltja zérus. Ez a metrikus tenzor gombi koordindtdkban van felirva, ezért a (9.8)
mezbket is gombi koordindtdkba kell atirni (r = a-nél). Ez két 1épésben torténik:
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El6szor a

VE =sindcosp VZ +sindsing VY + cosd V?
VO = coscosp VT 4 cos¥sinp VY — sintd) V?
V® = —sinp V® + cosp VY

tankonyvi képletek segitségével attériink polarkoordindtdkra (ne felejtsiik el a vektorkomponensek z, y, z argu-
mentumait (9.2) segitségével polarkoordinatdkon keresztiil kifejeznil):

K = (K((";), Ka)) = (—asinp, —acos? - cos )
K = (Kg), K(‘I;)) = (acosp, —acos?¥ -sin p)
K = (K3, K)) = (0, asin®)
(a Kg) mindentitt nulla), majd pedig a (9.5) és a
V=V'eq, + Vﬁe(ﬁ) +V¥e) = VRe(R) + Vee(@) + V%e(s)

képlet segitségével ortonormalt bazisrdl lokalis koordinatabézisra:

1 1
vi=vht o vi=-ve  ye— ——y° (9.9)
r rsind

(a gébmbon természetesen r = a).
Most mér csak tiirelmes behelyettesités kérdése, hogy a (9.8) mezdk ¥, ¢ komponenseit felirhassuk:

K(;) = (—sinp, —cospctg?) K(,) = (cosp, —sinpctgd) K = (0, 1). (9.10)
Ezutan az 5 J— -
k99i; w w

[-:ng] w 81’k + 9kj Ozt + Gik 92 (9 )

képlet felhasznaldsaval (amelyben most x!, 22 = 9, @) kénnyen igazolhatjuk, hogy a (9.10) mez8k mindegyike
Killing-mez6. A g;; specialis alakja a szamitast nagyon leegyszertsiti. Igy
L OW?

o9’

Lwgss = 2a

©
Lwgpp = 2a* [Sinﬁcosﬁ WY 4+ sin? 1952;} ’

owe oW’
a0 " op |’

Lwgoe = a? [Sin2 9

és ezek mindharom mezdre nullaval egyenlok.

Specidlisan az, hogy K. = e(,) Killing-vektor, a metrika o-fiiggetlenségének a kévetkezménye (Id. (7.13)-t):
Ha a metrikus tenzor egyik komponense sem fiigg x*-t6l, akkor e(;)(x) Killing-mezd.

Az utolsé 1épés: A (9.11) linedris W-ben, ezért a harom K, Ky, K() mezd tetszbleges liearkombina-
ci6jéra is igaz, hogy Killing-mez&. Ebbdl kiovetkezik, hogy — a ldtszat ellenére — a (9.7) metrika Osszefér a
gbmbi szimmetriaval.
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Az eddigi gondolatmenetben a haromdimenziés szemléletiink alapjian tudtuk megallapitani, hogy a (9.10)
Killing-mez6k forgdsszimmetriat irnak le. Hogyan jellemeznék ezt a szimmetriat a "laposlények", akiknek csak
kétdimenzios szemléletiik van, de j6 matematikusok? Ez azért fontos kérdés, mert pl. a 3D gémbre vonatkozoban,
amellyel a kozmologidban dolgunk akad, mi ugyanolyan helyzetben vagyunk, mint a laposlények a 2D gémbre
vonatkozdan.

A feltett kérdésre gy valaszolhatunk, hogy a forgasszimmetriat képletekkel is megfogalmazzuk. Ennek
érdekében bevezetjiik két vektormez6 Lie-zdrdjelét az

(A, B) Y £zA (9.12)
definiciéval, amely antiszimmetrikus a tényezok felcserélésével szemben. Kozvetlen szamolédssal belathaté, hogy

a harom K,), K(,), K(;) Killing-mezg zart a Lie-zardjellel szemben:

(K(I), K(y)) = K(z) és ciklikus permutécioi. (9.13)

Ezek a képletek vektorok egyenldségét fejezik ki és igy barmilyen koordindtarendszerben érvényesek. A legegy-
szertibben Descartes-koordinatdkban ellenorizhetdk.

A (9.13) struktira a fizikdban és a matematikdban mindentitt megjelenik, ahol forgdsszimmetriar6l van szé.
A kvantummechanikdban példdul az impulzusmomentum operatoranak a komponensei az

(Lo, Ly =ihL, és ciklikus permutéciéi

kommutacids reldcidknak tesznek eleget, amelyekben az [fl, B] kommutator tolti be a Lie-zardjel szerepét.

A laposlények onalléan eljuthatnak arra a kovetkeztetésre, hogy a szimmetria, amit taldltak, a (9.13)
relacidkkal jellemezhet6. Az, hogy milyen sz6t taldlnak ki ra, az 6 dolguk. De arra rajohetnek, hogy a pont
koriili forgatas haromdimenziés altalanositdsarol van szo.

A laposlényeknek azonban nem elég, ha igazolni tudjak, hogy a K.y, K, K() mezdk, amelyeket a
keziikbe adunk, Killing-mezO0k: maguknak kell megtalalni éket. A kovetkezd pontban fel fogunk irni egy
egyenletet (Killing-egyenlet), amelybdl a metrika ismeretében meg lehet kapni az 6sszes Killing-mezét.

10. A kovarians derivalt

A 7. fejezetben lattuk, hogy a parcidlis derivaldst médositani kell ahhoz, hogy tenzort eredményezzen. Minden
ilyen modositas egy megfelel6 transzportdlast igényel. Riemann-téren a metrika lehetévé teszi, hogy olyan
transzportalast definidljunk, amely 6sszhangban van a parhuzamos eltolasra vonatkozé intuitiv elvarasainkkal.
Legyen az z' koordinatdji P pont a sokasig tetszOleges pontja, P pedig egy kozeli pont ¢ = 2! + da’
koordinatdkkal. Legyen adva P-ben egy tetszéleges V(P) vektor, amelyet énmagéval parhuzamosan 4t kell
helyezniink P-be. Jeloljitk a P-bél athelyezett P-beli vektort V(P)-vel és a parallel transzportdlds szabélyét

keressiik a
Vi(P) =V (P) —T%(P)V*(P) da? (10.1)

alakban (ez felel meg a (7.4) Lie-transzportnak). A mésodik tagban a V¥ tényezd biztositja, hogy kétszer
hosszabb vektor parallel transzportéltja is kétszer hosszabb legyen. A I‘;k konnezios koefficienseket ugy kell
megvalasztani, hogy a (10.1) parallel transzportdldst irjon le és a bel6le szdrmaz6 derivélt legyen T; tipusa
tenzor, amely 9;V? médositdsa.
A tovabbiakban kovethetjik ugyanazt a gondolatmenetet, amely a Lie-transzporttdl elvezetett a Lie-
derivalthoz. A
DVi(z) = Vi(x + dx) — Vi(x) (10.2)
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kiilonbséget (kovaridns differencidl) a V' (x + dx) sorfejtése és (10.1) segitségével a

DVi(z) = (aV 4T

v jkv’f) - da? (10.3)

alakban frjuk. A 'V vektormez8 V; V' kovaridns derivdltjit a df (x) = 0; f - dz? mintajara a
DV'=V,;V' da’

képlettel definialjuk, ezért
i oV i 1k
és ugyanigy, ahogy a Lie-derivaltnal tettiik, a (10.4)-t dltaldnositjuk tenzorokra.
Az f(z) skaldrmezé f(x) parallel transzportaltja nyilvin megegyezik f(x)-el, ezért

Df@) = fla +da) — () = 2 aa’
Vif = gi,. (10.5)

Tenzormezdk szorzatdra megint belathatjuk a Leibniz-szabdly érvényességét, és a 7. fejezet gondolatmenetét
kovetve eljuthatunk a

v,
V;Vi= e INAY (10.6)
R .
ViT~, = O + 00T + 0, T — LT, (10.7)

képletekhez.

Most meg kell vélasztanunk a konnexids koefficienseket olymédon, hogy a (10.2) képlet valdéban azt a
miiveletet hatdrozza meg, amelyet a "parhuzamos eltolds" elnevezés fejez ki. Elészor is, a (10.6) alapjén a
(6.14) jelolés alkalmazasaval képezziik a

V;iVi = ViV = 0;V; — 0;V; — QFFji]Vk

kiilonbséget. A 7. fejezetben lattuk, hogy a (0,;V; —0;V;) kiilénbség tenzor. A cél az, hogy a kovaridns derivélt
is tenzor legyen. A képletiink szerint ennek sziikséges feltétele, hogy a I‘ﬁ, ;) mennyiség az indexeinek megfeleld
tenzor legyen. Ezért megkoveteljiik, hogy a T, = I i+ Fijk] felbontésban Ffjk] legyen tenzor.

Annak érdekében, hogy a "parhuzamos eltolasra" vonatkozé intuiciénkat érvényre jutatthassuk, most egy
id6re a kétdimenziés sik és a haromdimenzios euklidészi tér n-dimenzids valtozatara, az n-dimenziés euklidészi
térre korldtozédunk, amely definicié szerint gorbiiletlen és lefedhetd Decartes-koordindtakkal (8. fejezet). Nyil-
vénvald, hogy ebben a koordinatarendszerben (10.1) csak akkor irja le a V* parhuzamos eltolasét, ha T, = 0.

Mivel Descartes-koordindtakban g;; = d;; = konstans, ezért a

99jk
Vigjr = agZi —Tli01 — Tl

képlet jobboldala ekkor nulla. A baloldal azonban tenzor, ezért minden koordinatarendszerben igaz, hogy

Vigi; = 0. (10.8)
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A konnexids koefficienseknek ezzel a feltétellel kell dsszhangban lenniiik ahhoz, hogy a (10.1) képlet parallel
transzportdlast fejezzen ki, ezért ezeket a koefficienseket a

agjk
Ozt

— %916 — Tipgje = 0 (10.9)

egyenletrendszerbdl kell meghatarozni.

A metrikus tenzor szimmetridja miatt ez az egyenletrendszer n?(n + 1)/2 egyenletet tartalmaz. A meg-
hatdrozandé konnexiés koefficiensek szdma azonban n3-nal egyenld, ami tobb, mint az egyenletek szdma. Az
el6bb azonban lattuk, hogy a Ffjk antiszimmetrikus rész tenzor, ezért ha a Descartes-koordindtakban nulla,
akkor minden mas koordinétarenciszerben automatikusan eltiinik. Ennek kovetkeztében feltehetjiik, hogy a
konnexids koefficiensek az alsé indexpdrban szimmetrikusak. A konnexi6s koefficiensek szdma ezzel n?(n+1)/2-
re redukalédik és mind egyértelmiien kiszamithatdék (10.9)-bél.

A (10.9) nagyon konnyen megoldhat6. Az egyenletet még kétszer fel kell irni ciklikusan permutélt ijk
indexekkel és valamelyik két egyenlet 6sszegébdl ki kell vonni a harmadikat. Megoldasként a

i 1y % %_agjk
ik = 59 <8$j T ok T o (10.10)

Christoffel-szimbolumot kapjuk. A 3D euklidészi térben példdul Descartes-koordindtdkban g;; = d;; kévetkez-
tében F;k = 0, polarkoordindtdkban pedig (9.4) alapjdn

by = —T e, = —rsin ¥
9 _ .
'y, = —sind - cosv I’ = 1 (10.11)
r
1
Ff‘ﬂ = ; thﬂ = Ctg19.

Lattuk, hogy a P ponthoz tartoz6 lokdlisan Descartes-rendszerben teljesiil a (8.9) egyenldség. A (10.10)
mutatja, hogy emellett a 4
(P) =0

s sz

az eltiinése P-ben egyenértékli a konnexids koefficiensek eltiinésével.

Most emlékeztetiink ra, hogy mindaz, amit a konnexids koefficiensek kiszamitdsarél eddig mondottunk,
euklidészi sokasdgra vonatkozott. Azonban nyilvanvald, hogy a parallel transzport fogalmat a legtermészetesebb
modon ugy altalanosithatjuk tetszoleges Riemann-sokasagra, hogy itt is megkoveteljiik a konnexios koefliciensek
szimmetridjat és a (10.8) feltétel teljesiilését. Ekkor (10.10) is mindig érvényes lesz (Riemann-konnexid). Az
altalanos relativitaselméletben a parallel transzportnak ezt a fogalmat hasznaljuk.

A (10.10) egy mésik levezetése azon a kovetelményen alapul, hogy a parallel transzportdlds legyen dsszhang-
ban a skaldrszorzattal. Az U(P) és a V(P) vektorok skaldrszorzata a g;;(P)U*(P)V7(P) skalar. Ha ezt, mint
skaldrt, a P-be transzportaljuk, a g;;(P)U*(P)V?(P) kifejezést kapjuk, amelyben g;;(P) a P-beli metrikus
tenzor P-be transzportdlt értéke. A P-beli skaldrszorzatot azonban tgy is érthetjiik, hogy elébb az U(P)-t és
a V(P)-t P-be transzportaljuk és az ottani g;;(P)-vel képezziik a skaldrszorzatukat. Megkoveteljiik, hogy a
skalarszorzat két moédon értett transzportaldsa vezessen ugyanarra az eredményre, azaz teljesiiljon az

9i;(P)-U'(P) - VI(P) = g;i(P) - U'(P) - V!(P) (¥ U, V)

relacié.
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Az U és a V 6nkényessége miatt ez az relacio a

gii(P) = gij(P) (10.12)

egyenlGség teljestilését koveteli meg, amit

Dgij(P) == gij(P) — gZ](P) =0 (10.13)

alakban is frhatunk. A Dg;; = Vg5 -dz* definici6 alapjan ez egyenértékii a (10.8) egyenlettel, ami azt jelenti,
hogy ¢i; kovaridns konstans (kiemelhet6 a kovaridns derivélas al6l). A (10.8)-nak ennél a levezetésénél nem
kellett euklidészi sokasdgra korlatozodni.

A (10.10) képletbdl leolvashatd, hogyan transzformalédik a konnexiés koefficiens. Ennek érdekében a kép-
letet vessz6s indexekkel irjuk fel, majd az Gsszes vesszés indexet kifejezziik vesszétleneken keresztiil:

pi Lo Qo 1 f0x" 92" L\ [0aP O (027 9" N
i’k = 99 ozi ) T 2\ gam ggn? 927 0zp \ 0zl 9z I U

A []-ben a harom derivélt mindegyikét a szorzat derivaldsi szabalya alapjan harom taggd alakitjuk. A metrikus
tenzor derivaltjat tartalmazé tagok Osszege a vesszétlen I'-val aranyos tagga kombindlédik Gssze, a maradék
hat taghdl négy kiejti egymast, ketté pedig egyenlé egymassal. Igy végiil a konnexios koefficiensek transzfor-

c sz

i’ m n i’ 2.1
G’ 0x Oy | 007 O (10.14)
Oxt Oxd" dxk' ™" Oxl OxI’ Ok
szabdalyt kapjuk. A maéasodik tag miatt a konnexios koefficiens nem tenzor, ezért lehet egy pontban koordina-
tatranszformécioval eltiintetni egy szimmetrikus konnexiés koefficienst.

Most mér ellendrizhetjiik, hogy a (10.4) valéban olyan tenzor-e, ahogy az indexei mutatjdk. Ehhez (10.4)-
t vessz6s indexekkel kell felirni, és a jobboldalon minden vessz&s mennyiséget ki kell fejezni vesszOtleneken
keresztiil. Azt taldljuk, hogy (10.4) valéban tenzor.

Ezen ugyantgy érdemes elgondolkozni, ahogy a Lie-derivalttal kapcsolatban tettiik. A (10.4) jobboldalan
sem a parcidlis derivalt, sem a konnexiés koefficiens nem tenzor. Mivel értiik el, hogy az egész kifejezés mégis
tenzor lett? Azzal, hogy a parallel transzportdlds szabdlyat koordindtarendszertdl fiiggetlen médon, a (10.8)
(vagy a vele ekvivalens (10.12)) megkovetelésével rogzitettitk. Ezt a feltételt ugyanis {gy lehet szavakban meg-
fogalmazni: Ha a metrikus tenzort parallel transzportaldssal atvissziik egy kozeli pontba, akkor a transzportalt
tenzor ugyanaz, mint amelyik mér eredetileg is a szomszédos pontban volt. A koordinatakra itt egyaltalan
nincs utalas.

Hasonlitsuk most 6ssze a Lie-derivalast és a kovaridns derivilast a metrikus tenzorra torténd hatasuk szem-
pontjabél. A metrikus tenzor kovaridns derivaltja "hivatalbél" nulla, mig az

7
F;"k:’ =

8gij + an T an
8xl gij Ozt gil

L. = l
£W92] =W axj

Lie-derivélt 4ltalaban kiilonbozik nullatél. A kivétel az, ha W' Killing-mez6. Ezt hasznéljuk fel arra, hogy
differencial egyenletet kapjunk a Killing-mezokre.

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a Lie-derivalas képleteiben a parcidlis derivalt mindeniitt helyettesithetd
kovaridns derivalttal: 9; — V; (vagyis a F;k—k mindig kiesnek). Ha ugyanis ezt a helyettesitést megtessziik,
a Lie-derivalt jobboldala tovdabbra is tenzor marad (tagonként). De ez az Gj tenzor minden P pontban egyenld
lesz a régivel, mert a P-hez tartozé lokalisan Descartes-koordinatakban 0; = V.
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Ha az el6z6 képletben ezt a helyettesitést elvégezziik, és figyelembe vessziik, hogy a metrikus tenzor kovarians
konstans, az

Lywgij = ViW; + V;W; (10.15)
egyenletre jutunk. A metrikus tenzor Killing-mez6 szerinti Lie-derivaltja zérus, ezért ezek a mezdk kielégitik a
V:K; +V;K; =0 (10.16)

Killing-egyenletet. Megmutathatd, hogy n dimenziéban maximélisan n(n + 1)/2 linedrisan fiiggetlen Killing-
mez6 létezhet. Azok a sokasigok, amelyek rendelkeznek ennyi fliggetlen Killing-mezével, maximdlisan szimmet-
rikusak. A 9. fejezetre visszalapozva lathatjuk, hogy a 2D gémb maximalisan szimmetrikus, ahogy egyébként
elvarhato is. Az euklidészi sik is maximalisan szimmetrikus, mert az x, y komponensekben felirt

Ki=(10) Kg=(01) Kg=(-y, ) (10.17)
mez6k linedrisan fiiggetlenek és kielégitik a Killing-egyenletet. A geometriai jelentésiik: eltolas az z, ill. az y
irdnyban és forgatas az origd koriil.
11. A geodetikus egyenlet

A) A pérhuzamos elterjesztés egyenlete.

Az el6z6 fejezetben csak egymaéshoz infinitezimalisan kozeli pontok kozotti parallel transzportrdl volt szo.
Legyen most P; és Py a sokasag barmely két pontja. Kossiik Gssze Oket egy tetszolegesen valasztott £ gorbével,
amelynek egyenlete és érintévektora

dzt())
d\

= 1z'(\) Vi) = (11.1)

A Pj-hez tartozzon a A\; paraméter, a P,-hoz a Ay. Adjunk meg egy U = U()\) vektort Pi-ben és a gérbe men-
tén transzportaljuk 6énmagaval parhuzamosan Ps-be. Jeloljiik a transzportalt vektort U(Agz)-vel és kérdezziik,
hogyan szamithatjuk ki a komponenseit.

A transzportalas infinitezimalis 1épések sorozatabdl all. Ha mar eljutottunk a A paraméterti pontig, akkor
a A + d\ paraméteri pontban a vektort az U(M)-val parhuzamosan kell felvenni. Ezt a kovetelményt az
Ul(X 4 d)\) = U¥(\) eléirds fejezi ki, amelybdl a

DU'(\) = U (A +d\) —U'(\) =0 (11.2)
feltételre jutunk. Az U(A\) — mint eddig mindig — az a (X + d))-beli vektor, amely az U(\) vektorbdl a
. J .
dr’ = %d)\ = V7 () - dX szakaszon torténd parallel transzportaldssal kaphaté:
U'(N) =U'(N) = TN VI(NUFN) - dA
(a tovdbbiakban tobbnyire nem fogjuk kifrni a A argumentumot, ha egy egyenlet minden tagja a A pontra

vonatkozik). Trjuk ezt és az U'(A 4+ d)\) = U'(\) + dUd)(\)\) - d kifejtést (11.2)-be:

i au’ i j
DU' = {d% +rjkV47Uk] dX = 0.
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Ebbdl az egyenléségbdl kapjuk a pdrhuzamos elterjesztés egyenletét:

DU' _ dU? Co
= +TLViUk =0. 11.3
ax T odx ok (11.3)
Ez egy n-ismeretlenes kozonséges linedris differencidlegyenlet rendszer, amelynek a megoldaséat az U?(\;) vektor

egyértelmiien rogziti.

Gorbiiletlen sokasagon Descartes-koordinatakban F;- =0, o 0 és a gorbe mentén végig U? = konstans.

A pérhuzamos transzportalastol pontosan ezt varjuk el.

DU?
A mennyiséget az U abszolit derivdltjinak nevezzik az £ mentén. Az abszolut derivalt kapcsolata a
kovarians derivéalttal a kovetkezo:
DU da’ [(OU! ; » -
=— -+ T8 UM ) =V . v;U". 11.4
dx — d\ (axa+ ik ) Vi (114)

Ez a képlet akkor alkalmazhaté, amikor az U mez6 nem csak magan a £ gorbén, hanem a gérbe valamilyen
kornyezetében is értelmezve van.

Kossiik 6ssze most ugyanazt a két pontot egy masik gérbével és transzportaljuk U-t Pi-bol Ps-be ezen az
1j gorbén. Ugyanazt kapjuk a Ps-beli vektorra, mint elébb? A (11.3) egyenletbdl ez egydltalan nem kovetkezik
és a parhuzamos transzportdlas eredménye kiillonb6z6 utakon altalaban kiilonb6z6 is lesz. Annak a kérdésnek
tehat, hogy "A Ps-ben melyik vektor parhuzamos a Pi-beli U-val?" nincs értelme: A Riemann-geometridban
nem létezik tdvoli pdrhuzamossdg.

A parallel transzportdlas fogalma azonban biztositja, hogy két vektor skaldrszorzata — és ennek kovetkez-
tében a vektorok norméaja — a transzportalds soran allandé maradjon. A két kiilonb6zé tton transzportalt
vektornak ezért csak az irdnya lehet kiillonb6z6. Az igazoldshoz azt kell beldtni, hogy ha DA /dA is, DB/dA is

d(A-B
zérus, akkor % = 0. Skaldrmennyiségeknél azonban d/d\ = D/d\, ezért
dA-B) DA-B) . DB DA
7 S S W (11.5)

valéban.
A mondottakbdl kovetkezik, hogy ha a vektort zdrt girbén transzportaljuk (P = Pp, 2'(A2) = 2°(\1)),
akkor a korbevitt vektor iranya altalaban megvaltozik az eredeti vektor iranyahoz képest.

B) A geodetikus egyenlet.

Az egyenest leggyakrabban azzal a tulajdonsagédval definialjuk, hogy két pont kézott ez a legrévidebb tt.
Az egyenes egy masik, ezzel ekvivalens tulajdonsdga az, hogy az iranya allandé. Ez utébbi tulajdonsig pontos
megfogalmazédsa a kovetkez8: A geodetikus az a gorbe, amelynek (A + dA)-beli érintévektora parhuzamos a
A-beli érintévektoraval, azaz

ViA+dN) = V(). (11.6)

Ez nem més, mint a padrhuzamos elterjesztés feltétele, ezért (11.3) alapjdn

av’ S
vagy (11.1) behelyettesitésével

d?z’ - da? dx

oz Ty =0 (1L8)
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Ez a geodetikus egyenlet, egy n-ismeretlenes masodrendii k6zonséges nemlinedris differencialegyenlet rendszer,
dx?
d\

A szarmaztatas modjabél kovetkezik, hogy a geodetikus egyenlet 6rzi az érintdvektor normdjdt.

Megjegyezziik, hogy (11.6) jobboldaldt megszorozhattuk volna egy (1 4 b(\)d\) kifejezéssel, amelyben
b(\) tetszlleges fiiggvény, mert a (A + d\)-beli érintévektor ekkor is parhuzamos a A-beli érintévektorral,
dxt
dA
allna. Az elfogadott terminoldgia szerint azonban a b(A) = 0 valasztashoz tartozé (11.8)-t nevezziik geodetikus
egyenletnek.

amelynek megoldésait az z*(\y), ( ) mennyiségek egyértelmiien meghatdrozzak.
A1

csak a két vektor normédja lenne kiilonboz6. A (11.8) jobboldaldn ekkor nulla helyett a b(\) kifejezés

A parhuzamos elterjesztés egyenlete szempontjabol a (11.1) gérbe parametralasi médjanak nincs jelentésége:
Ha az egyenlet a A paraméternél teljestil, akkor is teljesiilni fog, ha a A = A(u) egyenlettel 4j p paraméterre
tériink 4t. A magyardzat az, hogy a p paraméterrel felirt egyenletet igy kapjuk meg, hogy (11.3)-t egyszeriien

dX
megszorozzuk —-vel.
dp

dr\®
A geodetikus egyenlettel més a helyzet. Ha (11.8)-t (d) -tel megszorozzuk, a méasodik derivalt miatt
I

nem lehet az Gsszes d\-val "egyszeriisiteni":

P’ dp d (dpda’  (dp\?dPal | dPpdat
d\2 ~ dxdp \dxdu ) \dXx) dp2 T N du

A geodetikus egyenlet megoldésait ezért valamilyen meghatdrozott parametralasban kapjuk meg (affin para-
méter vagy specidlis paraméter)'3. Az (eléjeles) ivhossz bizonyosan affin paraméter. A (8.7) szerint ugyanis az
ivhosszhoz, mint paraméterhez tartoz6 érintévektor norméja a gorbe mentén dllandé (1-el egyenld) és a geo-
detikus egyenletrdl tudjuk, hogy 6rzi az érintévektor norméjat. Az ivhossz azonban csak akkor egyértelmiien
rogzitett paraméter, ha megadjuk, hogy a gorbe melyik pontjanal tekintjiik nullanak és mekkora a hossziisig
egység. Ezeket azonban 6nkényesen valaszthatjuk meg, mert a geodetikus egyenlet specidlisan a u = a\ + b
atparametraldsra (a és b tetszéleges dllando) invaridns.

12. Példa: A 2D gomb (folytatas)

A 2D gémbon gombi koordindtékban az fvelemnégyzetet és a metrikdt (9.6) és (9.7) adja meg. A metrikdbdl
kaphaté nemzérus konnexiés koefficiensek a kovetkezdk:

v : L
Iy, = —sindcosd Iy, = ctg? (12.1)
13 A sikon Descartes-koordinatdkban a geodetikus egyenlet
d?x _ d?y _
dX2  da2

Az x = a), y = b\ geodetikusok ezt kielégitik. De ha ugyanezeket a geodetikusokat © = aX3, y = bA® alakban adjuk meg, mar
nem tesznek eleget a geodetikus egyenletnek. A ) affin paraméter, a u = A3 nem az.
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(itt és a tovdbbiakban a szimmetriaokokbdl megegyezé mennyiségek koziil csak az egyiket tiintetjik fel). A
geodetikus egyenlet konnyen felirhato:

2 2
M —sind - cos¥ (dcp) =0

e d
2 (12.2)
%+20tgﬁ~%~j—f:0.

A 9()), p()\) ismeretlen fiiggvények nagyon bonyolult nemlinedris médon szerepelnek az egyenletben. A
gbmbi szimmetria azonban, amelyet a metrika alapjan tisztan bels6 eljarassal is megéllapitottunk, lehet&vé
teszi az egyenlet megoldasat. Akdrmelyik P pontbdl akdrmilyen irdnyba kiinduld geodetikusrdl legyen is
sz0, a szimmetria lehet&vé teszi, hogy a koordinatarendszert ugy vegytik fel, hogy a P legyen az "egyenliton'

d
(9p = /2, a pp tetszbleges), és a kezddirdny legyen "egyenlits-irdnyd": ('0) = (0, 1) (az 1 helyén
P

A\’ dh
allhatna barmilyen szdm). A

9 =m/2, ©=A+op (0 < X< 2m) (12.3)

fokor (az "egyenlit") ekkor kielégiti (12.2)-t is, a kezdeti feltételeket is. Abbol, hogy ez (12.2) megolddsa
kovetkezik, hogy A-nak affin paraméternek kelllennie. Ez igaz is, mert A = [/a, ahol [ a f&kor (0, A) szakaszanak
ivhossza, az 1/a pedig konstans (a a gomb sugara).

Tekintsiik most az e(,) = (0, 1) bazisvektort a (o, 0) koordinatéji pontban és vigyiik kérbe dnmagéval

parhuzamosan a
9 = Yo, p=A (12.4)

szélességi koron. Induldskor a vektor érinti ezt a szélességi kort. Megmutatjuk, hogy a korbevitel soran kifordul
az érintd iranybol.
Ehhez a parhuzamos elterjesztés (11.3) egyenletét kell hasznalnunk, amelyben most
- dy dp
Vie(V Ve = (=, =) =(0,1
v ve = (4G %) = 0.
ezért az egyenlet a kovetkezo:

9
% —sintgcosdy - U¥ =0
au¥

a\ +Ctg190 . le9 =0.

A kezdéfeltétel U(0) = e(,) = (0, 1).
du® e PSR
3 -t helyettesitsiik be a masodikbdl:

Differencidljuk az els6 egyenletet A szerint és

d2uv

d\2? +cos? Yy - UY = 0.

Ennek altalanos megoldésa

U%(X\) = A -sin(cos g - \) + B - cos(cos ¥ - \).
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Ezt az els6 egyenletbe irva kiszamitjuk U¥-t:

U¥(\) = si;14190 cos(cos g - A) —

Snde sin(cos Jg - A).

A kezdéfeltételt az A = sinddy, B = 0 valasztas elégiti ki, tehat

U(\) = (sindg - sin(cos g - A), cos(cos g - A)). (12.5)
Az elfordulds A szogét a
-U(2
cos Af = o) 2 (2r)
le)| - [U(2m)|

egyenletbdl lehet meghatdrozni, amelybdl AS = +27 cos ¥y.

Képzeljiik egy pillanatra, hogy a transzportdlds idében torténik (A = id6). A transzportdlt vektor kom-
ponensei minden "pillanatban" ahhoz a ponthoz tartozé lokalis koordinatabazisra vonatkoznak, amelyben a
vektor éppen van. A (12.5) mutatja, hogy a mindenkori bazishoz viszonyitva U()\) forgdsa negativ irdnyt (a
pozitiv irdnyt forgds az e(1) = ey)- bl a ey = e(,,) felé térténik), ezért AJ = —27 cos .

A vektor tehat valéban elfordul. A szemlélet azonban azt sugallja, hogy parhuzamos korbevitelnél egy
szélességi kor mentén az érintévektornak érinté iranytinak kellene maradnia. Az elfordulas sziikségességérél ugy
gy6zodhetiink meg, hogy a sikon vesziink fel egy gorbét és az egyik ponthoz tartozé érintévektort 6nmagéaval
parhuzamosan elmozgatjuk a gérbe mentén. A transzportalt vektor nyilvan nem marad érintéiranyi — hacsak
a gorbe nem egyenes (geodetikus). A gémbon a szélességi kor nem geodetikus (kivéve, ha @y = 7/2), ezért
sziikségszerti, hogy az érintévektor transzportalasnal kimozduljon az érintdiranybdl.

Ha a sikon is zart gorbét vesziink fel és az egyik pont érintévektorat 6nmagaval parhuzamosan korbevissziik,
akkor persze a kiindul6é pontba visszatérve jra az eredeti érintovektort kapjuk. Ebben a tekintetben a gémb
és a sik kozott nagy kiilonbség van és ez — mint a kovetkezo fejezetben részletesen sz6 lesz réla — a kontur
altal hatarolt feliilet gdrbiltségének a kiillonbo6zosége a két esetben.

A AB = —2mcosdy azonban mds okbdl is paradoxdlis: Minél kisebb kér mentén (99 — 0) torténik a
korbevitel, anndl nagyobb a szogelfordulds (JAS| — 2m). Ez a paradoxon annak kovetkezménye, hogy a
¥ = 0 pont a ¥, ¢ gombi koordindtarendszer szingularis pontja. Ha a gomboén olyan K’ koordinatarendszert
veszink fel, amely ebben a pontban és kornyezetében regularis, akkor ebben dolgozva megallapithatjuk, hogy
korbejarasndl az (e, €(,)) lokélis koordinatabazis pozitiv irdnyban forog és a teljes korbevitel sordn +27
szoggel fordul el. A helyes Aa szogelforduldast akkor kapjuk meg, ha a szamitdst IC’-ben végezziik el, de a
¥9 — 0 limeszben az eredményt konnyen kitaldlhatjuk. Az U K-hoz viszonyitott szogelforduldasihoz még
hozzd kell adni az (e(y), €(,)) lokélis bazis K’-héz viszonyitott szogelforduldsat:

Ao = AP+ 21 = 27(1 — cos V). (12.6)

Ahogy varjuk, ¥9 — 0-nal Aa — 0.

13. A gorbiilet

Gauss volt talan az elso, aki elgondolkozott azon, hogy a geometriai teriink esetleg nem a siklap, hanem a
gorbe feliillet haromdimenziés analogonja. Tudta, hogy a kérdésre csak akkor tudunk valaszolni, ha megértjiik,
hogyan lehet tisztdn belsd vizsgdlatok alapjdin eldénteni a térrdl, hogy gorbiilt-e vagy sem. Erre a kérdésre neki
nem sikeriilt valaszolnia, de két dimenzi6 esetére megtaldlta a megoldast.

Mindenekel6tt azt vizsgalta meg, hogy a gorbiiltségnek milyen kritériuma az, aminek alapjan tisztan bels6
mérésekkel (mai fogalmaink szerint a metrikus tenzor meghatdrozdsa 1tjan) el lehet donteni, hogy a feliilet
gorbiilt-e vagy sem.
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A feliilet P pontjaban, amelyben a gorbiiletet vizsgaljuk, allitsunk merd6legest a feliiletre. A merdlegesen
atfektetett stkok mindegyike egy-egy sikgorbében metszi a felilletet. A sikok helyzetét egy ¢ szog hatarozza
meg (0 < p < ). Jeloljik a ¢ helyzetii sik altal kimetszett gorbe P-beli gorbiileti sugarat R(p)-vel és tegyiik
fel, hogy R(p) eldjelet vdlt, amikor a gorbiileti kozéppont a feliilet egyik oldaldrél a méasikra keriil &t.

Az (el6jeles) 1/R(p) gorbe az 1/Ry és az 1/ Ry széls6 érték kozott valtozik. Ez a két szélsé érték nyilvan
kapcsolatos a feliilet gorbiiltségével P-ben, de vajon milyen fliggvényiik fejezi ki ezt a gorbiiltséget? A merev

2\R1  Re
Az atlaggorbiilet azonban nem fejezheté ki csupan belsé adatok (a metrikus tenzor és parcidlis derivéltjai)
segitségével. Ezt a henger példdja mutatja, amely deformécié nélkiil hozhaté 1étre a sikbdl (gorgetett feliilet),
és ezért a metrikus tenzora ugyanaz, mint a siké. Az atlaggorbiilete azonban kiilénbozik nullatél, mert csak az
egyik gorbiileti sugara végtelen.
Gauss meg tudta mutatni, hogy bels6 adatokkal az 1/R;-nek és az 1/Ra-nek csak a ma Gauss- gorbiletnek
nevezett

1/1 1
keretre fesziilo szappanhartya egyensulyi feltétele az, hogy az — ( — + ) dtlaggorbiilet legyen konstans.

1
R Ry
szorzatdt lehet kifejezni. Ha (mai jelolésekkel) felirjuk azt a képletet, amely a metrikus tenzoron keresztiil
kifejezi K-t megértjiik, miért adta Gauss ennek a tételnek a Theorema Egregium (nagyszeri tétel) elnevezést:

1 [2 g2 Py 82922]_922 <6911> (25912 B 8922> B <(9911>2 L
2g | 0x10x2 x3 oz? 442 0z Oxy  Ox3 Oxs
_|_9£ [(3!]11) (5922> _9 (3911) <3gz2> + (23912 _ 3911) (23912 _ 3922)] . (13.2)
492 0xq Oxo 0o 0z 0z Oza 02 0z
g <8922) (25912 _ a911> B <8922>2
492 0xo 0z 0xo 0x, ’
ahol x; és xo a feliileti koordindtak (tipografiai okokbél haszndlunk alulindexet) és g(x1,22) = g11922 — 935

Specialisan a sugarti gémbre K = 1/a%. Az olyan pontokban pedig, ahol a Gauss-gorbiilet negativ (a két
gorbiileti kozéppont a feliilet kiillonboz6 oldaldra esik), nyeregpont van.

Gauss kritériuma tehat a kévetkezd: Egy kétdimenzids felilet csak ott gorbiiletlen, ahol a Gauss-gorbiilet
elttinik. Igy pl. a henger Gauss-gorbiilete — az atlaggorbiiletével ellentétben — zérus, mert ehhez elég, ha
csak az egyik gorbiileti sugara végtelen.

Riemann azt ismerte fel, hogy Gauss elmélete azért olyan komplikalt, mert nem elég az, ha a gorbiiletet
bels6é méréssel meg lehet hatarozni: a definicidgjdt is tisztan bels6 nézépontbdl kell megadni. Gauss a 2D
felillet gorbiiletét haromdimenzids eljarassal definidlta, ezért nem sikeriilt neki az eredményeit n-dimenziéra
altalanositani.

Riemann 1j, tisztan belsé definicidéja az volt, hogy egy n-dimenzidés metrikus sokasag akkor gorbiiletlen,
ha felvehetd rajta Descartes-féle koordindtarendszer. Megadott egy négyindexes mennyiséget (ma Riemann-
tenzornak nevezziik), amely a metrikus tenzoron és parcidlis derivéltjain keresztiil van kifejezve és megmutatta,
hogy ennek eltlinése a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a sokasdgot le lehessen fedni Descartes-
koordinatakkal.

Kés6bb megmutattdk, hogy Riemann kritériuma ekvivalens a kovetkezével: A sokasdg akkor és csakis
akkor gorbiiletlen, ha a vektorok nem valtoztatjak meg az iranyukat, amikor a sokasagon barmely zart gorbén
onmagukkal parhuzamosan koérbevissziik 6ket. A tovabbiakban ezt a kritériumot fogjuk hasznalni.

Kétdimenzios feliileten ez a kritérium egybeesik a Gauss-gorbiileten alapulé feltétellel. Ahhoz, hogy ezt
beldssuk, térjiink vissza az €l6z06 fejezet végére, a (12.6) képlethez. Amikor a kor, amelyen a vektort parallel

K= (13.1)

K(.’El,l‘g):
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1
transzportaljuk, nagyon kicsi (99 — 0), az elfordulds szogét a Aa ~ w3 = el Af képlet hatarozza

meg, amelyben Af annak az ay — 0 sugart infinitezimalis kdrnek a teriilete, amelynek peremén a vektort
korbevittitk. Az 1/a? azonban az a-sugarti gémb Gauss-gorbiilete, ezért

Aa =K -Af. (13.3)

Ezt a képletet csak gombre lattuk be, de minden feliiletre igaz, hogy amikor egy vektort egy infinitezimélis
zart kontiron énmagéval parhuzamosan korbevisziink, az elfordulds szoge a Gauss-gorbiilet és a kontir altal
hatarolt teriilet szorzataval egyenl6. Ezért ha K nulla, akkor A« is nulla, és megforditva.

Fogalmazzuk meg most a vektor elfordulasdn alapuld kritériumot az n-dimenziés Riemann-tér egy tetszo-
leges P pontjaban. -

A P pont legyen az egyik csicsa annak az infinitezimalis négyszognek, amelynek tovabbi csiicsai P, P és
Q. A csucsok koordinatai a kovetkezok:

P+ ' + Ad', ﬁ(—)zi+Aai+Abi, (13.4)
P« x', Q «— 2" + Ab. .
Legyen U(P) tetszblegesen vilasztott vektor P-ben. Vigyiik korbe énmagéval parhuzamosan a négyszog

oldalai mentén a
Aa - Ab = —Aa —Ab
P P P Q P

sorrendben. A P-be visszaérve altalaban egy megvéltozott U + AU vektorra jutunk.

A (13.3) alapjén varhatjuk, hogy a vektor megvéltozdsa a kontur &ltal kifeszitett feliiletelem nagysaga-
val lesz aranyos, ezért mindenekelott foglalkoznunk kell az n-dimenzids sokasagokba agyazott kétdimenzids
feliiletelemek megadasi médjaval.

A (13.4) pontok olyan feliiletelem csticsai, amelyet a Aa, Ab infiniteziméalis elmozdulds-vektorok hataroznak
meg. Haromdimenzios euklidészi tertinkben példaul a Ad és a Ab 4ltal kifeszitett paralelogramma teriilete a
(Ad x Ag) vektorialis szorzat abszolut értékével egyenld, a feliiletelem helyzetét és vetiileteinek nagysagat pedig
ennek a vektornak a komponensei adjak meg.

A feliiletelemhez azonban csak harom dimenziéban lehet egyértelmfien irdnyt rendelni. A (Ad x Ag) vektor-
szorzat komponensei ugyanis a A fo3 = AaqAbg — AagAb, mennyiségek, amelyek egy kétindexes antiszimmet-
rikus tenzor komponensei, de helyettesithetok vektorral. Descartes koordinatakban a megfeleltetés szabdlya a
kovetkezo:

-,

(Ad x Ab)y = Afy. = AayAb, — Aa,Ab,, (és zyz ciklikus pemutacioi).

Magasabb dimenziéban azonban a kétindexes antiszimmetrikus tenzorok nem helyettesitheték vektorokkal,
ezért az altalanos esetben a Aa, Ab rendezett vektor par altal kifeszitett feliiletelemet a
Af9 = Aa'Ab — Ab'Ad’ (13.5)

antiszimmetrikus tenzorral kell jellemezniink.

Az U megviltozasara visszatérve azt varjuk tehat, hogy AU ardnyos lesz azzal a feliiletelemmel, amely koriil
az U-t korbevissziik. A parhuzamos elterjesztés (11.3) egyenletébél az is 1atszik, hogy AU az U komponenseivel
is aranyos. Mindezek alapjan az U megvaltozasat a

) 1 . .
AU* = =2 Rl U7 A fr (13.6)

14Ez mar a komponensek szamabél is 1athaté. Egy kétindexes antiszimmetrikus tenzor fiiggetlen komponenseinek szdma ugyanis
n(n — 1)/2, egy vektoré pedig n. A két szdm csak hdrom dimenziéban egyforma.
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alakban kell keresniink (a —1/2 tényez& természetesen csupdn konvencid).
Az R mennyiségek a Riemann-tenzor (vagy gorbileti-tenzor) komponensei. A Riemann-tenzort a kon-

Aa
nexiés koefficienseken és parcidlis derivaltjain keresztiil lehet kifejezni. Transzportéljuk elészor U-t a P ——

- Ab = =
P —— P tton P-be. A transzportalds mdsodik 1épését a

. ) ory,(P)
§(P) =T}(P) + —5L—Ad*

U'(P) —T},(P)U/(P)Ad* = U'(P)
U’ (P) - T4,,(PYU™(P)Ad* = U (P)

képletek kozill a masodik sor képlete irja le. Ez utébbi jobboldalan P-beli mennyiségek &llnak, amelycket a
tobbi Osszefiiggés behelyettesitésével fejezhetiink ki P-beli mennyiségeken keresztiil. Ha a behelyettesitéseket
elvégezziik és az eredményt a Aa és a Ab hatvanyai szerint rendezziik, akkor kvadratikus pontossdggal az

o ori.
DL U™ — 207 | Adk A

U'(P)=U"-T},U Ad® —T},U7 Ab' + o

képletre jutunk. A zardjelben az m Gsszegzési indexet j-re cseréljiik, mert akkor U komponensei kiemelheték:

o o o ari.
U'(P)=U'-T},U/ Ad* — ijJAbl—[“ i pm

&Tk —Limlkj (]‘7 . AakAbl.

Ab Aa = =

HaU(P)-taP — Q % P tton transzportaljuk P-be, ugyanerre a képletre jutunk azzal a kiillonbséggel,

hogy Aa és Ab felcserélédik. A keresett AU-t Aa, Ab-ben kvadratikus pontossaggal a két Gton transzportdlt
vektorok kiilénbsége adja'®:

. ori. ) .
AU = — lamﬁg— LD U7 - (AdPAb — AbFAGY).
A (13.5) alapjén ezt a
i ary; i pm | r7d kl
AU = — | 5 =TT | U7 - Af

alakban irhatjuk.
Ez a képlet valéban olyan struktiraji, mint (13.6), mégsem olvashatjuk le belSle a Riemann-tenzort. A
A f¥ ugyanis antiszimmetrikus a k, [ indexek felcserélésével szemben, a zaréjelben 1évé kifejezés azonban nem.

15Fzzel az eljardssal természetesen nem a P-beli, hanem a P-beli AU-t kapjuk meg. A P-ben érvényes képlet a P-beli képlettsl
abban kilénbozne, hogy a jobboldalon a konnexids koefficienseknek nem az z*-beli, hanem az (z* — Aa® — Ab*)-beli értéke allna.
A két T" kiilonbsége azonban Aa, Ab-vel ardnyos és harmadrendii jarulékot adna AU-hoz, amit nem szabad figyelembe venniink.
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Ezért ha ez utébbi lenne a Riemann-tenzor, akkor AU’ eltiinése nem vonnid maga utdn a Riemann-tenzor
eltlinését, mert a tenzor k,l-ben szimmetrikus része még lehetne zérustél kiilonb6z6. Ahhoz, hogy a Riemann-
tenzor eltiinése a AU = 0-nak ne csak elégséges, hanem sziikséges feltétele is legyen, a zardjelben 1éve kifejezés
antiszimmetrikus részét kell Riemann-tenzornak tekinteni:

ory,  ory,

Rijy =52 = =M 41y, Tp T, (13.7)
(az antiszimmetrikus rész képzésénél fellépd 1/2 faktor szerepel (13.6)—ban). Errél a kifejezésrol egyaltalan
nem latszik, hogy tenzor, mert sem a konnexios koefficiensek, sem a parcidlis derivaltak nem transzformé-
lédnak tenzorként. A képlet azonban minden koordindtarendszerben érvényes és a (13.6) szerint, amelyben
U vektorkomponens, Af* pedig tenzorkomponens, ez csak akkor lehet igy, ha R’fjkl egyszer kontravarians,
haromszor kovarians tenzor.

A sokasig egy tartoménya akkor és csakis akkor sik, ha a tartoményban Rfjkl = 0. A tenzorjelleg kovet-
keztében az egyenlGség vagy minden koordindtarendszerben igaz, vagy egyikben sem, ezért a gorbiiltség léte
vagy nemléte a sokasag koordinatarendszertdl fiiggetlen tulajdonsaga.

A Riemann-tenzor tisztdn kovarians alakjit természetesen az R;jr = ng_’; 1 képlet definidlja. Megmutatha-
té7 hogy 2 82 82 82

1/ 02q, . , ,
Rijit = 5 (8xjglsik * ay-géiz B axjgéfcl B (%vigjxlk) * g (L T = TiTG)- (138)

14. A Riemann-tenzor tulajdonsagai

n-dimenziés sokasidgon egy négyindexes tenzornak n* komponense van, de ha a tenzornak vannak szimmetriéi,
a fiiggetlen komponensek szama ennél kevesebb.
A Riemann-tenzornak hirom kiilénb6zé tipusd szimmetridja van, amelyek (13.8)-bol olvashatdk le:

a) Rijri = Riij ("szimmetria")
b) Rijri = —Rjirt = —Rijik = Rjuk ("antiszimmetria") (14.1)
¢) Rijri + Rigj + Rijr =0 ("ciklikussag")

Az Rijii = —Riji, antiszimmetria a Riemann-tenzor definiciéjanak a kovetkezménye. Az R;jn = —Rjin

antiszimmetria abbdl kovetkezik, hogy koérbevitelnél a vektorok hossza nem valtozik.
Valéban, az (U + AU)? = U? egyenléség legalacsonyabb rendben U - AU = 0-t jelent. Ha ide (13.6)-t
behelyettesitjiik, a

) 1 .
GmiU™ - AU" = —§ijk,lUmUﬂAf’“ =0
reldciéra jutunk, amely tetszoleges U-ndl csak R,k + Rjmii = 0 mellett teljesiilhet.

A fiiggetlen komponensek szdmanak meghatdrozasdhoz vegyiik észre, hogy R;jii-nek harom kiilénbozo
tipust komponense lehet.

Az a-tipusti komponensek legyenek azok, amelyekben minden index kiilonb6z6, mondjuk 1,2,3,4. A szim-
metria és az antiszimmetria figyelembevételével hdrom fiiggetlen R;;x; komponens van, amely ezeket az indexet
tartalmazza: Ri234, Ri1324 és Ri423. A ciklikussdg miatt ezek koziil csak kettd fiiggetlen, ezért n-dimenziéban
az a-tipusu fliiggetlen komponensek szama az n elembdl alkothaté negyedosztalyt kombinédcidk szamanak két-

szeresével egyenld:
e =2x (™ 7n(n—1)(n—2)(n—3)'
4 12
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Ilyen komponensek csak n > 4-nél fordulhatnak el6. A v, elébbi kifejezése ezt figyelembe veszi, mert n < 4-nél
eltiinik.

A b-tipust komponensek azok, amelyek harom kiilonb6zé indexet tartalmaznak, amelyek kozil az egyik
kétszer fordul els, példaul 1,1,2,3. Csak egyetlen ilyen fiiggetlen komponens van, pl. Rjs13. A b-tipusi

komponensek szama
n—1 nn—1)(n—2
yb——n><< 5 )__ ( 2)( )’

mert a kétszer eléforduld index n-féle lehet, a maradék két kiillonboz6 indexet pedig a tébbi (n — 1) indexbdl
kell kivalasztanunk.

Végiil a c-tipust komponensek azok, amelyek csak két kiillonb6z6 indexet tartalmaznak, mondjuk az 1-t és
a 2-t. Ilyen fiiggetlen komponens csak egy van, pl. az Ri212. A c-tipust komponensek szama nyilvan

~_(n\ _n(n-1)
= (z) =20
A Riemann-tenzor fiiggetlen komponenseinek szama tehat n dimenziéban a kdvetkezo:
L o 9
Cp=ve+uvy+v,= En (n®—1). (14.2)

Az antiszimmetria kovetkeztében a Riemann-tenzorbdél kontrakciéval csak egy méasodrendii tenzor képezhe-
t6, amelyet Ricci-tenzornak neveznek:

Roego = O i pm i (14.3)
gl — Avgil — ot axl im= lj Im~ij°* .

A (14.3)-bdl nem nyilvanvald, de a Ricci-tenzor szimmetrikus:
Rji = g™ Riju = 9" Ry = R,klkj = Ry;.

Tovabbi kontrakciéval kapjuk a Ricci-skaldrt: R = ¢g'R; = R;

Két dimenziéban a Riemann-tenzornak csak egy fliggetlen komponense van, amely c-tipusi. Milyen kap-
csolatban van ez a K Gauss-gorbiilettel?

Fejezziik ki mindenekelott a Riemann-tenzort olyan alakban, amelyben a tenzor komponensei az R Ricci-
skalar megaddaséaval rogzithet6k. Az R, ;i nyilvan felirhatéd

Rijri = (9irgj1 — 9ugjr) - A

alakban, mert a jobboldal kielégiti a Riemann-tenzor szimmetridit és tartalmaz egy szabadon megvalaszthat6
A(z) figgvényt. Kétszer egymds utdn kontrahdlunk, ekozben kihasznaljuk, hogy (8.4) szerint g} = 67 és ezért
a metrikus tenzor kontrakciéja a dimenziészamot adja eredményil. Ezt kapjuk:

le = gle R = 2A,

amelynek alapjan

1
Riju = §(gikgjl — gugir)R (n=2). (14.4)

Specialisan gomb esetében R-nek konstansnak kell lennie. Ezt igy lathatjuk be: Az R skalarfiiggvény, igy bér-
milyen koordinatarendszer felhasznalhaté a kiszamitdsahoz. Ezért akarmelyik P pontban akarjuk kiszamitani
R-t, a koordindtarendszert mindig felvehetjiik tigy, hogy a P azonos helyzetben legyen a koordinatarendszerhez
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képest (pl. legyen mindig az origéban). Ha ezt tessziik, akkor a gdmb pontjainak egyenértékiisége miatt a
gi;(P), a I’;-k(P) és az R;jii(P) komponensek szamértéke minden pont esetében ugyanaz lesz. Ebbél akér
(14.3), akdr (14.4) alapjan kovetkezik, hogy az R skaldr minden pontban ugyanaz a szam.

A 9. és a 12. fejezet képleteinek felhasznalasdval konnyen kiszamithatjuk a Riemann-tenzor barmely
komponensét, igy R-t is, és az R = 2/a® képletre jutunk: A gémb esetében tehat a Ricci-skaldr a Gauss-
gorbiilet kétszerese. Belathat6, hogy ez a kapcsolat érvényes barmely kétdimenzids felilletre: K = R/2.
Ennek a képletnek a segitségével konnyen felirhatjuk a (13.2) képletet, amelynek Gauss nevéhez f{iz6d8 eredeti
levezetése ma is méltan valt ki csodalatot.

Amikor n > 2, a Riemann-tenzor eléallithaté olyan alakban, amely lehetévé teszi, hogy a fiiggetlen kom-
ponensek egy részét az R;; komponensek értékének az eléirasaval adhassuk meg. Ennek érdekében keressiik
Riji-t az

Rijri = Aikgji — Augir + Ajgik — Ajrga + Cijr (14.5)
alakban, ahol A;; valamilyen szimmetrikus tenzor. Az els6 négy tag rendelkezik a Riemann-tenzor szimmet-
riatulajdonsagaival (az els6 és a masodik tag-par kiilon-kiilon kielégiti a ciklikussédgot), ezért C;jx; is ugyanilyen
szimmetridji. Vélasszuk meg az A;; mennyiségeket a ijil = 0 feltételbél. Ha ez teljesiil, akkor

Riy=Rj=A gy+(n—2)A;
R=2(n-1)A,

ahol A = A. Ezeket az egyenleteket megoldjuk Aj;-re:

1
Ajj=——=Rj —

R-q.
-9 ) 9jis

2(n—1)(n—2
és ezt a megolddst visszairjuk (14.5)-be:

1
R = P (Ringji — Ragjk + Rj1gik — Rjngt) —
] (14.6)

NOECE)] (9ikgit — 9ugik) R+ Ciju.

Az (14.6) jobboldaldn az %n(n + 1) darab R;; mennyiség énkényesen megadhaté. n = 3-nal ez hat kom-
ponenst jelent, ugyanannyit, amennyi a Riemann-tenzor fiiggetlen komponenseinek a szdma (C3 = 6), ezért
ekkor Cjji = 0. Térid6ében a Riemann-tenzor fiiggetlen komponenseinek a szama hisz, és Cjjr, amelyet Weyl-
tenzornak hivnak, méar nem feltétlentl zérus. Latni fogjuk, hogy az Einstein-egyenletek szerint az olyan téridé
tartomanyokban, amelyekben nincs anyag (se részecskék, se sugdrzds formdjaban), a Ricci-tenzor zérus, de a
gorbiilet nem tlinik el, mert a Weyl-tenzor kiilonbo6zhet zérustol.

A Riemann-tenzor komponensei k6z6tt minden metrikanal fennall a
ViR + ViR, + ViR =0 (14.7)

relacio, amelyet Bianchi-azonossdgnak neveznek.

Az azonossiag geometriai jelentése a kovetkezd: Képzeljink el egy infinitezimalis téglatestet, amelynek a
lapjain a pozitiv orientéciét ugy vessziik fel, hogy a lapokra kiviilr6l ranézve a pozitiv orientacié egyontetiien
az 6ramutaté jardsdval azonos (vagy egyontetiien azzal ellentétes) legyen. A lényeges pont itt az, hogy minden
él két szomszédos laphoz tartozik, és amikor a két lapot pozitiv irdnyban keriiljiikk meg, az élen egyszer az
egyik, masszor a masik iranyban haladunk végig.
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Vegyiink fel P-ben egy U vektort, amelyet sorban mind a hat lap mentén pozitiv irdnyban énmagaval
parhuzamosan korbevisziink. Amikor olyan lap keril sorra, amelynek P nem csicsa, a P-bol kiinduld él
mentén elvissziik a vektort a lap legkdzelebbi csticsdba, majd a korbevitel utan ugyanezen az élen visszahozzuk
P-be.

Nyilvanvald, hogy a leirt parallel transzportalasi sorozat kdzben mindegyik él mentén a vektort pontosan
ugyanannyiszor transzportaljuk az egyik, mint a masik irdnyban, és ezért az eljaras végén P-ben ugyanazt az
U-t latjuk viszont, amelyikb6l kiindultunk. Ezt a geometriai tényt fejezi ki a Bianchi-azonossag (a bizonyitast
mell6zziik).

A (14.7)-t az i, k indexpérban kontrahalva a

ViRji = ViRjm + ViR, =0

azonossagra jutunk, amelyet a j,1 indexparban tjra kontrahilva a gjlvinjlm = V{¢'"Rijim) = —V'Rim
atalakitas utan kapjuk a
y 1
VZ‘G” =0 Gij = Rij — §gi]‘R (148)

kétszer kontrahalt Bianchi-azonossagot, amely a G;; Finstein-tenzor divergenciamentességét fejezi ki tetszéleges
Riemann-sokasagon (a V,;U* skalar a divU = 0,U% 4+ 9,UY + 0,U* divergencia kovaridns megfelel6je). Ez
matematikai szempontbdl éppen olyan azonossag, mint a g;; — gj; = 0, csak fontosabb, mert divergenciira
vonatkozik, és a divergencidkkal megmaradasi tételek fejezhetdk ki. Latni fogjuk, hogy a Bianchi-azonossagnak
az energia és az impulzus megmaradasaban lesz fontos szerepe.

X ok ok

Fejezziik ki a gij, g, T%, R'j, Rijii, Ry valamint az R fizikai dimenzi6jat a koordinaték dimenziin
keresztiil.

Az ¥ dimenzi6jat jeloljiik [i]-vel és induljunk ki abbél, hogy az fvelem hossztisdg dimenziéji: [ds?] = L2.
Ennek alapjan kénnyen igazolhatd, hogy minden geometriai dimenziéban

L iy _ L] iy [
[gz]} M [j] ’ [g } L2 ’ [ ]k} []] [k]
J IR %
Fowl = G P = G
1 1
[Rj]:m- [R]:ﬁ'

Figyeljiik meg, hogy R dimenzidja tetszéleges dimenzigji koordinatak mellett minden geometriai dimenziéban
egyontetiien 1/L2-el egyenld.

15. Példa: A 2D pszeudogomb

A 2D g6mb gorbiiltsége olyan egyszerii, hogy nincs értelme kiilon foglalkozni vele. Vizsgaljuk meg inkabb
helyette a
—2? —y? 4+ 2% =d? (z > 0) (15.1)

feliilet tulajdonsagait. Vezessiik be a polarkoordinatékkal analég 7, ¥, ¢ koordinatékat az

x = 7shi cos ¢ y = rshising z=rchd (¥ > 0) (15.2)
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képletekkel, amelyekben a feliilet egyenlete 7 = a, ¥ és ¢ pedig feliileti koordinaték.

A 3D euklidészi térben a (15.1) 4ltal leirt feliilet forgdsi hiperboloid. Sokkal érdekesebb feliiletre jutunk
azonban, ha azt tételezziik fel, hogy a (15.1) &ltal meghatdrozott feliilet nem a 3D euklidészi térbe, hanem a
3D pszeudoeuklidészi térbe van beagyazva, amelynek metrikaja

di? = dz? + dy? — dz? azaz oo = Gyy = —Gz> = L. (15.3)

Ez a pszeudoeuklidészi tér csupan matematikai segédeszkoz, semmi koze a térid6hoz. A bevezetését az indo-
kolja, hogy — mint mindjért 14tni fogjuk, — az ide bedgyazott (15.1) felillet metrikdja pozitiv definit, vagyis
olyan feliilet, amely elfogadhaté vilag a "laposlények" szamara, akiket egyaltalan nem érdekel, hogy a vilaguk
mibe van bedgyazva.

Ha a (15.2)-b8l 7 = a mellett kiszdmitjuk a dz, dy, dz differencidlokat és behelyettesitjiik 6ket (15.3)-ba, a

di? = a®(dv? + sh? 9dy?) (15.4)
ivelemnégyzetre jutunk, amelybdl leolvashatjuk a feliilet metrikus tenzorat:
9gy = a Jop = a?sh? 9. (15.5)

Az 6sszehasonlitds a (9.6), (9.7) képletekkel mutatja a kozeli rokonsdgot a 2D gémbbel.
Szamitsuk ki a felilletiink Gauss-gorbiiletét! A K = R/2 képlet, valamint a (14.4) alapjan i = k = 9,
7 =1 = p valasztas mellett
K= Boete _ Bogoe
95990 a*sh?9

A szamlélé kiszamitasahoz sziikség van a konnexiés koefficiensekre, amelyek a kovetkezék:

r?, = —shdchd % = —cthd, (15.6)

A (13.8) szerint ekkor

Rio5, = 2 992 gw(FS@)Z = —a®-sh? 9.
Ezt K képletébe behelyettesitve kapjuk a K = —1/a? végeredményt.'6

A feliilettiink gorbiilete tehat éppentigy konstans, mint a gémbé, csak negativ: minden pont nyeregpont. Ez
a tulajdonsig indokolja a pszeudogémb elnevezést.

Az analégia azonban még mélyebb: A pszeudogémb épplgy maximélisan szimmetrikus feliilet, mint az
euklidészi sik és a gomb, de jobban hasonlit a sikhoz abbél a szempontbél, hogy a térfogata végtelen'”. Ezt a
tulajdonsdgot emeli ki a feliilet masik neve: Bolyai-sik.

Az zyz koordinatédkban a ¢gz» = gyy = —g.». = 1 metrika figyelembevételével konnyen igazolhatjuk, hogy a

Kga) = (0’ —%, _y) K(zb) = (Zv Oa :E) ch) = (_y7 x, 0)

mezdk kielégitik a Killing-egyenletet. Ahhoz azonban, hogy a Bolyai-sik Killing-mezdi legyenek, érintenitik kell
a (15.1) feliiletet, vagyis mindharom mez6nek ortogondlisnak kell lennie a (15.1) normalisara.

16Fzt az eredményt meg lehet kapni kdzvetleniil a gémbre vonatkozé megfeleld képletekbdl a z —» iz, a — ia, ¥ —> 0
helyettesitéssel (i a képzetes egység), mert a képletek a szébanforgd valtozok komplex értékeinél is érvényesek.

17Szamunkra a gémbnek és a pszeudogémbnek felszine van, de a "laposlények" szempontjabél ez térfogatnak szadmit. Mivel a
nézépontunk elsésorban a laposlényeké, ezért ilyen esetekben a térfogat sz6t hasznéljuk
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Ha az (z, y, 2) és az (x + dz, y + dy, z + dz) pont az f(x,y,z) = konst felilleten fekszik, akkor g—fdx +
x

0 0

8—fdy + a—fdz = 0. A felillet n normalvektora merdleges erre a (dx, dy, dz) elmozdulds-vektorra: n - dx = 0.
Y z

A két képlet 6sszevetésébdl kapjuk n kovaridns komponenseit!'®:

oF o o1 ) . (15.7)

(n:m ny7 nz) = (8357 @, &

Esetiinkben f(z, y, z) = —a? —y® + 2%, igy (na, ny, n.) =2 (—x, —y, +2) és ekkor mindharom K vektor
merdleges n-re: n- Ky =n;K¢y=0.
A pszeudogémb térfogatat ugyanigy lehet szdmitani, mint a gémbét. Az ivelemnégyzet a két esetben a
kovetkezo:
a?(d¥? +sin® 9 dp?) 0 <9 <7 a gdmbnél,
2 = ) ) ) (15.8)
a?(d0? +sh* 9 dp?) 0 <9 < 0o a pszeudogdmbnél.

A gémb esetében a (J,9 + dv) sdv térfogata (felszine) a ¢ = konstans kor hosszdnak, 2ma sin ¥-nak és a siv
ad¥ magassaganak szorzatéval egyenls. Az egész gomb "térfogatét" (felszinét) ¢ szerinti integraldssal kapjuk:

Vo = / 2rasind - a - dd = — 27a> (:0519|Z)r = 47a?.
0
A pszeudogdmb esetében ugyanezzel az eljarassal azt taldljuk, hogy

‘72:/ 27ash?d - a-dd = .
0

* ok ok

Eddig azt hittiik, hogy a haromdimenzids szemléletiink szamara minden kétdimenzids feliilet hozzaférheto.
A Bolyai-sik esetében nem ez a helyzet: Képtelenek vagyunk elképzelni olyan feliiletet, amelynek ugyanolyan
szimmetriai vannak, mint az euklidészi stknak és minden pontja nyeregpont. Ennek az az oka, hogy — mint
Hilbert 1900-ban bebizonyitotta, — a Bolyai-sikot nem lehet a 3D euklidészi térbe bedgyazni.

Ha a laposlényeknek a geometriai tapasztalat azt sugallja, hogy a vilaguk maximélisan szimmetrikus, akkor
a matematikusaik r4 tudnak jonni, hogy a vildguk gorbiilete konstans, és vagy pozitiv (gomb), vagy negativ
(pszeudogbmb), vagy nulla (sik). De ha a vildguknak csak elenyészéen kis részét népesitik be, akkor nagyon
nehéz valasztaniuk a harom lehetdség kozott, mert a gorbiilet csak elég nagy méretli tartoményokban vehetd
észre.

Elhatdrozhatjak példdul, hogy megmérik az r sugard korok K(r) keriiletét. Ha kisebbnek talaljak, mint
27rr, akkor gomboén élnek (mert r = ¥ és K(r) = 2nasin(r/a) < 27r), ha nagyobbnak, akkor pszeudogémbon
(mert r = av és K(r) = 2mash(r/a) > 27r), ha pedig pont 27r-nek, akkor eulidészi sikon. Ok ezt tigy fejezik
ki, hogy az els6 esetben a vildguk zart, a masodikban (és a harmadikban is) nyitott. De ez nagyon nehéz mérés,
mert nagyon nagy koroket kell lemérni és — mivel a vildguknak csak nagyon kis tartoméanya lakhaté, — nem
is tudnak megnyugtatéan doénteni.

Mi is ugyanebben a helyzetben vagyunk a sajat Univerzumunkkal.

18Ebben a gondolatmenetben csak az n irdnydnak van jelentsége, ezért az n norméjival nem foglalkozunk.



16. AZ ALTALANOS RELATIVITASELMELET TERIDEJE 45

16. Az altalanos relativitaselmélet térideje

A specialis relativitaselmélet térideje pszeudoeuklidészi sokasag. Minkowski-koordindtakban az ivelemnégyzet
a kovetkez6

ds® = Adt* — da® — dy® — dz* = (d2°)? — (dz')? — (d2?)? — (da®)? = n;jda'da?, (16.1)
ahol
1 ha i=j=0,
mj=4{-1 ha i=j=1 23, (16.2)
0 ha i#yj

a Minkowski-szimbolum (az g helyett az 7y = ¢*npp komponenst is fogjuk hasznalni).
A relativitaselmélet térideje a specialis relativitaselmélet téridejének gorbiilt valtozata, amelyben

ds? = g;jda’dx?. (16.3)

A metrikus tenzor most indefinit, mert ds? lehet akarmilyen eldjelii, s6t nulla is: Az altaldnos relativitaselmélet
térideje pszeudoriemann sokasdg.

c sz

szintjén alig van eltérés kozottitk: A d;; Kronecker-szimbélumot mindentitt az n;; Minkowski-szimbélummal
kell helyettesiteni, ahol metrikus tenzor értelemben fordul el§ (és a latin idexekre az 6sszegzést a 0,1,2,3 értékek-
re kell érteni). Tgy (8.8) jobboldaldn a Kronecker-szimbélum helyébe Minkowski-szimbélum keriil. A lokélis
koordinatabdazist ekkor pszeudoortonormaltnak hivjuk. Az ott megfogalmazott tétel tehat most a kévetkezs: A
téridé barmely P pontjahoz valaszthatd olyan koordinatarendszer, amelyben

, 8.91" i ..
9i;(P) = mi; és 83@’1 =0 vagy I (P) =0 (Vi, 4, k) (16.4)
P

(lokdlisan Minkowski-koordindtdk). A gorbiiletlenség Riemann-féle kritériuma (13. fejezet) pedig a kovetkezd
lesz: A térid6 akkor gorbiiletlen, ha felvehet rajta Minkowski-féle koordindtarendszer (vagyis olyan koordind-
tarendszer, amelyben mindeniitt g;; = 7;;)

A Riemann és a pszeudoriemann sokasdg kozotti kiillonbség abszolit, mert a Riemann-sokasiag és a téridé a
metrikus tenzor g determinansanak eléjelében kiillonbozik egymastol, és ez az eléjel koordinatatranszforméacioval
nem valtoztathaté meg. Ezt {gy lehet beldtni:

0x* Ox! N
A gijr = 9zt oz’ Ik képletben tekintsiink minden tényezét matrixnak: §’ = Mg(M)T1°. A jobboldali
¥ Oz
k
x
matrixszorzatban M, = 907 a T pedig transzponalast jelent. Ismeretes, hogy matrixok szorzatanak deter-
o

minansa egyenlé a determindnsok szorzatéval és M1 = M, ezért ¢ = M?g, amelybél kovetkezik, hogy ¢’ és g
eléjele nem kiilonbozhet egymastol.

A Riemann-sokasigon g > 0, mert lokdlisan Descartes-koordinatdkban g = 1 és minden ponthoz taldlhaté
ilyen koordindtarendszer. Hasonléan, a téridén g < 0, mert lokalisan Minkowski-koordindtdkban g = —1 és
minden ponthoz tartozik ilyen koordindtarendszer.

A g el6jelének invariancidja azonban nem zarja ki, hogy a térid6 barmely kivalasztott pontjaban a metrikus
tenzort egy alkalmas koordinatatranszforméciéval az 7;;, egy masik koordindtatranszforméaciéval pedig az 1; =

19Az A métrix determindnsa A.



16. AZ ALTALANOS RELATIVITASELMELET TERIDEJE 46

—1);; alakra lehessen hozni, mert a két tenzor determindnsa egyenld egymadssal. Beldthaté azonban, hogy ha a
metrikus tenzort koordinatatranszforméacioval egy pontban t6bb kiilonb6z6 diagondlis alakra lehet hozni, akkor
a pozitiv és a negativ elemek szdmédnak a kiilonbsége (szignatira) mindegyik diagondlis alakban ugyanannyi.
Az n;; szignatirdja -2, az ngj—é +2, ezért csak az egyik diagonalis alak lehetséges. Az mar konvencié kérdése,
melyik lehetéséget valasztjuk?C.

A radikalis ijdonsdg a Riemann-geometridhoz képest az, hogy a téridében harom kiilonbozé tipusiu vektor
létezik: iddszerti (V2 > 0), térszertt (V2 < 0) és fényszerti (V2 = 0). Az érintévektor tipusa szerint a
vildgvonalak (igy nevezziik a téridébeli gorbéket) szintén lehetnek iddszeriiek, térszerliek vagy fényszertiek, és
a tipus valtozhat, ahogy haladunk a vildgvonalon.

A geodetikusokon azonban V2 éllandé, ezért minden geodetikus hatérozottan az egyik tipushoz tartozik.
X3

"E 7’
) hatéarozza
A1

Mindegyik tipus kielégiti a geodetikus egyenletet és a kezdéfeltételként megadott V(\y) = ( )

meg, milyen tipust lesz a megoldas.

* ok ok

Osszefér-e ez a téridé az ekvivalencia-elvvel?

Az ekvivalencia-elv szerint minden szabadon forgdsmentesen gravitdlé irhaj6 egy Z lokélis inerciarendszer.
A fizikai jelenségek nyelvén ez azt jelenti, hogy silytalansdg van, a nyugvé giroszképok tengelye folyamatosan
az lrhajé faldnak ugyanarra a pontjara mutat, a fénysebesség minden irdnyban c-vel egyenld. Matematikai-
lag pedig annyit jelent, hogy — mint minden inerciarendszerben — az {irhajéban is felvehetiink Minkowski-
koordinatakat, amelyeket a 2. fejezetben irtunk le. Elképzeliink egy XYZ koordindtarendszert, amelynek az
origbja valahol az Grhajé kozepén van és a koordinatarendszerben nyugvéd idealis érakat, amelyeket annak
alapjan szinkronizalunk, hogy a fénysebesség minden irdnyban c-vel egyenl. Ebben a koordinatarendszerben
természetesen g;; = 1;;.

A térid6 azonban, amelyben az {irhajé mozog, altaladban gorbiilt, ezért nem létezik benne olyan koordi-
natarendszer, amelyben a g;; = 7;; egyenléség mindeniitt teljesiil. Ahhoz azonban, hogy az {irhajé lokalis
inerciarendszer legyen elegendd, ha ez a relaci6 az {irhajoban érvényes.

Pontositsuk ezt a kévetelményt! Tegyiik fel, hogy a g;; = 7;; egyenléség pontosan teljesiil az XYZ koor-
dindtarendszer origdjaban és ha g;;-t az origd koriil Taylor-sorba fejtjiik x,y, z szerint, akkor a Taylor-sorban
nem lépnek fel linedris tagok (9g;;/0x%|o = 0):

1 32g“
gij(7,y,2) = 771‘j+§ ( ax;J

329' . 2

2 13

2

o . Byo=

2% + g
0 0x0y

o2+ gij
0 dy?

2
0 0z

0 0x0z

(a g;; argumentuméban a ¢ id6t mindeniitt elhagytuk). Ha ez teljesiil, akkor egy kisméretii tirhajéban g;; ~ n;;
Ez a matematikai kritériuma annak, hogy az firhajé lokalis inerciarendszer legyen?!.

A téridében az XYZ koordinatarendszer origbja egy G geodetikust ir le, amelyet az {irhaj6 vildgvonalanak
fogunk tekinteni. Ez a geodetikus idészerti, vagyis V2 > 0. Ezt abbdl allapithatjuk meg, hogy G egyenlete a

valasztott koordinatarendszerben
t = A? x = 07 y = 07 Z = O’ (16'5)

amelynek érintévektora
V=V, V* VY V) =(1,0,0,0).

20 A Riemann és a pszeudoriemann sokasig abszolut kiilonbozésége ebbdl a tételbdl is kovetkezik.
21 A kidolgozott elméletben meghatérozhaté, hogy egy adott jelenség szempontjabél egy adott méretii {irhajé milyen pontossiggal
inerciarendszer.
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igy V2 = nijViVj =Mt = C2 > 0.

A geodetikus hipotézis szerint a szabadon mozgd objektumok geodetikusokon mozognak. Ezt most ponto-
sithatjuk azzal, hogy a palyanak iddszert; geodetikusnak kell lennie.

Az eddigi gondolatmenet lényegét tomoren igy foglalhatjuk Ossze: Ha az ekvivalencia-elv igaz, akkor a
téridé minden iddszeri G geodetikusahoz talalhaté olyan koordindtarendszer, amelyben

. 9gij
9i5(G) = mij és Dk

=0 vagy TU(G)=0  (Vi,j,k). (16.6)
g
A térid6 tehdt akkor fér Ossze az ekvivalencia-elvvel, ha matematikailag igazolhatd, hogy a pszeudoriemann
téridé minden G iddszerii geodetikusédhoz taldlhaté olyan koordindtarendszer, amelyben (16.6) teljestl.

Megmutathatd, hogy ilyen koordindtarendszer tényleg mindig van. A (16.6)-t kielégité koordindtdkat
Fermi-koordindtdknak hivjuk. Ez a matematikai tétel a (16.4)-ben egyetlen P pontra megfogalmazott tétel
altalanositasa egy G geodetikusra.

Az {irhajé mozgéasat pl. a Nap koril természetesen nem a Fermi-koordindtdkban, hanem polarkoordi-
natdkban targyaljuk, amelynek az origdja a Nap kozéppontjaban van. A G ebben a koordinatarendszerben
csavarvonal az x0 tengely koriill. A Fermi-koordindtakat az {irhajésok hasznaljdk az {irhajén belill végzett
fizikai kisérleteik matematikai leirasahoz.

A parhuzamos elterjesztés (11.3) egyenlete a G-n torténd elterjesztésnél Fermi-koordindtdkban a I‘j- :(G)=0
i
kovetkeztében a

= 0 egyenletre redukalédik. Mivel (16.5) szerint A = ¢, ezért a G-n az elterjesztés a t id6

fiiggvényében torténik. Ha tehdt egy origdbeli vektor XY Z komponensei idében &llanddk (ez a helyzet pl. a
giroszkdp tengelyének az irdnydval), akkor a G kiilonb6z8 pontjaihoz tartozé vektorok a parhuzamos elterjesztés
értelmében pdrhuzamosak egymdssal és barmelyik masik koordinatarendszerben is kielégitik a parhuzamos
elterjesztés egyenletét (amelyben ez az egyenlet mar kordntsem redukalédik egyszer(i derivalasra a vildgvonal
paramétere szerint).

Ez vonatkozik természetesen az XYZ koordindtarendszer bazisvektoraira is az origéban. Mivel ezek az
irdnyok folyamatosan (minden ¢-ben) ugyanabban a pontban dofik 4t az {irhajé falat, ezért az egész {irhajora
is igaz, hogy az orientacidja idében a parallel transzportalds szabalydnak megfeleléen valtozik.

Roviden: Amikor egy drhajé forgismentesen halad a G geodetikuson (tehdt inerciarendszer), akkor a hozzd
képest nyugud iranyok kielégitik a parhuzamos elterjesztés egyenletét G-n. Ebben all a parhuzamos elterjesztés
egyenletének fizikai interpretacioja.

Ebben a megallapitdsban a forgdsmentesség azt jelenti, hogy az irhajoban (az Z lokdlis inerciarendszerben)
nyugvo giroszképok allandén az lirhajénak ugyanarra a pontjara mutatnak, vagy — mas szavakkal — az
tirhajéban nem [ép fel centrifugdlis és Coriolis erd. Az igy értelmezett forgdsmentességet foucault-i értelemben
vett forgdsmentességnek nevezziik, mert Foucault nevezetes ingakisérletében a Fold forgasat abbdl allapitotta
meg, hogy a kisérlet vonatkoztatasi rendszerében fellépett Coriolis erd, amely forgatta az inga palyasikjat.
Létezik egy masik, kiilsé értelemben vett forgasmentesség is: Az, ha az tirhajo orientacidja allandoé a csillagos
éghez képest. Ezt kopernikuszi értelemben vett forgasmentességnek fogjuk hivni. Amikor csak forgdsmentességet
mondunk, mindig foucault-i értelemben értjiik.

A specidlis relativitdselméletben az objektumokhoz (gondolatban vagy valdsdgosan) rogzitett idedlis 6ra
altal mutatott id6t sajatidonek neveztiik és 7-val jeloltiik. Ezt a definiciét az altalanos relativitaselméletben is
fenntartjuk. A sajatid6 fogalmat a Fermi-koordinatékra alkalmazva megéllapithatjuk, hogy a Fermi-koordina-
tarendszer t koordindtaideje azonos a G geodetikus sajatidejével, mert mindkettét az XYZ Fermi-koordindtak
origdjdban nyugvé idedlis éra mutatja (vagy mutatnd, ha tényleg ott lenne).

A Fermi-koordinatarendszer tengelyeit elképzelhetjiik a Descartes-tengelyekhez hasonléan egymaésra mer6-
leges egyenesekként(ld. a 3. 4brdt, amelyen természetesen a z-tengelyt mdr nem tudtuk &brézolni). A G
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geodetikus maga a ct tengely. A metrikus tenzor csak ezen a tengelyen egyenlé pontosan n;;-vel, de a ten-
gely valamilyen véges kis kérnyezetében jol kozelitheté a Minkowski-szimbélummal. A koordinatarendszerben
feltiintettiik az irhajo téridobeli helyzetét két sajatidé-pillanatban.

ct=ct

*

@\

/

> x
/0
y

3.4bra

\%/

Az {irhajosok a gyorsuld (nem geodetikuson mozgd) {irhajéban is ugyantgy rogzitenek koordinatarendszert
a kabinjukhoz, mint a szabadon gravitil {irhajéban. Az origdéban a metrikus tenzor most is a Minkowski
szimbolummal lesz egyenld, de a konnexios koefliciensek kiilonbozni fognak zérustdl és tehetetlenségi erékre
vezetnek. Az a bizonyitas ugyanis, amellyel be tudjuk latni a Fermi-koordinatak létezését, csak geodetikusokra
érvényes.

Ebbdl latszik, mennyire nem trividlis az a kovetkeztetésiink, hogy a pszeudoriemann téridé Osszefér az
ekvivalencia elvvel. A 2D gémbre vonatkozdan példaul az itt targyalt matematikai tétel azt jelenti, hogy olyan
koordinatarendszer létezik, amelyben egy adott f6kor mentén g;; = d;; és F§ . = 0, de a fékorrel paArhuzamos
szélességi korokhoz ilyen tulajdonsdagi koordindtarendszer nem taldlhatd. A szemlélet szaméra egyéaltaldn nem
evidens a két eset kozotti kiilonbség.

* ok ok

Az ekvivalencia-elvnek fontos szerepe van az altalanos relativitdselmélet fizikai interpretaciéjaban. Akkor
hasznalhaté eredményesen, amikor olyan kérdésre keressiik a valaszt, amely a térid6 kis tartoményara vonatko-
zik. Ilyenkor t6bbnyire célszerii a szobanforgd tartoményt egy "véletleniil éppen ott 1évG" lokalis inerciarendszer
belsejének tekinteni és koordindtarendszerként az ehhez tartozé Fermi-koordindtakat vilasztani.

Lattuk példaul, hogy a specialis relativitaselmélet inerciarendszereiben Minkowski-koordindtdkban a sajat-
id6 megvaltozasat a

Adr? = Adt? — dz® — dy? — d2? = ds®

képlet hatdrozza meg. Az ekvivalencia-elv alapjan ennek a képletnek érvényben kell maradnia az altaldnos re-
lativitaselmélet lokalis inerciarendszereiben is Fermi-koordinatédk hasznalata esetén. Mivel azonban mind ds?,
mind d7 invarians, ezért a

cdr? = ds* = g;;da’dr? (16.7)

egyenl6ség valéjaban minden koordinatarendszerben érvényes barmely idészerii vildgvonal barmely infinitezi-
malis szakaszara.
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Az idészerti vildgvonalakat leggyakrabban a sajatidével parametraljuk: z* = (7). Ekkor

dx® da? ijdatde?  ds®
rodr _ giyarar’  4sT o konstans, (16.8)

V2 =g, V'V = g, —
9ii Y5 4r dr dr? dr2

ezért a geodetikus egyenletben fliggetlen valtozéként szabad 7-t hasznélni (a sajdtidé affin paraméter).

17. A Nap koriili kozelitéo metrika a geodetikus hipotézis alapjan

A Nap koriili téridé metrikajat az Einstein-egyenletek alapjan fogjuk majd pontosan kiszdmitani. Ebben a
fejezetben korlatozottabb célt tlizlink ki: Azt kivanjuk megmutatni, hogy a Kepler-palydkat lehet geodetiku-
soknak tekinteni. Masképpen megfogalmazva ugyanezt: Megprébaljuk "kitalalni" a téridé metrikajat abbol a
kovetelménybdl kiindulva, hogy a bolygdépalydk legyenek geodetikusok. A gondolatmenet a kovetkezo lesz:

1. El6szor felirjuk a specidlis relativitaselmélet sik téridején a geodetikusok egyenleteit — a szabad tomeg-
pontok mozgasegyenleteit, — polarkoordinatakban.

2. Ezekben az egyenletekben elvégezziik azt a modositast, amely a

_GM
r

d = (17.1)

gravitacios potencidlban mozgd tomegpont mozgasegyenleteivé valtoztatja Oket.

3. Megkeressiik azt a legegyszer{ibb metrikus tenzort, amely mellett ezek az egyenletek geodetikus egyenletté
valnak.

Polarkoordinatakban a geodetikus egyenletek dltaldnos alakja a kovetkezd:

dct , dat dad

ar Tl g =
P i
dr2 Udr dr

o (17.2)
&9 | o detdel
dr2 Udr dr

dzi T% da’ dﬁ —
dr? Ydr dr ’

amelyekben ¢ = (20, 2, 22, 23) = (ct, r, ¥, ). Tomegpontok mozgasardl 1évén szé paraméterként a sajatidot
hasznaljuk.
A sik téridé metrikaja polarkoordinatakban a kovetkezs:

1 .
goo = —59u = 1, Grr = —1, oy = —12, Gpp = —17 sin? V. (17.3)

Az ehhez tartozo konnexios koefficiensek koziil azok, amelyek a t indexet tartalmazzdk mind nulldk, a tobbi
konnexids koefficiens pedig a (10.11)-ban taldlhat6é meg.
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dt
Az (17.2) elsé egyenletében az Gsszes konnexids koefficiens zérus, ezért P konstans. A dr és a dt
T
ardnyossaga miatt (17.2) tobbi egyenletében T helyettesithetd t-vel:
d2r dv\> 5 o [do\?
-z ] —rsin?y9 (| =) = 17.4
i T(dt) 7 sin (dt> 0 (17.4)
d2v dp\? 2 dr dv
—ginYcos? [ == [ ——— 17.
oz~ sindcos (dt> + C o dl 0 (17.5)
d*>p 2 dr dyo dy dy
— 4+ - — — +2ctgd — — =0. 17.6
@z v a T (17.6)

A @ gravitdcids potencidlban mozgd tomegpont (nemrelativisztikus) mozgasegyenletei ezektél az egyenle-
tekt6l két pontban kiilonboznek.

Eloszor is a t-szerinti derivalas helyett vissza kellene allitani a 7-szerinti derivalast, mert a gravitacios
mozgasban — a kormozgas kivételével, — v # konstans. A bolygémozgds esetében azonban v < ¢, ezért nagy

d
pontossaggal dit- =1 és a geodetikus egyenletekben mégis meg lehet hagyni a t-szerinti derivalast.

dd
Az (17.4) baloldaldhoz tovabba hozza kell adni a I tagot. Ez azonban csak akkor van igy, ha a silyos
r

és a tehetetlen tomeg egyenls. Ellenkezd esetben az 0j tag hozzdadasa elétt (17.4)-t be kellene szorozni az

m tehetetlen tomeggel és ezutan kellene az m* — tagot hozzdirni. Az igy el6allé egyenlet mar biztosan nem

r
tisztan geometriai objektumot — geodetikust — irna le.
De elsé latasra még m = m* mellett sem kapunk geodetikus egyenletet! Ha ugyanis (17.4)-ben a jelzett

atalakitast elvégezziik, a
d?r v\ > , . (do\? do
— —r|— ) —rsin®d | — — =0 17.7
az " (dt) rsm (dt o (17.7)
 da )
, , y , ) o Y dt o dt
alakd, mert hidnyzik bel6le a két sebesség szorzata. Amikor azonban a 7 paramétert ¢-vel kozelitjik, a sebesség

dt o ? o
t-komponense pTi 1-el egyenld, ezért a o tagot tekinthetjik I'f () =I'},-nek: I'}, = e A metrikus
T r

egyenletre jutunk, amelyben az utolsé tag nem a geodetikus egyenletek szerkezetének megfelelo T’

dt
tenzort tehat gy kell megvalasztani, hogy teljesiiljon a

1 agrf 89# d@
,==¢"(2—=— - — ) =— 17.8
=59 ( ot or dr ( )
relacio. 5
Logikus feltenni, hogy a statikus Nap koriili téridé geometridja is statikus, ezért g;t =0,ésigy g" = —1
0 dd
koévetkeztében % = 2d—, ahonnan ¢;; = konstans + 2®. A konstansot c?-nek kell valasztani abbdl a
r r
kovetelménybdl kiindulva, hogy r — oco-nél g;; menjen at a sik téridé (17.3) metrikus tenzordba. Igy végiil
1 29 r
= —q,=1 =1— 79’ 17.9
goo = 5 9u + 2 , (17.9)
ahol

(17.10)
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az M-tomegl Nap gravitdcids sugara.
A metrikus tenzor t6bbi komponense ugyanaz, mint (17.3)-ban, ezért az {velemnégyzet a kovetkezd:

ds? = (1 — %) 2 dt? — dr? — r?dv? — r?sin? 9 dp? =

= (1 - %g) A dt* —da? — dy? — d2* = (17.11)

- (1 _ @) 2 dt? — di?.
T

Mint latjuk, kozelité targyaldsunkban a metrikus tenzort a & gravitdcidés potencial hatdrozza meg. A
newtoni gravitacié elméletben ez a ® — mint minden potencidl — csak additiv konstans erejéig van régzitve.
A ggp-ban azonban ilyen szabadsdg nincs, mert az additiv allandot meghatarozza az a kévetelmény, hogy a
végtelenben ggg tartson 1-hez.

Az (17.11) metrikdju térid6 gorbiilt, mert a Riemann-tenzornak vannak zérustol kiilonb6z6 komponensei:

Tg o 7y sin? 9

.
R =4 Ropy=—2L R, =

.rOr 7"3 e .p0p o (1712)

Az (17.11)-b6l leolvashaté metrikus tenzor determindnsa csak az r > r, tartomdnyban negativ, ahogy a
téridén lennie kell (16. fejezet), ezért az r < r, tartomdnyban (17.11) biztosan hibés. Ezen nem lepédhetiink
meg, hiszen a bolygdk, amelyek palyaibél (17.11)-t kiolvastuk, mind az r > ry tartoményban mozognak. A
Nap tomegére ugyanis r, értéke minddssze 2.7 km (a Fold tomegével szdmolva kb. 1 cm-t kapnénk).

Az r, kicsisége miatt (17.11) szerint a térid6 gorbiilete a bolygdpalyak tartomédnyaban nagyon kicsi (bar
igazabdl nincs mihez viszonyitani, mert a sik téridére a Riemann-tenzor komponensei nulldk). Ez azért lehet-
séges, mert a bolygépalydk maguk majdnem egyenesek, amikor a téridében szemléljiik 6ket. Itt ugyanis nem
zért gorbék, hanem olyan "csavarvonalak' a t-tengely koriil, amelyek menetmagassdga (A) sokkal nagyobb,
mint a sugara (r). A foldpdlya esetében pl. A =1 év, r = 7.6 fényperc, igy A/r ~ 107>, ami egy 1 km
menetmagassagi, 1 cm sugari csavarmenetnek felel meg.

Az ry/r ardny kozvetleniil osszefiigg a bolygok sebességével. Egy koralaki bolygépélya sugarat az mo?/r
centripetalis erd és az mMG /r? gravitaciés eré egyenlésége hatdrozza meg, amelybdl

v2 17,
— = = =, 17.13
2 27 ( )

Ez az egyenl6ség nagysagrendileg az ellipszis alakt palydkra is érvényes.

18. Az ikerparadoxon a Fold gravitaciés terében

A 3. fejezetben sz6 volt az ikerparadoxonrdl és arrdl, hogy a (3.3)-t az dltaldnos relativitdselméletben altald-
nositani kell. Ezt most megtessziik.

Inditsunk rakétat a foldfelszinrdl fiiggélegesen folfelé és tegyilik fel, hogy a rakéta a foldon nyugvo éra
szerint A7y id6 mulva érkezik vissza a starthelyre. A Fold forgasatdl az egyszerliség kedvéért tekintsiink el. A
palya egyenlete az eléz6 fejezetben hasznélt koordinatarendszerben, amelyet most a Foldre vonatkoztatunk, a
kovetkezo:

r =R+ h(t), h(t) >0, h(0)=h(T)=0

(R a foldsugar). A T az utazas alatt eltelt koordindtaidd, amelyet a

1 / 2MG
ATy = 1— ———
2 /(; d C2R
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egyenlet alapjan lehet A7o-bél kiszamitani.
A rakétan eltelt sajétidét a (3.3) kovetkezd altaldnositdsa fejezi ki:

T T T
sn= [Car= [T [ (002 e
0 € Jo ¢ Jo c
T 2 T 2
:/ dt 1+%—% ﬂ :/ dt 1_%_i @ )
0 N AN 0 (R+h(t) ¢ \dt

A visszaérkezés utan a Foldon marado ikertestvér A7 = Aty — A7y id6vel lesz id6sebb, mint az utazé. Az
elébbi két képlet alapjan
dt R(R+ h(t))

1 T
AT :—2/ dt ~
& Jo /172MG+ LG 1 @2
AR E(R+h(t) 2\ adt (18.1)

1 /T 1 2
z J, 2 \at R+ h(t)

ahol g = MG/R? a gravitéciés gyorsulds a foldfelszinen. A h(t) palyatdl fiiggden A7 barmilyen el6jelii lehet,
ezért — a specialis relativitaselmélettel ellentétben — nem bizonyos, hogy a Fo6ldon maradé testvér lesz az
oregebb.

A (18.1) képlet helyességét a NASA a GP-A (Gravity Probe A) programja 70 : 10° relativ pontossiggal
igazolta.

<dh>2 — om0

)

Megmutathatd, hogy két egymaéshoz képest idészerti eseményt Osszekoto idészert vilagvonalak koziil a
geodetikuson a leghosszabb a sajatidé. A NASA kisérletben a két esemény a rakéta induldsa és visszaérkezése
volt. Ha a hajtémii csak nagyon rovid ideig mitkodott (vagyis a rakéta csaknem végig geodetikuson mozgott),
akkor a rakétan elhelyezett 6ran telt el hosszabb id6.

19. A szabadon mozgé tomegpont

A szabad tomegpontok iddszerli geodetikusokon mozognak, amelyeket a sajatidével parametralunk. A geode-
tikus ]
_dx'
Cdr
érintévektora a tomegpont négyessebessége. Mint lattuk, V2 = ¢2. Ez ugyanaz a négyessebesség, amelyet a
specidlis relativitaselméletben vezetnek be. Egy 7 lokalis inerciarendszerben ugyanis, amely éppen "keresztezi"
a tomegpont palyajat, a geodetikusnak az a révid szakasza, amely Z-n beliilre esik, az ekvivalencia elv alapjan
egyenes vonal (més szakaszok mds lokélis inerciarendszerekben egyenesek), és az Z-hez rogzitett Minkowski-

Vi

(19.1)

2
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koordindtdkban dr = dty/1 — v?/c®. Ennek megfeleléen??

Tdr \ dt dt’ dt’ dt
= (c/ 1—v?/c? vy /\/1 =02/, v, /\/1 =02/ v, /y/1— v2/c2> .
A specidlis relativitaselméletben a négyesgyorsuldst az A = —— képlettel definidljak. Ez a mennyiség

-
azonban csak Minkowski-koordindtakban vektor. Az altaldnos relativitdselméletben négyesgyorsulason logikus
az

D
A—V

. DV?

abszolut derivaltat érteni. Most is igaz azonban, hogy — az ekvivalencia-elvvel 6sszhangban — lokalis inercia-
rendszerben a két definicié egybeesik (mert F;k =0).
A négyessebesség és a négyesgyorsulds ortogondlis egymaésra: V- A = 0. Ez abbdl kévetkezik, hogy egyrészt
2

A% dv? dVv
V2 = ¢? kovetkeztében —— = 0, mdsrészt a Leibniz-szabaly alapjan i 2V - e 2V - A.
T T T
A szabad témegpont geodetikuson mozog, ezért V kielégiti a
DV qv? oo
=—— +T,VIVF=0 19.3
dr dr L ( )

geodetikus egyenletet, amit tomoéren A = 0 alakban is irhatunk: A szabadon gravitdlo test négyesgyorsuldsa
nulla. Pontatlanul ugyan, de ezt az elvet az 5. fejezetben mar megfogalmaztuk. Az (5.5) pontos alakja pedig
mA = F (az F a tomegpontra haté négyeserd).

Kérdés: Mekkora a Fold felszinén nyugvd test négyesgyorsulasa?

A 17. fejezet képletei a Fold koriili metrikara is érvényesek, ha M-n a Fold tomegét értjik. A foldfelszinen

nyugvo test négyessebessége
Vi — (dt dr d¥ dy

Ea 57 57 dT) ~ (17 07 07 0)7

. DV? ,
ezért A' = = I'},. Csak az ¢ = r komponens kulénbozik zérustél, amelynek az értéke a foldfelszinen
a» GM
(r = R) a (17.8) képlet alapjdn A" = — = — = +g. Az 5. fejezet elézetes meggondoldsdban ezt némileg

homalyosan tgy fogalmaztuk meg, hogy a foldfelszinen nyugvé test gyorsuldsa "a téridéhoz képest" +g-vel
egyenld.

Hogyan lehet kiszamitani az 2 = 2°(7) geodetikus palya ismeretében a tomegpont energiajat? Ahhoz, hogy
a kérdésre valaszolni tudjunk, a geodetikus mozgdsallanddk tétele sziikséges. Ez a tétel azt mondja ki, hogy ha
K Killing-mez6, akkor a (V - K) skaldr értéke a geodetikuson allandoé:

d
—(V-K)=0.

Igazolas: Legyen W tetszOleges vektormezo. Akkor

d d DV

D, . _ s DW;
E(V.W)_dT _E(le)_ dr WitV dr ’

22Magéhoz a mozgd témegponthoz tartozé Fermi-koordinatdkban természetesen V* = (c, 0, 0, 0).

(VW;)
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ugyanis skaldrra valé hatdsnal d/dt = D/dt. Az els§ tag a geodetikus egyenlet kovetkeztében zérus. A mésodik
tagban W abszolit derivéltja 4ll, amit (11.4) segitségével atalakitunk:

: % Lyiyi 15) 1
7(V . W) = Vlvjiji — ivlvj (V]Wz + Vin) (10:15) 5

ViVILwgi:. 194
dT Wg] ( )

Amikor W = K Killing-vektor, akkor a jobboldal nulla és megkapjuk a bizonyitandé allitast.

Megjegyezziik, hogy a bizonyitas tetszéleges tipust geodetikusra érvényes, ha a derivalas affin paraméter
szerint torténik.

A mechanikdbdl ismeretes, hogy a mozgdsallandék szimmetridkhoz kotédnek (Noether-tétel), a Killing-
mezok pedig a térid6é szimmetridit jellemzik. Ezt a kapcsolatot kell felhaszndlnunk a megmaradé mennyiségek
azonositasara.

Az energia az a mennyiség, amely akkor marad meg, amikor a koriilmények idében allandék (a Lagrange-
fiiggvény nem fiigg explicite az id6t6l). A térid6ben ennek olyan szimmetria felel meg, amelyhez idGszert
Killing-mez6 tartozik. Ilyenkor a koordinatarendszert célszerii igy véalasztani, hogy ez a Killing-mez6 legyen a
lokélis koordinatabazis ey eleme, mert — mint a 7. fejezetben lattuk — a metrikus tenzor ekkor nem fiigg a
koordinataid6tol:

9gi; .
50 0 (Wi, 7). (19.5)
Az ehhez tartozé6 megmaradé mennyiség (V - eq)) = Vo: A szabadon gravitalé témegpont E energidja a

négyessebesség nulladik kovaridns komponensével aranyos.

Amikor a test inerciarendszerben nyugszik (Vi = ¢d}), az energidja Minkowski-koordinatdkban mc?-tel
egyenld. Ez a feltétel rogziti az ardnyossagi tényez6 értékét me-nek: E = mcVy. Ez a képlet minden koordina-
tarendszerben érvényes akkor is, amikor az energia nem marad meg és a mozgas nem geodetikus. Az idészer(i
Killing-szimmetria ugyanis csak az energia képletének a megtaldlasahoz kellett.

Az mcV, képlet a newtoni mechanika mwv?/2 kinetikus energia képletének felel meg az ltaldnos relativi-
taselméletben, de — mint latni fogjuk — magaban foglalja a nyugalmi energiat és a gravitdciés potencidlis
energiat is.

Megszoktuk, hogy az energia csak additiv konstans erejéig van meghatarozva, mert mindig energiavdltozdssal
van dolgunk. Az altaldnos relativitdselméletben azonban magéanak az energidnak is hatdrozott fizikai jelentése
van, ugyanis — mint latni fogjuk — lényegében az energia az, ami a térid6 gorbiiletét 1étrehozza. Ezért az
energia nulldval egyenld, amikor nem hoz létre gorbiiletet, és ez kizar barmiféle onkényes additiv allandét. Az
mcVy képlet megfelel ennek a feltételnek.

Teljesen hasonlé gondolatmenettel taldlhatjuk meg az impulzus harom komponensének a képletét: A P,
definicié szerint az a fizikai mennyiség, amely akkor marad meg, amikor a metrikus tenzor elemei fiiggetlenek x®-
tol. Azt talaljuk, hogy P, = mV,, és ez a képlet természetesen akkor is érvényes amikor P, nem megmaradd
mennyiség. Ez a példa jol illusztralja, hogy egy tenzormennyiség fizikai jelentése hatarozott index-tipushoz
tarsul: Noha V vektor csak egy van, a "sebesség" jelentés kizarolag a kontravaridns komponensre érvényes.
A P esetében viszont az "impulzus" név a kovaridns komponensre utal. A sebesség esetében a mozgdson, az
impulzus esetében a megmaradédson van a hangsily.

A P; négyesimpulzus null-komponensén E/c-t értjiik, ezért P; = mV;, és (16.8) alapjan ¢ P,P; = m*c*. A
specialis relativitaselméletben Minkowski-koordinatdkban ez a kovetkezd:

P27P27P27P27E72727m202
0 T Yy 2762 P = .

Innen kapjuk meg a newtoni £ = p?/2m képlet specidlis relativitaselméletben érvényes E = cy/p? + m2c2
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formajat?3.

Egy tovabbi fontos megmarad6 mennyiség az L impulzusmomentum, amelynek L, komponense akkor marad
meg, amikor a koriilmények nem valtoznak a z-tengely koriili elforgataskor. Valasszuk a I koordinatarendszert
ugy, hogy a koordinatak kozott szerepeljen a ¢ azimutszog. Ha a K-ban a metrikus tenzor egyik komponense
sem fiigg p-t6l, akkor e(,) Killing-mezd, amelyhez a V,, megmaradé mennyiség tartozik. Az L. tehat ardnyos
Vi-vel.

Sik téridében 7, ¢, z hengerkoordindtakban a metrikus tenzor

goo = 1, Grr = -1, Gop = —7‘27 9zz = -1,

d d
igy Vi, = A —7"2%. Masrészt L, = —mr2£, ezért L, = mV,,.

20. A tomegpontok energiaja a kozelit6 metrikaban

Tekintsiink egy kisméret{i objektumot, amely szabadon gravital az 2° = 2°(7) geodetikuson. Az energi4jat az

. dzd
E =mcVy = mego;V? = megoj o —
-

képlettel szamithatjuk ki (17. fejezet). A geodetikus mozgasallandok tétele alapjdn ez az energia mozgdsdllando,
mert a (17.11) metrika nem fiigg a ¢ koordinataid6tol.
Esetiinkben g;; diagonalis és a Naptol tavol goo = (1 + 2®/c?), ezért

20\ dzf
FE = 1+— | —. 20.1
m( i ) i (20.1)

dx” dl
A d——t ki lehet fejezni a gravitaciés potencidlon és a ¥ harmassebesség T nagysagan keresztiil.
T

dr = \/gmd:ﬂdmﬂ \/goo d:vo —di? =
L[
= .\ Yoo 20

Mivel 2®/c? = —ry/r, a (17.13) szerint 2®/c? és v?/c? a bolygdmozgas tartoménydban azonos nagysagrendii
és sokkal kisebb 1-nél, ezért ezekben linedris pontossaggal®*

1 1 /20 o2 0

dz? c 20 —¢?
_ —ef1-22") 20.2
dr 1+ (20 —?)/2e2 € ( 22 ) (20-2)

23Megjegyezziik, hogy a Minkowski-metrika el§jelkonvencidja kovetkeztében az z-tengely mentén pozitiv irdnyban mozgé testre
V?* és PT pozitiv, V; és Py azonban negativ.

24 Az 2 < 1-ben linearis kozelitésben /1 +x ~ 14+ 2/2 és 1/(14+z) ~ 1 —x. Az els6t négyzetreemeléssel, a masodikat (1 4 z)-el
torténé beszorzassal ellendrizziik figyelembe véve, hogy x2 az  mellett elhagyhaté. Ezek az (1 4 x)® ~ (1 + ax) altaldnos képlet
specidlis esetei. Az & helyett a tovibbiakban mindeniitt egyenléségjelet frunk.

és ennek alapjan
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Ezt beirjuk (20.1)-be és — mint eddig — az ry/r-ben és v?/c?-ben csak a linedris tagokat tartjuk meg:

20 20 — 12 2
E = me? <1 + CQ) (1 - ”) =me+ 2 4 md. (20.3)

Mint latjuk, kozelité6 metrikdnk szerint a bolygd energidja a newtoni energia és a nyugalmi energia 6sszegével
egyenlé. A newtoni fizikdban ehhez hozzaadhatnank egy tetszOleges konstansot, mert a potencidlis energia
csak additiv konstans erejéig van meghatarozva. Ezt most nem tehetjiik meg, mert ® a gog része, amihez nem
adhaté hozza semmi.

21. A fénysugarak a téridében
A) A geometriai optikai kozelités.

Az altalanos relativitdselmélet szerint a fénysugarak elhajlanak a Nap koriil meggorbiilt téridében?®. A
gorbiiltség azonban a lathato fény hullimhosszdnak megfelel6 méretekben egyaltalin nem vehet$ észre, ezért
az altalanos relativitdselméletben a fény terjedését geometriai optikai kézelitésben kell targyalni.

A geometriai optikai kozelitésben a térid6 valamilyen tartoményara kiterjedé fényhulldmot olyan sikhulldm-
nak képzeljik el, amelynek terjedési irdnya, frekvencidja, amplitiddja és polarizacidéja a térben és az id6ben
nagyon lassan véaltozik. Ezt a lasst valtozast a téridé gorbiultsége okozza, amely tgy fejti ki a hatdsat, mintha
az euklidészi teret 1-hez kozeli, alig észreveheten valtozo torésmutatdjia kozeg toltené ki.

Ilyen feltételek mellett a fényhulldmnak a tér minden pontjdban minden pillanatban meghatdrozott ¥ (x)
fazisa van® és a fény fénysugarak mentén terjed.

A tér adott pontjaban (rogzitett (x!, 22, 23) -nal) a fazis valtozdsi sebessége a kérfrekvencia:

oY o w

— = —w a — = 21.1
ot vagy 0x0 ¢ (21.1)
A minusz eléjel annak a konvencionak a kovetkezménye, hogy a fazist akkor tekintjiik névekedének, amikor
a fénysugar terjedési iranyaban haladunk, és ennek kévetkeztében az id6 el6rehaladtaval egy adott pontba a

fénysugar egyre kisebb és kisebb fazist pontjai keriilnek. A 4+w/c mennyiség a
o

hi= = (21.2)

(négyes) hulldmvektor nulladik kovaridns komponense. A hdrom térszerti komponens a A hulldmhosszal kapcso-
latos, mert azt hatarozza meg, hogy milyen gyorsan valtozik a fazis, amikor adott idépillanatban elmozdulunk
a fénysugar mentén.

A k térszerli komponenseinek és a hullimhossznak a kapcsolatat a lokdlis inerciarendszerek segitségével
rogzithetjik. Ha ugyanis a hullamtér egy kis kiterjedésli tartomanyat egy "éppen ott 1évé" 7 lokalis inercia-
27
A
alapjan a fénysebesség minden irdnyban c-vel egyenlé, amit a v\ = ¢, vagyis az w?/c? — k?
egyenl6ség fejez ki. Ez utobbit

rendszer Fermi-koordinataira vonatkoztatjuk, akkor k2 + k; + k2 = ( ) . Az I-ben az ekvivalencia elv

2 2 _
— k2 k2 =0

E'ki =0 (21.3)

25 A jelenségrél mar volt sz6 az 5. fejezet végén.
26 A fizist azért jeloljiikk -vel, hogy ne lehessen Osszetéveszteni a ¢ azimutszoggel. A geometriai optikdban egyébként, ahol a
fazis egy specidlis skaldrmezd szerepét tolti be, a "fazis" elnevezés helyett szokasosabb az "eikondl" nevet haszndalni.
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alakban is irhatjuk, amely mar tetsz6leges koordinatarendszerben érvényes (nem csak Z-ben Fermi-koordind-
tdkban). A k vektor tehdt fényszerti.

B) A fénysugarak.

Mivel a 9 (z) mezd, a k(z) is az. Az elsd skaldrmez6, a mésodik vektormezé a téridének abban a tartomé-
nyéban, amelyet a fényhulldm elfoglal. A fénysugarak a k(x) mez8 dramvonalai: Azok az z* = z*(£)*7 gorbék,
i
. dg
k mez§ irdnydba mutat. A legcélszeriibb az, ha az z*(¢) parametrildsit ugy valasztjuk, hogy az érint6vektor
legyen egyenld k-val: V' (&) = k"(2)|p—a(e)- A fénysugarak egyenlete ekkor a kévetkezo:

amelyek minden pontjukban érintik a k mez6t, azaz V' = érintévektoruk a goérbe minden pontjiban a

dx?
dg
Az altaldnos esetben ez egy nagyon bonyolult nemlinedris egyenletrendszer az z*(¢) fiiggvényekre, mert a

jobboldalon a k(z) argumentumdaban z’-n az x'(¢) fiiggvényeket kell érteni.
Most mar kénnyen igazolhatjuk, hogy a fénysugarak geodetikusok, azaz eleget tesznek a

= ki(z). (21.4)

v’ PR
IE + 15 VIVi=0
geodetikus egyenletnek. De még a bizonyitas elott irjuk at ezt az egyenletet egy masik, célszerlibb alakba.
Ennek érdekében helyettesitsiikk a V-t k-val. A méasodik tagban ez minden tovabbi nélkiil megtehetd, az els6t
azonban el6bb at kell alakitani: ) _ )
ave ok’ dx! Ok’ !
d¢  oxl d¢  oxl
A geodetikus egyenletet tehat igy irhatjuk:

ok
K <3xl + F;lkf) =0,

azaz

E'Vik = 0. (21.5)

Ezt az egyenletet kell igazolnunk.
Vegyiik a klk; = 0 egyenléség x7 szerinti parcidlis derivaltjat. Mivel

0j(k'ky) = V(K'ky) = (VKD K + K (V k) = 2KV Ky,

ezért
k' k= 0. (21.6)
Azonban ok 5% ok
Ok, (212) my. (2L2) Ok; .
Viki= gag —Litkm =" =5 rga — Viitkm =" 500 = ijkm = Vik;.

Helyettesitsiik ezt (21.6)-ba: k:lVlkj = 0. Ha ezt az egyenletet g"/-vel megszorozzuk és kihasznalhatjuk, hogy
g% &temelhetd a V;-n, a bizonyftandé (21.5)-re jutunk.

27T A paraméter azért jeloltiik &-vel a szokdsos A helyett, mert a A ebben a fejezetben a hullimhossz jele.
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A fénysugarak tehat valoban geodetikusok, amelyek fényszertiek, mert k érintévektoruk (21.3) szerint fény-
szerti.

Kérdés: Miért nem lehet ezt a kovetkeztetést levonni abbdl, hogy a fény fotonokbdl all, a fotonok pedig
részecskék, amelyek a geodetikus hipotézis alapjan geodetikuson mozognak, és mivel a sebességiik ¢, a palydjuk
fényszerli geodetikus?

Azért nem, mert a fotonok nem részecskék, hanem — a kvantumelmélet szerint — "kettds természetik"
van: Mindig egészben (részecskeként) keletkeznek és nyelddnek el, de a Maxwell-egyenleteknek megfeleléen
elektromédgneses hullamként terjednek. Amikor tehét a terjedésiikrdl van szé, semmiképpen sem lehet részecs-
kéknek tekinteni Gket.

C) A fazisfeliiletek.

Ha a fényhullim frekvencidja dllandé (w = konstans), akkor nyilvdn (z) = o(zt, 22, 23) — wt. A
t = konstans geometriai térben a fazis a Yy = konstans feliilleteken allandé. Ezeket a feliileteket hivjuk
fazisfeliileteknek.

A k térszer(i komponensei a fazisfeliiletek normalvektorai. Ezt {gy lehet igazolni: Legyen az (x!, 2%, 23) és
a hozzd kozeli (z! + dzt, 2% + d2?, 2° + da®) pont ugyanazon a g = konstans fazisfeliileten, azaz legyen

Oy
dipo = Oxl . 0x? Ox3

A (21.2) alapjan ezt a képletet kidz! + koda? + kazdx® = 0 alakban is frhatjuk. Mivel a (dz!, da?, da3)
komponensii vektor a valasztott fazisfelilletben van, ez a relacioé valoban azt bizonyitja, hogy a k hérmasvektor-
mez$ a tér minden pontjdban ortogondlis az adott ponton dthaladé fazisfelilletre. A k mezé dramvonalai
a fénysugarak a geometriai térben. Ha adott ¢t-ben egy kivalasztott fénysugarat kovetiink, akkor mindig a
fazisfeliiletekre merdlegesen haladunk és az egymastél 27 konstansban kiillonb6zo fazisfeliilletek kézott éppen
egy hulldmhossznyi utat tesziink meg.

22. A fényelhajlas a kozelito metrikaban

A Nap koriili tartomanyban a fényterjedésnek két alapvets sajatossdga van: A frekvencia allanddsaga és a
fényelhajlas.

A frekvencia allandésdga a tomegpont energidjanak megmaradasahoz hasonléan annak kévetkezménye, hogy
a (17.11) metrika fiiggetlen t-t&8l. A geodetikus mozgasdllandok tétele alapjén ekkor az érintSvektor kovaridns
null-komponense mozgdsallandéd. A fénysugarak geodetikusok, érintévektoruk null-komponense pedig ko = w/c,
ezért a fénysugarakon a frekvencia valéban allando.

Fényelhajlds azért kovetkezik be, mert a A = 27/k hulldmhossz a

k? = g kik; = ¢"°ki —k* =0
képlet kovetkeztében, amelyben g% = 1/goo, fiigg az r koordindtatdl, és ry/r-ben linedris pontossiggal

1 w r w
b — ,7:(1 i)., 22.1
V900 ¢ * 2r/ ¢ (22.1)

(diszperzids formula).
Képzeljikk most azt, hogy a téridénk sik, viszont a fény olyan atlatszd kozegben terjed, amelyben a disz-
w
perzi6s formula azonos (22.1)-gyel. A torésmutatét a k = n - — képlet definidlja, ezért n(r) = (1 +1ry/2r), a
c
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fénysebesség pedig ¢'(r) = ¢/n(r) = c(1 —rq/2r). A fénysugér az optikailag siiriibb kozeg felé hajlik el, ezért
a fényelhajlds ebben az ekvivalens optikai feladatban az origé felé torténik és ugyanakkora, mint a Nap koriili
elhajlds a gravitdcié hatasa alatt.

z 4
U o debay =
P p ] S~
728
X X
(a) (b)
4.4bra

A 4a. 4bra a zavartalanul terjedd (n = 1) sugdrzést dbrazolja. A fiigg6leges egyenesek a konstans fazisu
stkok metszetei az y = 0 sikkal, az F egyenes a vizsgalt fénysugdr, amely p-ban (célparaméter) metszi a
z-tengelyt. A fénytorés hatdsa abban nyilvdnul meg, hogy a fazissikok a fénysugdr mentén haladva lassan
elfordulnak az éramutato jarasaval egyiranyban: Ezt a 4b. abran illusztréljuk az F fénysugar tartomanyaban,
ahol a fazissikok egyenes szakaszok. A fénysugdr is megvaltozik, az 4j F' fénysugar mindeniitt merdleges az
elfordult fazissikokra.

A fényelhajlas sz6gét jeloljiik x-vel. Ez dimenziétlan szdm (radidn), ezért az rq/p fiiggvénye, amely a feladat
egyetlen dimenziétlan paramétere. A fényelhajlds a Nap kozelében elhalad6 fénysugarak segitségével mérhetd
meg, ezért p-t a Nap geometriai sugardval vehetjiik egyenlének: p = 700.000 kilométer. Mivel r, = 3 km,
re/p ~ 107° <« 1. Célszer(i tehédt a x-t az ry/p szerint hatvanysorba fejteni: x = ag+ai(ry/p)+az(ry/p)*+....
Amikor azonban r, = 0, akkor nincs fényelhajlds, ezért ap = 0, a linedrisndl magasabb rendl tagok pedig

. T
elhanyagolhaték. Igy x = a1 -2 és a feladatunk az a; konstans meghatarozasa.
p



22. A FENYELHAJLAS A KOZELITO METRIKABAN 60

Y

v +dy

;o AB = dy / k(+dE)
' CD = dy / k(¢)

5.4bra

A szdmitas az 5. dbra alapjdn végezhet6 el, amelyen a két infiniteziméalisan kozeli fazissik-szakasz a i és a
¥ + dip fazishoz tartozik. Az altaluk bezart dy szoget kell mindenekel6tt kiszamitanunk.

A VU = konstans egyenesen vezessiik be a ¢ koordinatat, amely a geometriai tdvolsagot méri egy 6nkényesen
valasztott kezdGponttol. A C'A szakasz hossza legyen d¢. Akkor

(¢+d0) -GN =

dyp =

AB-CD 1 [dw 1
dy = —2——=

a A dc[ k(C + dC) kc}

i) w2 S35 (G) S

Mint létjuk, a jobboldal ardnyos rg-vel, ezért az ry/p-ban linedris pontossigu szamitdsban az r4-t szorzé

koefficienst nulladrendben, vagyis a F sugérra vonatkoztatva kell kiszdmitani. Ezért (k = k* = —k,,)
c 1 d (1 a0 (1 1 or cosv
- == =k dy=Fk-d —(-)== (- == | =-———.
w ok v =k, v “ d¢ (r) 0z (7’)‘1 r? 0z|, r?
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VA

B dx C CF

o

0 X X

6.4bra

Ezeket dx képletébe irva a
rgcost dr
2 72

képletet kapjuk. Ha a 6. Abra OBC haromszogére a szinusz-tételt alkalmazzuk, latjuk, hogy

dx =

dﬁ sin dv9 dy d9

~
~

r o sin(90° —9 —dv)  cos?  p/r’

Ezért végiil
dx = 22 cos ) - do),
2p

amelynek integralja a teljes F mentén a kovetkezo:

/2
Tg

X = Lo cos¥ - di) = . (22.2)

B 2p —m/2

Ez a fényelhajlas szogének r,/p legalacsonyabb rendjében szamitott értéke (a; = 1), amelynek kiszamitédsdhoz
— mint latjuk, — elegend6 az F elhajlasmentes fénysugar ismerete.

Az altalanos eljaras a fényelhajlas meghatarozasara azon alapul, hogy a fénysugarak fényszerl geodetikusok
a téridében. Ebbél kiindulva megkaphat6 az F' gorbe r = r(¢) egyenlete, amelybdl meghatdrozhaté a x
sz6g. Amikor azonban r,/p << 1 az itt kévetett eljards egyszeriibb, mert nem igényli az r = r(¢) fiiggvény
meghatarozasat.

A kozelité metrika szerint tehat a fényelhajlas szoge a Nap koriil ry/p ~ 0.8”-el egyenld. Latni fogjuk, hogy
a pontos metrika kétszer nagyobb elhajlasi szogre, a; = 2-re vezet (29. fejezet).

23. A gravitacios voroseltolédas

A gravitacios voroseltolodas a Doppler-effektussal rokon jelenség, ezért a targyalasat a Doppler-effektussal
kezdjiik.
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A) Az akusztikai Doppler-effektus.

Az akusztikai Doppler-effektusnak két hataresete van: Az egyikben az add, a mésikban a vev$ nyugszik
ahhoz a kozeghez képest, amelyben a hangsebesség minden iranyban u-val egyenld.

| / O

Z=konst. + ut

Z=konst. - Vt

Z=konst. - Vt

Z=konst. - ut
T, T, t T, T, t
Az add nyugszik a kdzegben A vevo nyugszik a kbzegben
7.4bra

A 7. 4bran a baloldalon rajzoltuk fel azt az esetet, amikor az adé nyugszik a kézeghez képest: Az add
palydja z = 0, a vev6é z = konst. — Vt. Amikor V > 0, a vev§ kozeledik, ellenkez6 esetben téavolodik az ad6tél.
Az ébra a kozeledésre vonatkozik.

A hanghullamok konstans fazisi pontjait a z = konst.+ut egyenesek abrazoljak. Olyan fazispontok palyajat
tlintettik fel, amelyek 27 fazisban kiillonboznek egymastdl, azaz éppen egy periédussal kovetik egymast a
nyugvé kézegben.

Mivel az adé is nyugszik a kozeghez képest, ez a periédus az adé hangjelének T, periédusidejével egyenlo.
Az effektus abban 4ll, hogy a vevd egy madsik, T} peridédust jelet érzékel. A vesszd jelzi azt, hogy a vevd az,
ami mozog a kozeghez képest.

A T, és a T) kapcsolatat tgy kaphatjuk meg, hogy a besatirozott hdromszog h magassagat kifejezziik mind
a z = konst. — Vt, mind a z = ut + konst. fliggvények segitségével:

h=u-(T,—T)), h=V-T..
A két kifejezés egyenlitésébdl
T,
T) = —— 23.1
Y14 V/u (23.1)
vl =v, - (1+V/u), (23.2)

ahol természetesen v = 1/T a frekvencia.
A 7. dbra jobboldala arra az esetre vonatkozik, amikor a vev6 nyugszik a kozegben. Ekkor

h:U'(Té*Tv)a h:VTéa

Ty=(1-V/u) T (23.3)

Va
m . (23.4)

Uy =
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Mint latjuk, mindkét esetben igaz, hogy a kozeledés kovetkeztében a vevé magasabb frekvenciat érzékel,
mint amilyet az add kibocsat, de a kiilonbség mértéke a két esetben kiillonb6z0, azaz nem csak a relativ
sebességtol fligg.

B) A longitudinélis optikai Doppler-effektus.

Ez az el6bb targyalt akusztikai effektus pontos optikai megfelelje. Mivel a fény vdkuumban terjed (éter
nem létezik), a 7. dbra két rajza most csak abban kiilonbozik egymdstdl, hogy egyszer az add, egyszer pedig a
vev6 nyugalmi rendszerében felvett Minkowski-koordinatakban targyaljuk ugyanazt a jelenséget.

A képleteket két okbol kell médositani. Egyrészt u-t c-vel kell helyettesiteni, masrészt pedig figyelembe
kell venni, hogy a mozgd vevd, ill. a mozgd add vonatkoztatasi rendszerében az id6 ritmusa més, mint nyugvéd
partnerében, és a mozgd objektum sajdtidejével egyezik meg.

Amikor pl. az ad6 nyugszik, a mozgd vevé nem a (23.1) periédusidét fogja észlelni, hanem annyiszor
kisebbet, ahdnyszor lassabban telik a vevd sajatideje az ad6éndl (vagyis az ad6 nyugalmi rendszerének koordi-

nataidejénél). Ezt tgy vehetjiik figyelembe, hogy (23.1) jobboldaldt megszorozzuk /1 — V2 /c*-tel:

T/_Tivl—Xﬂ/cQ_T 1-Vje (23.5)
v 14+ Ve Tt N1+ V/e ’

;o [1+V/e
Vo =Va \[ T Ve (23.6)

A (23.3) képlettel ugyanigy kell eljarni, de ehhez eldbb T.- re kell megoldani:

T
L
* 1-V/e

A jobboldalt megint y/1 — V?/c*-tel szorozzuk, egyszerfisitiink /1 — V/c-vel és a kapott képletet megoldjuk

T,-re:
o [1=V/e
[14+V/c
. 1_7‘/7/0. (23.8)

Mindkét esetben ugyanazt a képletet kaptuk, ezért a vesszket el is hagyhatjuk: Az optikai esetben a
Doppler-effektust egyediil az ad6 és a vevo relativ sebessége hatdrozza meg. FEz nem is lehet masképpen,
hiszen a fényterjedésnek nincs kozege (éter nem létezik), és ezért a két eset csupdn a koordindtarendszer
megvalasztasaban kiillonbozik egymastol.

A sajatidé korrekeiot elvben természetesen az akusztikai effektusnal is figyelembe kell venni, de ez még akkor
sem vezetne a két eset egyenértékiiségére, ha a korrekcié jelentés volna, mert az, hogy a "Doppler-partnerek”
koziil melyik nyugszik a kézeghez képest, nem koordindta-vélasztas kérdése.??

]

o~

Uy =V

28 A (23.6), (23.8) képleteket az akusztikus Doppler-effektustél fiiggetleniil Lorentz-transzformaciéval is megkaphatjuk annak
alapjan, hogy az w/c mennyiség a k négyesvektor ko = k9 komponensével egyenld (Minkowski koordintakban). Mivel tovabbé
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C) A tranzverzalis Doppler-effektus.

Az optikdban a sajatid6 és a koordindtaidé kiulonbozésége miatt olyankor is felléphet frekvenciaeltolédés,
amikor az ad6 és a vevo tavolsiaga allandé. Ez az eset pl. akkor, amikor a vevé kormozgast végez az add koriil.
Ezt a jelenséget nevezziik tranzverzélis Doppler-effektusnak.

Az akusztikédban ilyenkor nincs effektus (T, = Ty,), de az optikdban figyelembe kell venni, hogy a kormozgést
végzd vevd lokalis vonatkoztatasi rendszerében az id6 lassabban telik, mint az add nyugalmi rendszerében, és

ennek kovetkeztében
T, =Tu/1-V?/c?,

Vg

\/1—V2/02.

Ezekben a képletekben a V' sebesség az adé nyugalmi rendszerében felvett Minkowski-koordinatakban érten-
dé. A koordinatarendszer azonban 6nkényesen véalaszthato, és a gravitacids voroseltolédasra gondolva érdemes
a jelenséget forgo Minkowski-koordindtarendszerben is letargyalni, amelyben az adé is és a vevo is nyugszik.

Elso 1épésként az x,y helyett hengerkoordinatakat vezetiink be, amelyben

(23.9)

Vy =

ds? = Adt? — dr® — r?dy® — d2?,
és itt tértnk &t konstans Q = V/r, szogsebességgel forgd koordindtarendszerre a
t=t, r=r', o =¢ + Ot z=2 (23.10)
képletekkel, amelyekben az fvelemnégyzet a kovetkezé?”:

7A/2QQ
C2

ds* = ¢? <1 - > dt’? —2r2Qdt’ - dy' — dr'* — r"?de’* — dz"%. (23.11)

A tovabbiakban a vesszot elhagyjuk. A metrikus tenzor a kévetkezd:

g1t = 2 goo = ¢ (1 — ) , Gt = —r2Q, Gop = —r?, ., = —1. (23.12)
A (23.12) metrika nem fiigg t-t6l, ezért a geodetikus mozgasallanddk tétele szerint a fény v frekvencidja a
terjedés soran allandé. A kérdés az, hogyan fligg Ossze ez a v az add altal kibocsatott v, és a vev altal észlelt
v, frekvencidval.

A vevl most nyugszik az adéhoz képest, de ez csupan a koordinatarendszer specidlis valasztasanak a kovet-
kezménye és nem jelentheti azt, hogy v, egyenlévé valik v,-val. A sajatidok ugyanis tovabbra is kilénboznek
egymastol, csak ez most mas matematikai formaban jelenik meg.

k2 =0, ezért k* = +kY attdl fiiggben, hogy a fény a z-tengely pozitiv vagy negativ irdnyéban terjed.
Legyen a hatéarozottsig kedvéért Z, < K, Z, ++ K’'. Ekkor K’ negativ z-irdnyban mozog K-hoz képest, k* = +kC, és a

Lorentz-transzforméacié szerint
kO + Kkz
50 — c __1+4V/e 50 — /1+V/Cko_
\/1—V2/02 \/1_V2/02 1-V/e

A kC = w,/c, k0 = wy /¢ kovetkeztében ez azonos a (23.6) képlettel (és természetesen a (23.8)-cal is).
29Ez a metrika az r’ = ¢/Q hiperfeliileten szingularis, mert itt gt = 0. Elég kis -nal a szingularitas tetsz6legesen nagy r/-nél
eléfordulhat. Matematikailag ez a szingularitas jelzi, hogy a koordinatarendszer forog.
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A sajatids a dr? = ds?/c® képleten keresztiil fiigg 6ssze a koordinataidd dt megvaltozaséval. Nyugvé
objektumokra ez az Osszefiiggés a kovetkezd:

dr = v/ 9oo dt. (23.13)

A sajétidSben és a koordindtaid6ben mért frekvencidk 1/dr-val és 1/dt-vel ardanyosak, ezért

v, dt 1 vy dt 1

v oodr, gOO(Ta)’ v o odr, 900(7‘1;)'

Ha ezekbdl kizarjuk v-t, megkapjuk a kapcsolatot a v, és a v, kozott:

— . goo(ra)
Vy = Vg ”goo(m)' (23.14)

Amikor az ad6 az origdban nyugszik, ahogy feltettik, goo(r,) = 1 és igy

Z/(l VCL
V’U = =

Vaoo(rs) /1 —r202/c2

Ez azonos a (23.9)-el, mert V = r,.

A tranzverzalis Doppler-effektus kétfajta targyalasabol levonhaté f6 tanulsdg az, hogy ugyanaz a frekven-
ciaeltolédas, amely az els6 targyalasban a relativ mozgas kovetkezményeként jelenik meg, a masodik targyalasi
moédban (amikor relativ mozgés nincs) a ggo-k kiillonbozésége miatt 1ép fel.

D) A gravitacids voroseltolodés.

Nyugodjon az ad6 egy h magassagu torony féldszintjén, a vevé pedig a torony felss emeletén®’. Ha a (23.14)
szérmaztatdsat jra atgondoljuk lathatjuk, hogy erre az esetre is érvényes, csak goo-n a (17.9)-t kell érteni,
amelyben ®(r) = —GM /r a Fold gravitdciés potencidlja:

[142d,/c? 1 gh
Uy = Uy 1_~_2(I)v/c2zya\/l—C2(‘I>U—<I>a)z1/a(1—c2 .

Igy

Latjuk, hogy v, < v, a fény a voros felé tolddik el, ezért kapta az effektus a vordseltolédds nevet!
ha az adot és a vevot feleseréljik, "kék eltolodast" kapunk.

A relativ frekvenciaeltolédéds a kovetkezo:
Av  v,—v, gh
Ve T

Va Va

. De persze

Ez nagyon kis érték, az emlitett kisérletben kb. 2 - 10~ !°-tel volt egyenld.

30 A ténylegesen elvégzett kisérletben (Pound és Rebka, 1960) a torony magassidga kb. 20 méter volt.

3lEredetileg a frekvenciaeltolédést a Nap szinképében szerették volna kimutatni. Mivel a sugdrzis a Nap felszinéhez képest
"felfelé" terjed, ezért voroseltolédést kellett volna kapni. A intenziv hémozgds azonban ebben az esetben elmossa a varhatd
effektust.
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Hanggstilyozzuk, hogy mialatt a fény az ad6bdl a vevbbe jut, nincs frekvenciavdltozds (v =konstans). A
kibocsatott és a megfigyelt fény frekvencidja azért kiillonbozik egymastol, mert a koordinataid6 és a sajatido
kozotti kapcesolat az add és a vevé helyén nem ugyanaz.

A graviticios voroseltoléddsnal nem létezik olyan természetes nézépont, amelybél a frekvenciaeltolédas a
vevld és az adé relativ mozgasanak a kovetkezményeként 1ép fel. Ezért fogalmaztunk gy, hogy ez a jelenség
rokon a Doppler effektussal, de nem azonos vele.

E) Kapcsolat az ikerparadoxonnal.

A foldszintrél elinditott v, frekvencidju fényt az emeleten v, < v, frekvencidjunak talaljak. Ezt tgy is
lehet interpretalni, hogy az emeleten az id6 gyorsabban telik, mint a foldszinten. A v, < v, egyenlGtlenség
ugyanis annyit jelent, hogy ha pl. 27 fazisvaltozas alatt a foldszinten 1 masodperc telik el, akkor az emeleten
ugyanezt a fazisvaltozast mondjuk 2 méasodperc alatt regisztraljak. A fény frekvencidja azonban a két emelet
kozott alland6 (v = konstans), ezért ez csak Ggy lehetséges, ha az emeleten a sajatidd gyorsabban telik, mint
a foldszinten. Altaldnosabb formaban ezt ugy is ki lehet fejezni, hogy "a gravitdcié lassitja az idé maildsdt”
(mert a foldszinten "nagyobb a gravitacio").

Az ikerparadoxonnak ezért van egy djabb valtozata: Az ikerpar egyik tagja felmegy egy magas toronyba.
Ott 1ldogél valamennyi ideig. Amikor ujra lejon a foldszintre, iddsebb lesz, mint a testvére, aki végig a
foldszinten tamasztotta az ajtofélfat. Ha azonban az emeleten az el6bbi testvér iildogélés helyett a fényhez
kozeli sebességgel rohangél elérheti, hogy a lejovetele utan fiatalabb legyen, mint a foldszinten dlldogalé testvére.

A (18.1) képlet két kiilonboz6 eléjelii tagja ezt a két tényezdt, a magassigot és a sebességet veszi figyelembe.

F) A gravitdciés voroseltolédas és az energiamegmaradds tétele.

A fotonok egészben keletkeznek és nyelédnek el. A keletkezé és az elnyel6dd fotonok energidja azonban
kiilénb6z6, mert hy, és hrv, nem egyenlé egymaéssal. Nem jelenti-e ez az energiamegmaradas sériilését?

Ugyanez a kérdés a Doppler-effektussal kapcsolatban is feltehetd, és ott rogton latjuk, mirél van szd. A
v, frekvencia az ad6 nyugalmi rendszerében, a v, frekvencia a vevé nyugalmi rendszerében érvényes. Ennek
megfeleléen a hy, az ad6é nyugalmi rendszerében, a hv, pedig a vevo nyugalmi rendszerében egyenlé a foton
energidjaval, és ez a két nyugalmi rendszer mozog egymdshoz képest. Az energiamegmaradasnak azonban
egyetlen vonatkoztatasi rendszeren beliil kell teljesiilnie és ezzel nincs is baj: Az add nyugalmi rendszerében
példaul a vevo altal elnyelt foton frekvencidja is v,-val, és a vevé energidjanak megnovekedése is E, = hv,-val
egyenlO, ami pontosan ugyanannyi, amennyivel az ad6 energidja csokkent.

A gravitacios voroseltolodasnal ugyanez a helyzet. Az energiamegmaradéssal annyira nincs probléma, hogy
a (23.14) alapképletet az energiamegmaradés tételébdl kiindulva is meg lehet kapni.

Tekintsiik eloszor az adoban egy foton keltési folyamatat. Jeloljiik KC-val a 19. fejezetben hasznalt koordi-
natarendszert, amelyben gog = 1+ 2®/c2. Az adé energidja K-ban E, = m,cVp-al egyenld (17. fejezet). Mivel

dx® (23.13
az ad6 nyugszik K-ban a V-nek csak a VO kontravaridns komponense kiilonbozik zérustél: V0 = I (23.19)
-
C .
0 gy Vo = 900V° = ev/goo(7a) és az adé energiija a foton emisszidja elétt mqc?/goo(7a)-val egyenld.
goo(Ta

A foton emisszidja kovetkeztében ez az energia lecsokken. A fényforrds azonban mozdulatlan marad, ezért
az energiaveszteség m, csokkenése kovetkeztében 1ép fel: m, — m, — Am,. A keletkezd foton frekvencidjat
K-ban tovabbra is v-vel jeléljiik, ezért a K-beli energiamegmaradds kovetkeztében hv = Amac?1/goo(ra)-

Nézziik most ugyanezt a folyamatot az adé nyugalmi rendszerébol, amelyben a koordinataid6 az ado6 saj-
atidejével egyezik meg, ezért goo = 1. Ennek kovetkeztében itt Vo = mg,c?, és az add energidjanak csokkenése
Amgc®. A fotonenergiat ehhez a koordindtarendszerhez viszonyitva v,-val jeloltiik, ezért az energiamegmara-
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dést most a hvg = Amegc? képlet fejezi ki. A két képletb8l Amgc?-t kizarva kapjuk a
vV =141/ goo(Ta)

képletet, és ugyanezt a gondolatmenetet a vevore alkalmazva a
v = vy\/goo(T)

képletre jutunk.

A két képletben azért haszndlhattuk ugyanazt a v-t, mert a foton hv energidja a v allandésaga kovetkeztében
nem valtozik, mialatt a foton az adébdl a vevébe jut el. Ha a két utobbi képletbél v-t kizdrjuk, valéban (23.14)-
re jutunk32.

24. Elektrodinamika a relativitaselméletben

A) Siirliség és dramsiiriiség.

Tekintsiink egy gaz- vagy folyadékaramlast, amelynek IC-beli részecskestiriisége és aramstiriisége p és J= pU.

p és ¥ makroszképikus szempontbdl infiniteziméalisan kicsiny, de még mindig nagyszamu részecskét tartalmazo

térfogatra atlagolt mennyiségek, a helykoordinatak és az idé figgvényei. Minden térfogatelemhez hozzéaren-

delhetjiik a hozza tartozé részecskék K pillanatnyi nyugalmi rendszerét, amely K-hoz képest v sebességgel
=/

mozog. A K’-ben természetesen J’ =% = 0. A Lorentz-kontrakcié kivetkeztében a kivélasztott részecskék
altal elfoglalt térfogatelem a pillanatnyi nyugalmi rendszerben a legnagyobb, a stirliség a legkisebb, ezért

o =p-\/1—0%/c (24.1)

Ezek a képletek Osszeférnek azzal, hogy a J= (J1, Jo, J3) dramstiriiséget és a p-t egyetlen j négyesvektorba
foglaljuk a
i=(cp, 5. 3% 5%) = (cp. i, Ja, J3)

képlet szerint. A j neve: négyes dramsiiriség. A j° komponensben azért szerepel a ¢ szorzé, hogy az Ssszes
komponensnek egyontetiien dramstiriség legyen a dimenzidja.

Az igazolést a specidlis relativitdselméletben végezziik Minkowski koordindtdkban. Tegyiik fel, hogy a koor-
dindtarendszert Ggy valasztottuk, hogy ¢ az 1. tengely irdnydba mutasson. A négyesvektorok transzforméacios
torvénye alapjan ekkor

-0/
4§90 = j°
1—v%/c?
U .o/
) +-4° (24.2)
J =
1—v%/c?

. U . .2l
iF=j"=0 j7=j"=0

Az els6 egyenlet (24.1)-gyel, a tobbi J = pu-vel azonos. Két tetszlleges inerciarendszer kozotti Lorentz-transz-
forméacié mindig felbonthat6 két 1épésre gy, hogy a kozbensé rendszer legyen a pillanatnyi nyugalmi rendszer,

32 A gravitéciés voroseltolédast gyakran azzal magyardzzak, hogy a foton frekvencidja a potencidlis energidjanak valtozésa
kovetkeztében csékken vq-rdl vy-re, mialatt az adébdl a vevébe jut el. Ez a "magyarazat" minden alapot nélkiiloz.
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ezért (24.2)-bdl az is kovetkezik, hogy j két tetszdleges inerciarendszer kozotti dtmenetnél is négyesvektorként
viselkedik.
A j négyesvektor jellege mellett szdl a

0 -

a—f +div./ =0 (24.3)
kontinuitdsi egyenlet is, amely — a Gauss-tételen keresztiil — azt fejezi ki, hogy barmely adott v térfogat-
ban3? az N, = p dv részecskeszam csak ki- és bedramlds kovetkeztében valtozhat (lokdlis részecskeszdam
megmaradds):

dN, 0 > -
= va—fdv:f/vdivj-dv:f/s.]onds (24.4)

(77 a hatérfeliilet kiils6 normaélisa, ds a feliiletelem). Ha az integraldst kiterjesztjiik a teljes térre, akkor a
jobboldali feliileti integral elt{inik (mert minden redlis fizikai rendszer térbeli kiterjedése véges) és a (24.4)
képlet a részecskeszam megmaradasat fejezi ki.

A négyesvektor-jelolésben (24.3) azt fejezi ki, hogy j négyesdivergencidja zérus:

a5’

oxt
A kontrakcié skalar jellege miatt ebbél a felirdsi modbdl nyilvanvald, hogy a kontinuitasi egyenlet Lorentz-
invaridns: Ha fenndll egy inerciarendszerben, akkor az 6sszes tobbiben is érvényes.

Megjegyezziik, hogy a részecskeszam megmaradhatna aramstiriség nélkiil is Ggy, hogy a részecskék vilagvo-
nala a tér egy pontjaban megsziinik és ugyanabban a pillanatban megjelenik egy masikban. Nyilvanvald azon-
ban, hogy az egyidejliség relativitdsa miatt a tobbi inerciarendszerben a részecskeszam megmaradasa sériilne.
A relativitaselméletben ezért a megmaradasi tételeket altaldban lokélisnak tekintjiik, kontinuitsi egyenlettel
fogalmazzuk meg Gket, amelyben a szébanforgé megmaradé mennyiség siirtiségén kiviil az aramsiirtisége is
szerepel.

A j négyesvektor jellege az ekvivalencia-elv kévetkeztében természetesen az altaldnos relativitdselméletben
is megmarad. A (24.5) matematikai formaja azonban V;j* = 0-ra véltozik, de ezt az egyenletet az ekvivalens

ov=g-J")
———= =0 24.6
p (24.6)
alakban is fel lehet irni. A g a metrikus tenzor elemeibél képzett determindns, amelyrél tudjuk (16. fejezet),
hogy a téridé esetében negativ. Az atalakitashoz a

k= L Vg (24.7)

=7 on
képletre van sziikség, amelynek az igazolasira nem tériink ki. Ha ezt elfogadjuk, akkor lathaté, hogy
a5t ; 1 a(/—g-j
S N V=g-77), (24.8)
ot N oz’
Mindaz, amit ebben a pontban a stirliségrol és az aramsiiriségrol mondtunk, vonatkozik a toltésstiriiségre

és a tOltések aramstriiségére is. A jelolést sem valtoztatjuk meg. A tovabbiakban a toltések aramsiirtiségét is
tobbnyire egyszeriien csak aramstiriiségnek fogjuk hivni.

=0 (vagy 0;5' = 0). (24.5)

Vit =

331tt a térfogatot is ugyanigy v-vel jeloljiik, mint a sebességet, de ennek nem szabad zavart okoznia.
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B) A Maxwell-egyenletek a speciélis relativitdselméletben.

A relativitdselmélet posztulatumai azt kovetelik, hogy a

diveoE = p (24.9)
- 10E -
divB =0 (24.11)
_ 9B
tE+ — =0 24.12
ro + ot ( )

Maxwell-egyenletek legyenek Lorentz-invaridinsak. Ezen azt értjiik, hogy ezt az alakjukat 6rizzék meg, amikor
az egyik inerciarendszerrdl a masikra attérve a térid6 koordinatdk transzformalasara a Lorentz- transzformamot
hasznaljuk. Az attérésnél azonban nem csak a koordinatakat, hanem az E B térmennyiségeket és a p, J t5ltés-
és aramstrlséget is transzformalni kell. Ez utébbiakrél megéllapitottuk, hogy a j négyesvektor komponensei,
tehat rdjuk is a Lorentz-transzformacié alkalmazandé. A térmennyiségekrdl azonban csak annyit tudunk, hogy
harmasvektorok, és ebbdl nem allapithatd meg, hogyan kell ket transzformalni, amikor mozgé vonatkoztatési
rendszerre tériink at.

Az E és a B fizikai objektumok a téridében, ezért 4D tenzorként kell transzformalédniuk (6. fejezet).
A kétindexes antiszimmetrikus tenzorok négy dimenziéban éppen hat fiiggetlen komponenssel rendelkeznek,
amelyek kdnnyen beazonosithatok Eés B komponenseivel gy, hogy a Maxwell-egyenletek minden inerciarend-
szerben teljesiiljenek, méghozza dttetszéen egyszerti alakban: A tértenzort F'/-vel jelélve (F% = —F%) az F0*

komponenseket —— F,-val, az F*? komponenseket —B,,-val kell azonositani (a5 az 123 ciklikus permutéciéja).

Az azonositast matrixalakban is felirjuk (az els6 index a sorindex, a masodik az oszlopindex, és a matrix
elsé sordt és oszlopat nulladiknak tekintjik):

1 1 1
0 ——B ——B ——F
1
B “E; 0 -B; B,
Fii = f , (24.13)
*Eg Bg 0 _Bl
C
1
“Es -By, B 0
és Fy, = —F0, Fop = FoB kévetkeztében
1 1 1
0 =-FE =-E, -Ej
C
1
—~E, 0 —Bs B,
Fyj = ; . (24.14)
—~B, By 0 -B
1
—~FE3 —-By By 0

A képletekben az 1,2,3 index természetesen helyettesithetd x, y, z-vel.
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A tértenzoron és a négyes-aramsiiriiségen keresztiil kifejezett Maxwell-egyenletek a kovetkezok:
OLF* = —poj! (24.15)

O0iFji + 0 Fs + O Fi5 =0 (i#JF#k) (24.16)

<31- = 8’) Mindkét sor 4-4 egyenletet tartalmaz: A (24.15) a (24.9) és a (24.10) egyenletet, a (24.16) a
x
maradék kettot.

7

A (24.15) és a (24.16) baloldala a Lorentz-transzformdacidkkal szemben tenzor, mert ekkor a % transz-
formécids koefficiensek konstansok (a Lorentz-transzformécié linedris a koordindtdkban) és ezért a derivilds
alél kihozhatok (1d. a 7. fejezetet). Ha tehat a Lorentz-transzforméciokra korldtozédunk, akkor (24.15) és
(24.16) tenzoregyenlet, amely Minkowski koordindtdkban minden inerciarendszerben ugyanolyan alaku és vagy
mindegyikben igaz, vagy egyikben sem. Ezt értjiikk azon, hogy ezek az egyenletek invaridnsak a Lorentz--
transzformdcidkkal szemben. Ez érvényes az eredeti (24.9) - (24.12) egyenletekre is, amelyek csak formédjukban
kiillonboznek a (24.15), (24.16) tenzoregyenletektSl. A tenzoregyenleteknél azonban ez az invariancia nyilvdn-
vald, a (24.9) - (24.12) esetében azonban, amelyek nem tenzoregyenletek, nem nyilvanvald.

A (24.15)-t parcidlisan derivalva a

8l8;€F’“l = —/,coaljl (24.17)

egyenletet kapjuk. A baloldal a 9;0; = 0;0; szimmetrikus és az F/ = —FJ® antiszimmetrikus tenzor kontra-
héltja és ezért azonosan — vagyis tetszéleges FJ esetén — zérus, tehat a jobboldalnak is nulldnak kell lennie.
A jobboldali ;5% kifejezés azonban nem azonosan zérus, hiszen kénnyen megadhaté olyan toltés- és aramsti-
riiség, amelynél nem tiinik el. Ha azonban ezeket a sfiriségeket (24.15) jobboldaldra beirjuk, 9;0;F% = 0
kovetkeztében onellentmondé egyenletrendszerre jutunk. A 9;j° = 0 lokdlis toltésmegmaradds ilymédon a
Maxwell-egyenletek integrdlhatosdgi feltétele, ezért a Maxwell-egyenletek mellett nem sziikséges még kiilon is
posztulalni.

C) A Maxwell-egyenletek a pszeudoriemann téridében.

Gorbiilt téridében a (24.15) csak akkor marad tenzoregyenlet, ha a parciélis derivdldst kovaridns derivalassal
helyettesitjiik. A (24.16)-nél erre nincs sziikség, mert a 7. fejezet végén megmutattuk, hogy a baloldal — annak
ellenére, hogy parcidlis derivaldsokat tartalmaz — harmadrendii kovarians tenzor. Ennek kévetkeztében ez az
egyenlet dltaldnosan invaridns, azaz tetszéleges koordinata transzforméaciokkal szemben megorzi a matematikai
alakjat. Az dltalanos relativitdselméletben tehdt a Maxwell-egyenletek a kovetkezok:

ViF = —poj' (24.18)
0iFji + 0jFii + 01 Fi; =0 (i#J#k). (24.19)
A (24.18) baloldalat més alakban is fel lehet {rni. A

OF
Oz

V,F = Dl F 419 F (24.20)

jobboldalan a masodik tag F; . Szimmetridja és F* antiszimmetridja miatt zérus, a harmadikban pedig alkal-
mazhatjuk a (24.7) képletet. Igy

1 9 /=g FY)
LY —
V,F - = (24.21)
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Ezt felhasznalva (24.18) a
?
WIE) =g (24.22)
oxI
alternativ forméba irhaté at.

A (24.18) tenzoregyenlet, amely vagy minden koordindtarendszerben igaz, vagy egyikben sem, azonban
a matematikai formdja nem ugyanaz minden koordindtarendszerben. Ez a (24.22)-b6l latszik vildgosan: Az
egyenletben ugyanis explicite szerepel a metrikus tenzor determinansa, amely a kiilonb6z6 koordindtarend-
szerekben kiilonbo6z6 médon fiigg a koordinataktdl. Az ilyen tulajdonsagu tenzoregyenleteket dltaldnosan ko-
variansnak hivjak.

Ha (24.22)-t 2 szerint parcidlisan derivéljuk, a baloldalon nulldt, a jobboldalon pedig (24.6) szerint az
aramstriség kovaridans divergencidjat kapjuk. Ezért a gorbiilt téridében is igaz, hogy a toltésmegmaradas a
Maxwell-egyenletek integralhatosagi feltétele.

A (24.18) azonban a (24.15)-nek nem az egyediil lehetséges olyan altaldnositasa, amely (1) sik térid6ben a
(24.15)-be megy 4t és (2) a toltésmegmaradas az integralhatségi feltétele. Egy mdsik ugyanilyen tulajdonsdgi
altaldnositds példaul a V;(F i+ aRVF Fy) = —poj? egyenlet, amelyben o egy tetszéleges hossziisagnégy-
zet dimenzi6ju allandé. A V; operdtor itt is antiszimmetrikus tenzorra hat, és mivel (24.20) tetszéleges
antiszimmetrikus tenzorra érvényes, ez az egyenlet is dtirhaté (24.22) alakba és ezért bel6le is kovetkezik a
toltésmegmaradas.

Ha azonban az ekvivalencia-elvet is figyelembe vessziik, ilyen dltalanositasra nincs lehet0ség. Az elv ugyanis
azt koveteli meg, hogy a G id6észerii geodetikusokhoz rogzitett lokalis inerciarendszerekben Minkowski koordi-
nétakban a Maxwell-egyenletek a speciélis relativitdselméletben megismert (24.15)-(24.16) alakjukban legyenek
érvényesek. Az (24.18) alak a F; +(G) = 0 kovetkeztében eleget tesz ennek a feltételnek. A Riemann-tenzort
tartalmazé dltaldnositdsok azonban megsértik az ekvivalencia-elvet, mert R';,(G) # 0.

Megallapithatjuk tehat, hogy az ekvivalencia-elv az, amely lehetévé teszi a Maxwell-egyenletek egyértelmi
altalanositasat pszeudoriemann téridére. Ez a konklizié érvényes minden olyan fizikai torvényre, amelyet
els6rendii parcialis differencidlegyenletekkel lehet matematikailag megfogalmazni.

25. Az energia-impulzus tenzor

Ebben a fejezetben a specidlis relativitaselméletrol lesz sz6. Csak a fejezet legvégén utalunk majd ré, hogy az
altalanos relativitaselméletben milyen médositdsokra van sziikség.

Az el6z6 fejezet A. pontjaban az aramstiriiséggel kapcsolatban megallapitottuk, hogy a relativitdselmélet
szerint a megmaradasi tételek lokalisak, kontinuitasi egyenlet irja le 6ket. Foglalkozzunk most az energiameg-
maraddassal. A kontinuitdsi egyenlet ekkor a w energiastiriiséget és az § energiadram-siiriiséget tartalmazza:

o
ot

Az energia csak zart rendszerben marad meg, ezért w(7,t)-nek tartalmaznia kell az 6sszes energiafajtat, amely
a t pillanatban az 7 pontban jelen van, és természetesen ugyanez vonatkozik az §(7,t)-re is. Az dramsfir{iség
tulajdonsdgai alapjan arra gondolhatnank, hogy a négy (cw, §) komponens négyesvektort alkot, de ez nincs
igy. Az energias(irliség és a részecskestirliség (vagy a toltésslirliség) kozott ugyanis van egy egészen alapvetd
kiilonbség: Egy adott dv térfogatelemben a p - dv részecskeszdm (vagy toltés) invaridns (p - dv = p’' - dv'),
a w - dv energia ezzel szemben a térfogatelemben felhalmozott négyesimpulzus null-komponensének c-szerese
(ezért w - dv # w' - dv')3*. Ahhoz, hogy ez utébbit az egyik koordinatarendszerbél a masikba atszamithassuk,

+divi=0. (25.1)

34A p és a w transzforméciéja kozotti kiilonbség teljesen nyilvanvaléva vélik, ha p-dv-n egy dv térfogatii kisméretii test atomjainak

azonban megvaltozik, ha az Gj koordindtarendszerben mas lett a test mozgéasallapota.
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a térfogatelem Lorentz-kontrakciéjan kiviil az ott felhalmozott ¢ - dv impulzust is figyelembe kell venni.

A g vektor harom komponense egy-egy impulzussiriség: g, az z-irdnyu, g, és g, az y és z-irdnytd impulzus
stirlisége. Zart rendszerben az impulzus komponensei megmarad6 mennyiségek, és ahhoz, hogy a megmaradasuk
lokalis legyen, figyelembe kell venniink mindharom impulzussiiriiség aramstirtiségét, amelyeket &, &y, &.-vel
fogunk jelolni. Az z-irdnyt impulzus megmaradéasat leiré kontinuitési egyenlet példaul a kévetkezd:

— +divd, =0, (25.2)

vagy részletesebben

g (oF Uy+0

ot o Ty e

Hasonlban irhaté fel a kontinuitdsi egyenlet az y és a z komponensre is.
Osszesen 16 mennyiségiink van (négy stirtiség és négy, egyenként hadrom komponenst szamlalé dramsfirtiség),
amelyeket célszerii 4 x 4-es matrixként felirni:

w  Sg/c sy/c s./c

Tii Cqr Ozxx Ogy Oxz (253)

A c-ket tgy helyeztiik el, hogy minden métrixelem energiasfiriség dimenzi6ju legyen. Mint rendesen, a T%
els6 indexe a sorindex. Az els6 sort és oszlopot nulladiknak tekintjik (mert ¢,7 =0,1,2,3).

A T minden soraban a nulladik elem valamilyen sfirfiség (vagy annak c-szerese), a tobbi harom pedig a
hozza tartozé aramstriség. FEzek a mennyiségek zart rendszerekre mind megmaradnak, ezért minden i-hez
tartozik egy kontinuitasi egyenlet:

9,1 = 0. (25.4)

i = 0-nél ez a képlet a (25.1) energiamegmaradassal, ¢ = 1-nél a (25.2)-vel egyezik meg. A (25.4) és a (24.5)
dsszevetése azt sugallja, hogy T% mésodik indexe éppen tigy kontravaridns vektorindex, mint a j dramsfirtiség
fels6 indexe. Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy egy stirliség és a hozza tartozo aramsiliriiség négyesvektor jellege
szorosan Osszefiigg az elemi térfogat Lorentz-kontrakciéjaval, ami természetesen minden aramsiiriiségnél fellép.

Térjiink 4t most a sorokrél a nulladik oszlopra. Ha a T%° elemeket dv-vel megszorozzuk, az elemi térfogatban
felhalmozott négyesimpulzus komponenseit (pontosabban ezek c-szeresét) kapjuk. Ebb8l mar sejthetd, hogy
T els6 indexe is kontravaridns vektorindex.

Mindezek alapjan T%-t mésodrend(i kontravaridns tenzornak kell tekinteniink, amelyet energia-impulzus
tenzornak neveznek. Az energia-impulzus tenzor a fizika egyik legfontosabb fogalma.

A rendszer energidjit és impulzusét a

1
Wz/wdvz/TOOdv paz/gadv:E/To‘Odv (25.5)

integralok hatdrozzak meg, amelyekben a teljes térre integralunk. FEzek a mennyiségek megmaradnak. A
bizonyitds ugyantgy torténik, mint a részecskeszdm megmaraddsanak igazoldsa a 24. fejezet A. pontjaban. A
P = (P° P®, PY, P?) = (W/c, ps, Py, P-) a rendszer teljes négyesimpulzusa.
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A o0,p tenzor fizikai jelentésének tisztdzasdhoz jeloljiink ki egy v térfogatot és szamitsuk ki a térfogatot
kitolt kozeg impulzusdnak valtozasi sebességét a

%/ygadv: v(9ag;‘dv:—/vdiv&'adv:—/s(ﬁa'ﬁ)ds. (25.6)

képlet segitségével. Az atalakitdasoknal a kontinuitasi egyenletet, valamint a Gauss-tételt hasznaltuk. Az s a v
tartomany hatérfeliilete, amelynek kiilsé6 normaélisa 7.

Mivel &, az impulzussiirliség o komponensének az dramsiiriisége, a (7', - 71) az egységnyi felilleten idéegység
alatt tdvozd impulzus o komponensével egyenlé. Az integral és a negativ el6jel kdvetkeztében a jobboldal az
egységnyi id6 alatt bedramlo teljes impulzus o komponense.

Ennek a bedramlé impulzusnak (az impulzus dramsiirtiségének dltaldban) két lehetséges forméja van: Tor-
ténhet er6hatas vagy konvekcié utjan. Rugalmas kézegekben az eréhatas Utjan torténé impulzusaramsiiriiség
a fesziiltség. Ez definicié szerint akkor pozitiv, amikor a kiilsé normalis irdnyaban hat, ezért ekkor a o,g-ban
az erOhatast figyelembe vevl rész a rugalmassagtanbdl ismert fesziiltségtenzor negativja. Folyadékokban és
gazokban az er6hatdst nyomasként fogjuk fel, amely mindig pontosan a belsé normadlis irdnyaban hat. Ekkor
Oap = +pdap, mert (25.6) utolsé alakjdban a negativ el6jel az 7 kiilsé normalisbél —7 belsé normalist csindl.

Els6 példaként irjuk fel a ‘7(37, y, 2, t) sebességgel dramlo idedlis folyadék energia-impulzus tenzorat nemre-
lativisztikus kézelitésben (vagyis a V2 /c? rendfi tagok elhanyagolasdval):

p(V2)24+c4+u) p(VE/2+ 2 +h)V,/c p(VZ/2+E+h)Vy/c p(V2/24 P+ h)V,/c

g ¢ pVa pVZ+p pVaV, pVaV.
T} = v L (25.7)
‘ c-pVy pVyVa pVy +p pVy V.
c-pV. pV.V, pV2V, pV2+p

A w = p(V?/2 + % + u) energiasiiriiség a mozgési, a nyugalmi és a nemrelativisztikus bels§ energia ésszege,
amelyben u az egységnyi tomegre juté nemrelativisztikus bels6é energia. Azt varnank, hogy az energiadram
stirfisége wV-vel egyenls, de a w helyén a p(V?/2 + ¢ + h) kifejezés szerepel, amelyben

h=u+p/p (25.8)

az egységnyi tomegre juté entalpia®.

A magyarazathoz frjuk fel (25.1)-t integralis alakban és a jobboldalon §-t helyettesitsiik be (25.7)-bdl és

(25.8)-bdl:

4 wdv:—/(wV)~ﬁds+/(—pfi)-I7ds.

dt v S S
A baloldalon az energia novekedési sebessége all a kijelolt v térfogatban. A jobboldal mutatja, hogy ez két
Osszetevire vezethetd vissza. Az els6 a w energia bedaramlasi sebessége, a masodik pedig a nyomas idéegység
alatt végzett munkaja a térfogatba bedramlé kozegen. Ha 5-ben a h entalpia helyett az u bels6 energidt
hasznélnank, ez utébbi tag hidnyozna.

A 0,3 komponensek fizikai jelentése nyilvanvalé: A o, komponens példaul g,V,-nal egyenld, ami az z
iranyt impulzussiliriség y irdnyt aramstriisége. Ez tisztan konvektiv jarulék, amit az aramld koézeg szallit
magdval. A o,.-ben a g,V, konvektiv jarulékon kiviil a nyomés hatdsat is figyelembe kell venni az impulzus-
dramldsra, amint azt a (25.6) képlet kapcsén tisztaztuk.

35Vegyiik figyelembe, hogy 1/p az egységnyi témegre juté (fajlagos) térfogattal egyenld, és a V térfogatt kozeg entalpidja
H=U+pV.
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A (25.7) mintdjara a nyugvé idedlis gdz energia-impulzus tenzorat is felirhatjuk nemrelativisztikus kozeli-
tésben. Az idealis gaz attél idedlis, hogy a részecskék kozotti kblesonhatéds potencidlis energidja elhanyagolhaté,
ezért az energia-impulzus tenzor komponenseit egyedill a molekuldk sebességeloszldsa hatarozza meg.

A (25.7)-beli V most a sebességeloszlas dtlaga, amely nyugvd gaz esetében nullaval egyenld. Az energiasii-
rliség a nyugalmi és az atlagos mozgdsi energia Osszege:

1 R
00 _ 2
T,” = pc +§pv2.

“02 =y az egységnyi tomegre juté bels6 energia silirlisége a (nemrelativisztikus) termodinamikdban, a feltil-
huzéas pedig atlagolast jelent a molekuldk sebességeloszlasara. A g alulindex az idedlis gazra utal.

Az idedlis gazban tovdbbé s, = p(c? + h)v,. Nyugvé gazban v, =V, = 0, ezért T;* = 0.

Az impulzussiiriség = komponense g, = pv, = 0, és igy Tgo‘O = 0.

A 0,4 fizikai jelentése a g, = pvo impulzussiiriség daramanak § komponense, ezért o, = pvovg. De nyugvo

gazban kitiintetett irdny hidnydban termodinamikai egyensilyban « # § esetén v,vg = 0, mig v2 = v% =02 =

1— .
021
3U gy

Opg = Oyy = 055 = gpv2 = gpu.

3
A o04p ilymédon diagonélis métrix, és az idedlis gdz E = —pV allapotegyenlete, valamint a pu = E/V kévet-
keztében a diagondlis elemei a nyomaéssal egyenlék, ahogy varhato.
Nyugvd kozeg esetében tehat

T s =

nyugvd

w 0

0 p
(25.9)

0 0

0 0

k=== )

0
0
p
0

2
amelyben w = p(c? +u). Amennyiben a kozeg idedlis gaz, a nyomds és a belsd energia kozott fennall a p = Pl

allapotegyenlet.

Harmadik példank az elektromdagneses mez6 energia-impulzus tenzora. Az elektrodinamikabdl ismeretes,

hogy
€0 2 | MO 152
=_—F —H
W=k

§=(E x H),
1 - - L (25.10)
§g=—=(ExH)=(DxDB),
c
Oap = (5an - GoEaEﬂ — MOHaHB~
Az § a Poynting-vektor, 0,5 pedig a Maxwell-féle fesziiltségtenzor negativja.
Az F;; tértenzor segitségével ezek az Osszefiiggések egyetlen képletbe tomorithetdk:

g 1 .. o
T3, = eoc” <4n”FmF’“l - F”“F,Jk> : (25.11)
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Ennek alapjan konnyen igazolhaté, hogy az elektromagneses mezé energia-impulzus tenzora spurtalan:

T =T, =0. (25.12)

em 1

Termodinamikai egyensilyban 1é6v$ sugarzési térben (hémérsékleti sugdrzds) az energia-impulzus tenzornak
megint (25.9) alaktnak kell lennie, mert ebben a fizikai rendszerben sincs kitiintetett irdny. Az energiasfir{iség
ekkor természetesen (eE2/2 + poH?/2) = w,. A (25.12) kovetkeztében azonban Tg + Ty + TY 4+ T = 0.
Minkowski-metrikdban T) = T = w,, T® = —T** = —g,, = —p stb., ezért w, = 3p. HOmérsékleti

3
sugarzasnal ez az allapotegyenlet felel meg az idedlis gdz pu = —p allapotegyenletének.

Van-e altalanos recept az energia-impulzus tenzor meghatarozasara? Ha ismerjiik a rendszer Lagrange-
fliggvényét, akkor igen, de erre az eljardsra nem tériink ki.

Az energia-impulzus tenzor fontos tulajdonsaga, hogy szimmetrikus

T4 = T9¢, (25.13)
A T;j , T3, T, rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal®®. A 3 x 3-as T* = 0,4 almétrix szimmetridja a fe-
sziiltségtenzor jol ismert tulajdonsidga és annak kovetkezménye, hogy az impulzusmomentum megmaraddsat is
kontinuitdsi egyenlet irja le (az impulzusmomentum megmaradési torvénye is lokélis).

A T = T20 egyenléség azt fejezi ki, hogy a stacionér zdrt rendszerek teljes pimpulzusa mindig nulla (vagyis
egy zart rendszernek csak akkor lehet nulldtdl kiilonb6z6 impulzusa, ha mozog). Valéban, zart rendszerben

‘ I . < w ) P oo .
fenndll a (25.1) relacié. Ha a rendszer még stacionér is, akkor — = 0 és ezért divs = 0. Ha az energia-im-

pulzus tenzor szimmetrikus, akkor §/c = cg, tehdt div g = 0. De akkor p-nek egy tetszbleges 7 egységvektorra
vetett p'- 77 vetiilete zérus, ugyanis

ﬁ~ﬁ:/(ﬁ.§’)dv:/(grad(ﬁ~F’)~§')dv:

(25.14)

— / [div((7t - 7)) — (7 - 7) div 7] dv.
Az utolsé integral méasodik tagja div g = 0 miatt zérus, az elsé pedig a Gauss-tétel segitségével végtelen sugari
gombre vett feliileti integralla alakithato, amelyen minden véges kiterjedésii rendszer g impulzus siirlisége zérus.
Igy p- 1 = 0, amibél 77 tetszOlegessége miatt kdvetkezik p'= 0.

Az elmondottak tobbsége nyilvanvalé médositdsok utan érvényes marad az altalanos relativitdselméletben
is. A (25.4) helyébe a N
VT =0 (25.15)

képlet 1ép, a (25.11)-ben pedig a Minkowski-szimbo6lumot a metrikus tenzorral kell helyettesiteni. A (25.5) kép-
letek azonban a gravitacids energia és impulzus miatt komolyabb valtoztatast igenyelnek, de ezzel a kérdéskorrel
nem tudunk foglalkozni.

26. Az Einstein-egyenlet

Mindeddig nem foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy a tomegek milyen torvény szerint alakitjak maguk koriil
a téridé geometridjat. Az Einstein-egyenlet erre a kérdésre ad valaszt.

36A T} esetében a szimmetria is csak o(1/c?) pontosséggal teljestil.
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Newton gravitaciés elméletében az analég probléma az adott p tomegeloszladshoz tartozé ® gravitacios
potencidl megkeresése. Az elmélet szerint a két mennyiséget a

A® = 47Gp (26.1)

Poisson-egyenlet kapcsolja Gssze egymassal, amelynek végtelenben eltiiné megoldésa a

ﬂt
:—G/f’p (26.2)

’I’—T

integral. Az integralhoz természetesen csak az az 7’ tartomany ad jarulékot, amelyben a tomegsiiriiség kiilon-
bozik zérustél. Ha az 7 megfigyelési pont nagyon messze van a tomegeloszlastol, akkor az ilyen 7/ pontokra
|7 — 7’| = | — R(t)], ahol R(t) a tomegeloszlas egy bels6 pontjanak a koordinatdja a ¢ pillanatban. Ekkor

GM

(1) = ——
0]

(26.3)

az R-ben 1év8 M tomegl témegpont graviticids potencidlja. Abban a specidlis esetben, amikor a tdmegpont
az origbban nyugszik
GM
O(7) = ———. (26.4)
r
A 19. fejezetben lattuk, hogy amikor ®/c? < 1, a gravitdciés erd hatésa helyettesithet a térid6 geo-
29
metridjanak modositasaval gy, hogy goo-t, amely a specidlis relativitaselméletben 1-el egyenld, <1 + 2>—re
c

valtoztatjuk. Ha nem a ®-t, hanem goo-t tekintjitk alapmennyiségnek, (26.1)-t a

8rG
Agoo = 7/) (26.5)

alakban célszerii felirnunk.

A (26.3), (26.4) egyenletekben M a newtoni gravitaciés mezt 1étrehozé test silyos tomege. Az dltaldnos
relativitdselméletben csak egyfajta tomeg van, ezért M-n ezt kell értentink. De van egy mésik lehetdség is: Az,
hogy ne a tomeget, hanem az energiat tekintsiik a gravitacié forrdsanak, amely egy nyugvo M tomegi test
esetében az Mc? nyugalmi energidval egyenlé. Ha valéban ez a korrekt felfogdsméd, akkor (26.5) jobboldalan
a p-t w/c® = Tyo/c?-ként kell értelmezni, amelynek a nyugvd testre vett integralja a tomeg.

A dont6 érv, amely emellett az interpretacié mellett sz0l az, hogy az energiasiirliség eleget tesz egy lokalis
megmaradési torvénynek — a (24.3) kontinuitdsi egyenletnek —, a tomegsiiriség azonban csak a newtoni
fizikdban elégit ki kontinuitdsi egyenletet, a relativitdselméletben nem. Képzeljiik el, hogy a (26.3) vagy a (26.4)
képletet egy izolalt mikrorészecskére, mondjuk egy radioaktiv ; X4 atommagra alkalmazzuk, amely a-részecske
kibocsétasaval a z_ oY A4 magra bomlik. A bomlds pillanatdban a rendszer tomege mx-rol (my + mg)-ra
csokken, aminek kovetkeztében a gravitaciés potencial a bomlés helyétol tetszolegesen nagy r tavolsagra hirtelen
—Gmy [r-18l —G(my + mg)/r-re n8. Az ilyen végtelen sebességgel terjedd hatds azonban elkeriilhetd, ha a
gravitacié forrasa nem a tomegsiiriség, hanem az energiastiriiség, mert a bomlas soran az energia lokalisan
megmarad (a nyugalmi energia egy része alakul 4t mozgdsi energiava).

A (26.5)-t tehat logikus &tirni a

81G
ANgoo = 7T00 (26.6)

alakba. A feladatunk az, hogy ennek olyan altalanositasat taldljuk meg, amely tenzoregyenlet, és newtoni
hatdresetben ezt az egyenletet — vagyis (26.1)-t — adja vissza.
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Elsé pillanatra a feladat egyszeriinek latszik: Nem kell mast tenni, mint a 00 indexpart ij-vel helyettesi-
teni, és a A\ Poisson-operatort négydimenziés megfelelgjével, a [ = V'V, = ¢ V,;V; d’Alembert operdtorral
helyettesiteni. De ez a prébalkozas értelmetlen egyenletre vezet, mert V;g;;, = 0 kévetkeztében [g;; = 0.

A metrikus tenzornak ez a tulajdonsiga reménytelenné teszi annak a kifejezésnek prébélgatdssal torténd
megtaldldsat, amely g;; maximélisan masodrendii parcidlis derivaltjat tartalmazza és (26.6) baloldaldnak az
altalanositdsa lehetne. Mivel (26.6) dltalanositdsdban a jobboldalnak T;;-t kell tartalmaznia Tyo helyett, a
keresett kifejezésnek szimmetrikus kétindexes tenzornak kell lennie.

A Riemann-geometria elmélete azonban talcan kinal egy ilyen kifejezést, az R;; Ricci-tenzort, amelybdl
képezhetd még egy, a g;; R. Széba johetnének még az R;; hatvanyait tartalmazé tenzorok, mint pl. a g*' R Ry,
de ezek a metrikus tenzor masodik parcidlis derivaltjat az els6nél magasabb hatvinyon tartalmazzak, és ezért
teljesen valdszintitlen, hogy a newtoni limeszben vissza tudjédk adni (26.6)-t37.

Van természetesen még egy masodrendii szimmetrikus tenzor, ami szoba johet: maga a g;;. Igy végiil arra
a kovetkeztetésre jutunk, hogy a keresett egyenlet baloldaldn az R;j, a g;; R és a g;; konstans koefficiensekkel
képzett kombinaciéja allhat. Ha azonban az R;;-t szorzé koefficiens inverzével végigszorozzuk az egyenletet,
akkor az R;; koefficiense 1 lesz, viszont a jobboldalon jelenik meg egy szorzéfaktor. Ezért az altaldnossig
megszoritasa nélkiil kereshetjiik az egyenletet az

Rij + BRgi; — Agi; = kT35

alakban, amelyben 3, A és k meghatarozasra var6 konstansok.
Célszeriibbnek fog bizonyulni azonban R;; helyett a (14.8)-ban felirt

1
Gij = Rij — 59ii Rt
Einstein-tenzorral dolgozni, ezért inkabb a
Gij + aRRg;; — Agij = kT, (26.7)

alakbdl indulunk Kki.
Az a-t azonban nulldnak kell vilasztanunk. Ezt a kovetkez6 négylépéses gondolatmenettel lathatjuk be:
1) A téregyenletet dtirjuk vegyes komponensekbe:

G! + aR§! — AS} = wTY.

2) Képezziik (26.7) mindkét oldaldnak kontrakciéjat. Mivel 8! = 4 és

A 1
Gi=R - 50R=-R, (26.8)
a Ricci-skalarra az T4 aA
K
R=——- 26.9
4o — 1 ( )

kifejezést kapjuk, amelyben T = T.
3) A V, operaci6 alkalmazasaval vegyiik a vegyes komponensekben felirt téregyenlet négyesdivergenciajat:

VG 4+ aV;R = kV,Tj.

37"Ennek a sejtésnek a helyességét Cartan az Einstein-egyenlet feldllitdsa utdn hét évvel be is bizonyitotta.



26. AZ EINSTEIN-EGYENLET 78

A (14.8) Bianchi-azonosséag szerint ViGé- =0, az R skaldrra pedig

(26.9) K
ViR=0;R"=" T,

ezért
o

4o — 1

4) Térjiink 4t végiil lokalis inerciarendszerre, ahol ez az egyenlet

;T = V;T;.

(07

T =
0T 4o —1

0;,T
alaki. De az ekvivalencia-elv alapjin (25.4) szerint a baloldalnak nulldnak kell lennie, és mivel arra nincs
altalaban ok, hogy 0;7" tiinjon el, az a-nak kell zérusnak lennie. Igy végiil az

1
Rij = 59i3R = Agij = KT (26.10)

egyenletre jutunk.

A A konstans a kozmoldgiai dllandd. Ha abbdl a feltételezésb6l indulunk ki, hogy az tires térben (T;; = 0) a
téridd gorbiiletlen (R;; = R = 0), akkor az egyenletben A = 0 veendd. Ha azonban megengedjiik, hogy az "tires"
Vilagegyetemnek is lehet gorbiilete, akkor a kozmoldgiai dllandé az egyenlet olyan paramétere, amelyet tapasz-
talati dton vagy valamilyen elméleti megfontolasbdl (1d. a 42. fejezetet) kell meghatérozni. A "kozmoldgiai
allandé" elnevezés arra utal, hogy ez a tag csak az Univerzumra mint egészre vonatkozo6 feladatokban jatszik
szerepet, a Naprendszer targyalasdndl azonban elhagyhaté. Az egyenletbél latszik, hogy a fizikai dimenzidja
az R dimenzi6jahoz hasonléan inverz hossztisagnégyzet, és — mint a kozmoldgia targyalasdnal latni fogjuk —
1/ VA = 10° Mpc az Univerzum leirasaban fellépé karakterisztikus tavolsag®®. A Naprendszer targyaldsanal az
egyenletnek ezt a tagjat ugyanazért nem kell figyelembe venni, amiért egy haz tervezésénél nem kell szamitasba
venni a Fold sugarat. A tovabbiakban ezért a gravitacios téregyenletet az

1
alakban fogjuk hasznédlni mindaddig, amig 4t nem tériink a kozmoldgia targyalasara.
Visszaadja-e ez az egyenlet a lassan mozg6 testek hatdresetében Newton gravitacié elméletét? A kérdés
megvalaszoldsahoz célszerti (26.11)-t kissé dtalakitani. Ha mindkét oldalt kontrahdljuk, R = —kT-t kapjuk, és
ezt az egyenletbe visszahelyettesitve az

1
Rij =K (T” — 2gijT> (2612)

alternativ alakra jutunk.

A newtoni hatdresetre torténd attérés szempontjabél lényeges, hogy dimenziéokokbodl k aranyos 1/c*-nel.
Ez {gy lathat6 be: A (26.11) szerint [k] = [Ry;]/[T;;]. Lokalis Minkowski koordinatékban [R;;] = 1/m? (14.
fejezet), (T3] = J/m3 = kg/m - s%, tehat [k] = s?/m - kg. A k kifejezésére csak két természeti dlland6 4l
rendelkezésre, a gravitacios allandé és a fénysebesség, ezekkel kell a hdrom mértékegység, az m, a kg és a s
hatvanyat egyenl6vé tenni a két oldalon. Mivel [G] = N - m?/kg? = m3/kg - 5%, ezért

G

k=k-—
ct’

381 Mpc = 1 megaparsec = 3,262 millié fényév.
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ahol k dimenziétlan konstans.

Newton gravitacio elmélete a v < ¢, vagy — masképpen — a ¢ — oo hataresetnek felel meg. A G-t
nyugvé testekre vonatkozé mérések alapjin definidlték (Cavendish-kisérlet), ezért maga nyilvdn nem fiigg a
fénysebességtsl. A 19. fejezetbdl tudjuk, hogy a metrikus tenzorban a newtoni hatéresetnek az 1/c? szerinti
kifejtés elsd, 1/c?-tel ardnyos tagja felel meg. Ami az energia-impulzus tenzort illeti, ehhez a legnagyobb
jarulékot a c2-tel ardnyos nyugalmi energia adja. A (26.12) szerkezete pont ennek a helyzetnek felel meg. Ha
a jobboldalon Tj; és T vezet6 rendje c?, akkor R;;-ben a vezetd rend 1/ c?, amely a metrikus tenzor 1/c*-tel
aranyos jarulékaibdl szamithato ki.

Irjuk fel (26.12)-t ebben a rendben. A jobboldalon eléfordulé gij-ket ekkor n;;-vel kell kozeliteni. A T,
komponensei a Tpp = pc?-n kiviil nulldk, ezért T = pc2. Igy (26.12) harom egyenletre esik szét:

k2
]2%00 =5pC (26.13)
R, = apmpc? (26.14)
paf — Cefg
R, =0. (26.15)

2
]2%”. az 1/c2-tel aranyos jarulék a Ricci-tenzorhoz. Legyen Gij = Nij + hij, ahol hgp-rél tudjuk, hogy 1/ ¢? rendfi

és tegyiik fel, hogy hap is 1/c? rendii, hao pedig 1/c2-nél magasabb rendti (1/¢ vagy ennél is magasabb).
Alabb ez a feltevés igazolodni fog.
Az Iz%jl—hez a (14.3) képlet h-ban linedris tagjai adhatnak csak jarulékot:

1
]2%].[ = imk[ajakhil + &&hjk — 8jalhik — &-akhﬂ]. (26.16)
A jobboldalon természetesen csak az 1/c? rendii tagokat kell meghagyni. A képletben 2 szerinti derivaltak is
eléfordulnak. A metrikus tenzor id6fiiggését az égitestek mozgédsa okozza, amely a newtoni hatdresetben lassi.

Ezt tgy kell figyelembe venni, hogy a 9y = —0; kifejezést 1/c rendiinek tekintjiik és ezért IQ%ij szamitasanal a
c

Ov-t tartalmazé tagokat elhagyjuk.
Ha (26.13), (26.14), (26.15) baloldalat ezen a médon kifejezziik h;j-n keresztill, az

1 K

§Ah00 = §p62 (26.17)
1 K
§[V2h(w — 000yhyg — 0,05har + 000l — 0a05ho0] = dap - 5pc2 (26.18)

egyenleteket kapjuk (a kétszer eléfordulé gorog index Gsszegzést jelent 1,2,3-ra). A harmadik egyenlet 0 = 0-
ként teljesiil, mert ]2%@0 = %[—aaawhvo + Ahgo] és ez valéjaban 1/c?-nél magasabb rendi kifejezés.

Mivel a vizsgélt rendben Ahgg = Agoo, a (26.17) nem més, mint a (26.5) egyenlet: A (26.11) tehdt tartal-
mazza Newton gravitacié elméletét anélkiil, hogy szdndékosan beépitettitk volna. A teljes formai egyezéshez
csupan annyit kell tenni, hogy x-t 87G/c* alakban frjuk, ami k = 87 valasztdsnak felel meg. Ez nem 1j fizikai
feltevés, hanem csupan annak a megéllapoddsnak a fenntartdsa, hogy két nyugvé témegpont kozotti gravi-
taciés erdben az myma/r? kifejezést szorzé szamot (nem pedig ennek valahanyszorosat) tekintjiik gravitacios
allandénak.

Igy végiil (26.11) a kovetkezd alakban irhaté:

1 8rG

Rij = 591t = =1~

5 T;;. (26.19)
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Ez a téregyenlet (Einstein-egyenlet) a geodetikus hipotézissel mint mozgasegyenlettel egyiitt alkotja az dltaldnos
relativitdselméletet.

Megjegyezziik, hogy a jobboldalon az energia-impulzus tenzor az osszes jelenlévd anyagtipus (részecskék
és elektromégneses sugdrzds) jarulékdt tartalmazza a gravitdciés energidn és impulzuson kiviil. Az egyenlet
analizise azt mutatja, hogy ez utébbiakat az egyenlet baloldala tartalmazza implicit médon.

Mint 1atjuk, Einstein nem a newtoni elmélet korrekciéjan keresztiil jutott el az dltalanos relativitdselmé-
lethez. A newtoni elméletnek csupan néhdny altaldnos vondsét hasznalta fel. A (26.1) newtoni téregyenlet
szerkezete az Einstein-egyenletben is tiikkr6zodik annyiban, hogy az egyenlet baloldala a térmennyiségre haté
masodrendii differencidloperator, a jobboldala pedig a mezd forrdsa. A forras azonban atértelmezésre szorult:
Nem a tomeg, hanem az energia-impulzus tenzor a gravitacié forrasa. A baloldali differencidloperator lehetséges
formajit a Riemann-geometria szinte egyértelmiien determinélja, az einsteini megkozelités teljesitOképessége
ebben mutatkozik meg a legélesebben. A matematikailag még fennmaradd lehetéségeket, amelyek a méaso-
dik parcialis derivaltakat az elsénél magasabb hatvanyon tartalmazzak, a newtoni hataresettel valé egyezés
kovetelménye sziiri ki.

Ha a (26.19) Einstein-egyenlet kovaridns divergencidjat képezziik, a baloldalon a Bianchi-azonossdg kovet-
keztében azonosan nulldt kapunk. Ha a T;; kovaridns divergencidja nem lenne zérus, az egyenlet 6nellentmondé
lenne, ezért a VjTij = 0 egyenlet az Einstein-egyenlet integralhatosagi feltétele. Lokalis inerciarendszerben ez
az energia és az impulzus lokalis megmaradasat fejezi ki, ami ilymdédon az Einstein-egyenlet kévetkezménye.
Az analdgia a Maxwell-egyenlettel és a toltésmegmaradassal nyilvanvalé.

Az Einstein-egyenlet altaldnosan invaridns abban az értelemben, ahogy ezt a terminust a 24. fejezetben
definidltuk. Az egyenlet azért nem lehet semmiképpen sem altaldnosan kovaridns, mert az altaldnosan kovaridns
egyenletekben a metrikus tenzort ismertnek tekintjiik, mig az Einstein-egyenletnek maga a g;; metrika az
ismeretlene. Az egyenlet dltalanos invariancidjabol kévetkezik, hogy ha ismerjik az egyenlet valamilyen g;;(x)

Ox' O0x?

w7 A Yis koordindtatranszformdltja is megoldds. Az

egyenlet tehat nem vélaszt ki megoldasként egyetlen konkrét koordindtarendszert sem, hanem csak a koordi-
natarendszereknek azt a halmazdt, amely a téridén felvehet6. Ezt viszont a térid6 belsé geometridja hatarozza
meg. Ez a bels6é geometria az, amit az Einstein-egyenleten keresztiil az energia-impulzus tenzor meghataroz.

Az Einstein-egyenletet altaldban egytitt kell hasznédlni a kiilonb6zé tipust részecskék és terek dinamikai
egyenleteivel. Ha pl. a téridoben csak elektromagneses mezé van, akkor a feladat teljes egyenletrendszere az
Einstein-egyenletbél és a (24.18), (24.19) Maxwell-egyenletekbdl 4ll (j° = 0 mellett). Ezek dsszecsatolt egyenle-
tek, mert az Einstein-egyenlet jobboldaldn a (25.11) energia-impulzus tenzor all, amely az F;; elektromégneses
tenzortdl fiigg. A (24.18)-ban pedig szerepel a metrikus tenzor, amely eredetileg az Einstein-egyenlet isme-
retlene. Ez az egyenletrendszer egészében altalanosan invarians annak ellenére, hogy az elektrodinamikaban
onmagdban a (24.18) altaldnosan kovaridns egyenlet.

megolddsdt, akkor ennek a megolddsnak minden gy =

27. A centralszimmetrikus statikus térido

Az Einstein-egyenletek altaldnos invariancidja kovetkeztében az egyenlet a téridé geometridjat hatarozza meg,
és nem korlatozza azt, hogy a téridon hogyan vegytk fel a koordinatarendszert. Logikus feltételezni, hogy egy
gombszimmetrikus statikus csillag koriil a téridé geometridja olyan, hogy felvehetd rajta olyan koordinatarend-
szer, amely ezt a szimmetriat tikrozi. Ezt a lehet&séget bizonyara célszeri kihasznalni.

Ha egy pillanatra visszanytulunk Newton gravitacié elméletéhez és a metrika helyett gravitaciés potencialra
gondolunk, akkor ezek a tulajdonsidgok a gravitaciés potencidlban tgy nyilvanulnak meg, hogy a potencial
fliggetlen a t id6t6l és polarkoordinatdkban a legegyszeriibb, mert csak egyetlen térkoordinatatol, az r-tél
fiigg. Feltételezhetjiik, hogy a metrikaval ugyanez a helyzet: Ha a metrikus tenzor komponensei fliggetlenek
t-t6l és csak r-t6l fliggenek, akkor az r = 0 origd egy gdombszimmetrikus statikus objektum kézéppontja. Ha
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igy gondolkozunk nem jarunk messze az igazsagtol. Csak azt kell még figyelembe venni, hogy az altaldnos
relativitdselméletben nem egyetlen ®(r) fiiggvényt, hanem a metrikus tenzor tiz komponensét kell kiszamitani.

Az Einstein-egyenlet megolddsat mindenesetre azzal kezdjiik, hogy a négy koordinatat ¢, r, 9, p-nek ne-
vezziik el. Ezzel azonban nem ériink el sokat, mert magaban az egyenletben semmi sem utal arra, hogy a ¢
id6koordinéta, r, v, ¢ pedig polarkoordinatak. A koordindtak természetét tigy lehet rogziteni, hogy az ivelem-
négyzet — a metrikus tenzor, — bizonyos tulajdonsagait eldirjuk és az Einstein-egyenletek olyan megoldasait
keressiik, amelyek az el6irasnak eleget tesznek. Nyilvan olyan el6irdssal kell probalkoznunk, amely megfelel az
el6z6 bekezdésben megfogalmazott varakozasnak.

Mindenekel8tt fel kell tenniink, hogy a metrika, amelyet megolddsként kapunk, megfelel6 szignattrdju (16.
fejezet). Ebbél kiindulva megéllapithatjuk, hogy az a koordindta, amelyet ¢ betiivel jeloliink, akkor lesz az idé,
ha a koordinatabazis e(;) eleme id6észerll négyesvektor. Mivel e - €y = gy, €z annyit jelent, hogy gy-nek
pozitivnek kell lennie. Ezutan megkovetelhetjiik, hogy a g;;-k ne fiiggjenek ¢-t6l.

Egy csillag statikussiaga azonban tobbet jelent, mint a paramétereinek idébeli dllandosiga. Ha egy rogzitett
tengely koriil allandd szogsebességgel forog, akkor a paraméterei idoben allandék, mégsem statikus. Erre az
esetre a stacionér elnevezést hasznédljuk. A forgas ténye természetesen befolyasolhatja a csillag dltal 1étrehozott
metrikdt. Vezethet olyan jarulékra a metrikus tenzorban, amely eljelet valt, amikor a forgds irdnyit az

d
ellenkezbjére valtoztatjuk. Mivel a szogsebesség —cp—vel egyenld, akkor is ugyanilyen valtozast kell kapnunk

az ivelemnégyzetben, amikor di-t —dt-vel helyettesitjitkk. Nyilvan a 2g,.dtdr + 2g.9dtdd + 2g4,dtde jarulék
ilyen tulajdonsigi. A forgds természetesen befolydsolhatja az ivelemnégyzet tobbi részét is, de az bizonyos,
hogy ha gir, giv, gt, barmelyike kiilonbozik zérustol, akkor a csillag forog®®. Statikus csillag téridejében ezért
Jir = g9 = Grp = 0.

A gbmbszimmetriat azzal a feltevéssel épitjik be a keresett metrikdba, hogy a t = konstans, r = konstans
egyenletekkel meghatdrozott kétdimenziés feliilet metrikdja legyen egyenld az r sugari gombfeliilet r2(d¥? +
sin? 9 - dp?) metrikdjéval, azaz legyen

ew)  €w) = gos = —T°,  €(y) €(p) = Jpp = —17sin* I, gy, =0

(a negativ eldjel oka az, hogy a két bézisvektor térszeril). Az ivelemnégyzetnek ez a része hatérozza meg
az r koordindta geometriai jelentését: A t = konstans, r = konstans gémb feliilete 47r-el egyenls (vagy a
t = konstans, r = konstans, ¥ = w/2 kor hossza 27r.)

A gbombszimmetridhoz az is hozzatartozik, hogy az r-koordinatavonalak legyenek ortogonalisak az r =
konstans gémbokre. A keresett megolddsra ezt a tulajdonsigot is kirjuk:

ey €ew) =gro =0  er)-er) =grp,=0.

Mindossze két komponens maradt rogzitetlentl, gy és gr-. Amikor a kovetkezd fejezetben felirjuk az
Einstein-egyenleteket, 1latni fogjuk, hogy ezeket mar nem lehet onkényesen megvélasztani. Azt azonban meg
kell kovetelniink, hogy — miutan biztositottuk az r koordinata megfelelé6 geometriai jelentését, — ezek az
elemek csak r-t6l fiiggjenek.

Célszerti a két tenzorkomponensre specialis jel6lést bevezetni:

g = ¢ - A(r) grr = —B(r). (27.1)

39 A metrikdban akkor is felléphetnek ilyen tagok, ha a csillag ugyan nem forog, de a koordinatarendszer forog. A (23.11) metrika
esetében ez volt a helyzet. A (23.11)-ben az utal a koordindtarendszer forgisara, hogy az {velemnégyzet csak az r’ < ¢/ véges
sugard koron beliil érvényes. Attol a metrikatdl, amelyet ebben a fejezetben keresiink, megkoveteljiik, hogy az egész geometriai
térben legyen érvényes. Ezért ha a gio = 0 feltételt nem rénank ki, biztosan forgéd csillag téridejére jutnank, amit most nem
akarunk (Id. a 34. fejezetet).
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Ha t helyett az 2° = ct idSkoordinatét hasznaljuk, akkor
gdoo = A(T’) (272)

A szignatira megkoveteli, hogy mind A(r), mind B(r) legyen pozitiv. Ezenkivil azt is elvarjuk, hogy a
csillagtol végtelen tavol a metrika tartson a sik téridé metrikajahoz polarkoordinatakban:

lim A(r) =1 lim B(r) = 1. (27.3)

r—00 r—00

Végeredményben tehat a metrikat a
ds® = A(r) 2dt? — B(r) dr? — r?(d¥? +sin® 9 - dp?) (27.4)

alakban kereshetjiik, a statikus centralszimmetrikus téridét pedig definidlhatjuk azzal, hogy ez olyan térido,
amelyben felvehetdk a koordinaték gy, hogy az fvelemnégyzet (27.4) alaki legyen. Azokat a koordindtdkat,
amelyekben a metrika (27.4) alaka, Schwarzschild-koordindtdknak nevezzik.

Az A(r) geometriai jelentésének a megallapitdsira tekintsink egy objektumot, amely a Schwarzschild-
koordinatakban nyugszik (r, 9 és ¢ egyarant konstans). A ds? = c?dr? Osszefiiggés alapjan ekkor dr = \/A(r) -
dt. Az A(r) tehdt a nyugvo 6rdk sajatideje és a koordindtaidé kozotti kapcsolatot hatdrozza meg. Abbol,
hogy r — oco-nél A(r) — 1 kovetkezik, hogy a t Schwarzschild koordindtaidd a végtelen tdvoli megfigyeld
sajdtidejével egyezik meg.

Tekintsiik most valamelyik r-koordinatavonalat (t,7 és ¢ konstans). Az fvhossz négyzete di?> = B(r)dr?,
ezért a koordindtavonal (r,r + dr) szakaszdnak a hossza nem dr-rel, hanem dl = /B(r) - dr-rel egyenlé. Ez
nem mond ellent az r kordbban megéllapitott geometriai jelentésének, amely szerint az r = konstans gémb
felszine 477? (a f6kérok hossza 27r), hanem a t = konstans geometriai tér gorbiiltségének a kovetkezménye.

A (27.4) metrikdhoz tartozé konnexios koefficiensek a kovetkezdk:

A/
Iy, = —
Or 24
r A/ T B, r r T r 2
FOOZ@ FTT:@ w="5 Fszw:_ﬁ'sm U (27.5)
1
o, = Iy, = - I‘Z(p = —sinv¥cosV Fg@ = ctg .

A vessz6 r szerinti derivalast jelol. A 0 és a ¢ index(i komponensek atszamitasa a fizikai dimenzié alapjan
nagyon egyszerit (4.9/2 feladat). Pl. T}, = c2T,.

28. A Schwarzschild-megoldas

Egy véges a sugaru statikus gombszimmetrikus csillag téridejét az r > a kiilsé tartomanyban Schwarzschild-
téridének nevezziik. Schwarzschild-koordindtékban a metrika a csillagon kiviil is, beliil is (27.4) alakd, de A(r)
és B(r) a két esetben killonbozik egyméstél. A csillagon kiviil vdkuum van, ahol T;; = T = 0, ezért r > a-nal
az Einstein-egyenlet vdkuummegolddsdt kell megtaldlnunk.

Célszerli a vakuumegyenlet vegyes komponensekben felirt

. . 1 ..
G;=R;—§6;R=O
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alakjdt hasznalni. A Ricci-tenzor komponenseit a 14. fejezet és a (27.5) alapjan lehet felirni. A nemdiagonalis
komponensek mind nulldk, ezért az Einstein-egyenletek a kovetkezok (0,1,2,3 = ct, r, 9, ¢):

1 /B 1\ 1
[ — _ _— =
“=3 (rB r2> tz=0 (28.1)
I O A B
== (m*ﬂ) +5=0, (28.2)
A// A/ A/ B/ A/ B/
9 = Y = —_— —_— — - 2
Go=C.= 345 T 148 <A + B) 2B g (28:3)

Az A(r) és a B(r) meghatdrozasihoz elég az elsé két egyenlet. Az egyenletrendszer mégsem tulhatérozott,
mert levezethetd varidciés elvbél??, és a variacids egyenletek mindig kompatibilisek egyméssal. Ezért a G = 0,
G’ = 0 egyenletekbdl kaphaté A, B biztosan nullava teszi G’g—t és GZ-t is.

A megoldas menete a kovetkez6: A (28.1)-et

\" 1
=) - = 4+1=
T<B> BJF 0

alakban is irhatjuk. Ennek altaldnos megoldasa

1 4
11
B r’

ahol C tetszOlegesen véalaszthato integraciés konstans. Ezutan képezziik a

1 (A B
t — T e p— _— R — frd 2 .4
G (£ 2) < s
kiilonbséget, amelybdl
A B
— 4+ —==0. 28.
173 (28.5)

Ezt (AB)’ = 0 alakban is fel lehet irni, innen AB = Cs (a Cs djabb konstans), és {gy

_Cy Ch
A—B—CQ(]. ’r)‘

c sz

Cy =2MG/c? =r,.
gy végiil

1
Alry=1-— B=———. 28.6
(1) =1-15/r — (28.6)
A csillag koriil az ivelemnégyzet végleges alakja tehat a kovetkezo:
1
ds® = (1 —ry/r)?dt? — ————dr? — r?(d¥? + sin® ¥ - dp?). (28.7)
1—rg/r

Ezt a metrikat Schwarzschild-megolddsnak nevezziik.

40Hilbert megmutatta, hogy az Einstein-egyenletek az L = R - /—g Lagrange-fiiggvénybél szdrmaztathatok.
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Ha a (28.7) egzakt megolddst 6sszehasonlitjuk (17.11)-el 14tjuk, hogy a metrikus tenzor determindnsdnak
az el6jelével a 0 < r < ry tartomanyban sincs probléma, mert g = det g;; = —1 . A szignattra is mindeniitt
—2. Az r = ry azonban mégis kiilonleges, mert g,.(ry) = c0. A 0 < r < 1y intervallumban tovdbba sériil az a
kovetelmény, hogy A és B legyen pozitiv. Ebben a tartomdnyban g,... = —B > 0 (és g = A < 0), ezért az el6z8
fejezet érvelése szerint nem a t-t, hanem az r-t kell idékoordinatanak tekinteni. Mivel a metrika fiigg r-t6l,
ebben a tartomanyban a Schwarzschild-koordinatak nem tiikrozik a térid6 statikussdgat. A (28.7) megoldas
azonban 7 < r4-nél is kielégiti az G} = 0 Einstein-egyenletet.

Emlékezzlink most vissza, hogy 7, rendkivill kis sugar. A Nap esetében példaul alig 3 km, mig a Nap
geometriai sugara a ~ 700 000 km. Az r = rg-nél fellépé Schwarzschild-szingularitdsnak tehat a Nap koriili
téridé tartomdnyban nincs jelentésége és a csillagokndl altaldban ez a helyzet. A csillagon beliil pedig A-
ra és B-re (28.7) méar nem érvényes. (Az asztrofizikiban természetesen a belsé sztatikus gémbszimmetrikus
megoldasokat is vizsgaljak a csillag energia-impulzus tenzordra tett kiillonboz6 feltevések alapjan.)

A (27.5) felhaszndldsaval konnyen megkaphatjuk a Schwarzschild-megoldashoz tartozé konnexids koeffici-
enseket:

r
0 — 7 — 9
Or rr 27”(7“ — Tg)
F:t = C2F60 = 02 Tg(g;)) 7’9) '1"919 — —(T _ Tg) F;w — —(T _ ,,,g) Sin2 9 (288)
' 1 .
Iy = IY = - Fiw = —sin¥ - cos v Iy, = ctgy.

A Schwarzschild-megoldashoz tartozé Riemann-tenzort legattekinthetébben az Ri'j‘,’fl tipustt komponensei-
vel lehet felirni:

Rii ' = Ry ™ = — %
02 03 12 ' 13_ Ty (28.9)
Rgy = =Rog 7 = Ry3 "= Ri3 7 =5 5.

29. A fényelhajlas a Schwarzschild-metrikaban

Emlékeztetiink ra, hogy a 22. fejezetben hogyan szamitottuk ki a fényelhajlas szogét a Nap koriil a kozelito
metrikdban. A

k? = g9kik; = (1 —ry/r) ki — k2 — k; —k2=(1—-ry/r) Hw/c)* —k* =0

egyenletet megoldottuk a k = /k2 + k2 + k2 hullimszdmra:

1 w
\/l—rg/rlz

w
Mivel a torésmutatot a k = n(r) - — diszperzids formula definidlja, ezért a térid6 gorbiilete ugyanolyan szogii
c

w

k: %(1+7’g/27ﬂ)

fényelhajlast okoz, mint az n(r) = (1 + r,/2r) térésmutatdju kozeg. Azt taldltuk, hogy ez a szog x = 74/p
radian.

Ugyanezt az eljarast a pontos Schwarzschild-metrika esetében is alkalmazhatjuk, ha egy alkalmasan va-
lasztott r = ¢(r') fliggvény segitségével r helyett Gj ' koordindtét vezetiink be gy, hogy a Schwarzschild-
ivelemnégyzet a

ds* = h(r') dt* — f(r')(da? + dy* + d2'*) = h(r") Edt* — f(r")[dr"? + r"*(d9? + sin? 9 dp?)]



29. A FENYELHAJLAS A SCHWARZSCHILD-METRIKABAN 85

alakot vegye fel, amelyben v’ = y/a'2 + y'2 + 22 (a szOgletes zérdjelben itt az euklidészi tér (9.3) {velemnégy-

zete 4ll 3D poldrkoordindtdkban, amely a jol ismert (9.2) képletek segitségével kaphaté meg a Descartes-
koordindtdkban felirt alakbdl). Ebben a koordindtarendszerben (izotrdp koordindtdk)
2 L 5 1

= k
hr')" ()
A k2 = 0 feltételbdl most a

I o 1 5
) T T

(ki/ + k;/ + k?/) =

g— {0 Y (20.1)

diszperzids formulat kapjuk az n(r’) = \/f(r')/h(r") effektiv torésmutatdval.
Az f(r") fliggényt a
ds® = h(r')cEdt* — f(r')(dr'"? + 7"2d9? + '? sin® 9 dp?) (29.2)

ivelemnégyzet és a (28.7) Schwarzschild-ivelemnégyzet &sszehasonlitdsival hatdrozhatjuk meg. Ebb6l nyilvan-
vald, hogy f(r')-nek az

f(r"dr' = B(r)dr? (29.3)
frr? =r? (29.4)

egyenleteket kell kielégitenie. A fels6t az alsdval elosztva

dr’ dr
— =/B(r) —.

r r

Ezt konny(i integrélni:

r/:ce/ dr.m/rzC(T—?};ﬂ—k\/W)

A C integraciés konstansot vdlasszuk meg abbdl a feltételbdl, hogy a Naptdl téavol ne legyen kiilonbség r és r’
kozott: lim r'/r = 1. Ez C = 1/2-nél teljesiil. Az egyenletet r-re megoldva kapjuk a q(r’) fiiggvényt:
T—00

/ 9 \? /
r=r (1+4—'T/) = q(r").
Ezt és (29.4)-t felhaszndlva f(r')-re és h(r')-re az

2 r 4

f0) =5 = (1+45)
_ g
/!

h('r/) — A(T)|7.:q(,’_/) - rz
1+ 2L
4r!

képleteket kapjuk. Ezeket (29.1)-be beirva rg-ben linedris pontossaggal a

(102 2

r
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képletre jutunk. A kozelité metrikdban érvényes (22.1)-t6l ez abban kilonbozik, hogy 7, helyébe 2rg-t kell
frnunk. Nyilvan ugyanezt kell tenniink a (22.2) képletben is*!:

Tg

x =22 (29.5
) )

Ez a fényelhajlas képlete r,/p legalacsonyabb rendjében a Schwarzschild-metrika alapjan.

A (17.11) kozelits metrikét a pontos Schwarzschild-metrikdbo6l B(r) = 1 helyettesitéssel kapjuk. Mint a 19.
fejezetben lattuk, a v < ¢ sebességili bolygémozgas targyalasanal ez igen jé kozelités. A fényelhajlas x szdgéhez
azonban az A(r) és a B(r) jaruléka egyarant r,/p-val egyenld.

30. A Schwarzschild-térido forgé koordinatarendszerben
A koordinatarendszer valasztdsa énkényes. Néha el6nyos a maganyos csillag sztatikus téridejét konstans w szog-
sebességgel forgd koordindtarendszerben téargyalni. A Schwarzschild-koordindték (¢, 7,9, ) és a forgd Schwarz-
schild-koordindgtdk (t',r", ¢, ") kozott a kapcsolat a kovetkezé:

t=1t, r=1, 9=, v =¢ + wt. (30.1)

Az ivelemnégyzet:

2
A(r') — <w> - sin? 19’] Adt”? — 2wrsin? 9 dt'de’ — B(r')dr’? — r"(d9"? + sin® 9’ de'?),  (30.2)

amelybél leolvashaték a metrikus tenzor komponensei®?.

A vessz6s koordinatarendszerben a konnexids koefficienseket (28.8)-bél lehet kiszdmitani a (10.14) kép-
let segitségével. A transzformécids koefficiensek a (30.1) egyszeriisége miatt szintén nagyon egyszeriiek. A
kontravarians és a kovarians indexeket transzformald koefficiensek koziil a zérustol kiilonbozék a kévetkezok:

o _or oy _op 9 _
ot or o9 9o ot
o _or _ o _op | de_

o ar a9 "
Ezek a koefficiensek nem fliggenek a koordindtdktdl, ezért (10.14) masodik tagja nulla: A (30.1) transzform&-
ciéval szemben a konnexiés koefficiensek tenzorként viselkednek.

Négy dimenziéban Gsszesen 40 kiilénboz6 konnexids koefficiens lehet. Schwarzschild-koordindtédkban (28.8)
szerint ebbdl csak 9 kiilonbozik nullatél. Ezek egy kivételével a vesszés koordindtdkban is érvényesek (pl.

I‘g/w =Ty =—(r" —ry)). Az egyetlen kivétel a kovetkezo:
/ 2 MG
N A N ) (;r?:g — w?sin? 19/> = (" —ry) <r’3 — w?sin? 19’) . (30.3)

41 A p helyébe természetesen p’ keriil, de a kett& kozott a kiilonbség a C' = 1/2 valasztas kovetkeztében p > rg-nél elhanyagolhatd.

427 (30.2) ivelemnégyzet az A(r') — (r'w/c)?sin? ¥’ = 0 egyenlet &ltal meghatdrozott r’ értékeknél szinguldris. Kénnyen
igazolhatd, hogy pozitiv r'-nél ennck az egyenletnek két megolddsa van, r1(w) és r2(w), amelyekre w # 0-ndl 7y < r1(w) < r2(w).
Speciélisan a Schwarzschild-megoldésban (w = 0-ndl) az r2 megoldés eltiinik (elmegy a végtelenbe), az r1 pedig egyenlévé valik rg-
vel. Ha w elég kicsi (de nem nulla), az ro tetszélegesen nagy lehet. Ez a tipust szingularitds mutatja, hogy a koordindtarendszertink
forog.
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Ezen kiviil a vessz0s koordinatakban 6t olyan konnexids koefficiens van, amelyek Schwarzschild-koordinatdkban
nullak:

re, =wl%, -Th),  Tj, =, T, =wll,,
) (30.4)
Ify =wlly,  Th,=wTD,.
31. A kormozgas a Schwarzschild-téridében
Newton gravitacié elmélete szerint az r sugaru korpalyan kering6é bolygé korfrekvencidjat az
MG
W= e (31.1)

formula hatdrozza meg, amelyet forgd polarkoordinatarendszerben a legegyszeriibb levezetni. Ha a koordinata-
rendszer w szogsebességgel forog, akkor a bolygb a ¥ = 7/2 sikban anndl az r-nél lehet nyugalomban, amelyben
az mrw? centrifugalis erd éppen kiegyenliti a GmM /r? tomegvonzasi erét (az m* = m egyenléség esetén).

Mi lesz az analég formula az &ltalanos relativitdselméletben? Ahhoz, hogy a kérdésre vdlaszolhassunk, meg
kell taldlnunk a geodetikus egyenletnek olyan megoldését, amely (a nem forgd) Schwarzschild-koordindtdkban
r = konstans, 9 = 7/2, ¢ = wt alakd. A térid6ben ez a geodetikus egy konstans sugarii és menetmagassigi
csavarvonal, amelynek szimmetriatengelye a t-tengely.

A feladatot azonban most is forgd koordinatarendszerben lehet a leggyorsabban megoldani. A kérdést ugy
kell feltenni, hogy a konstans w korfrekvencidval forgd Schwarzschild-koordindtarendszerben milyen 7/ (= r)-nél
lesz egy nyugvd témegpont

t'=1t(r), r’ = konst., V=72, ©' = konst. (31.2)

G vilagvonala geodetikus.
A geodetikus egyenletben affin paramétert kell hasznélni, ezért vdlasztottuk (31.2)-ben paraméterként a
sajatidét, amelyrél tudjuk, hogy affin paraméter. Ennél a paraméternél a (31.2) vildgvonal érintévektora a

kovetkezo W a4y do &
’ ’ ’ / t T 90 t
vV = (V! T v Py (2 22 I ) [ 22 .
(V ) V ) V 3 V ) (dT’ dT’ dT’ dT) (dT7 0’ 07 0)

A G azonban a forgé koordindtarendszerben nyuguvd test vildgvonala, amelyen (30.2) szerint

dr = dt' Jgoo = dt’ \J A(r") — ('w/c)?.

A gyok alatti kifejezés a vildgvonalon konstans, ezért a t’ is affin paraméter.
A képleteink sokkal egyszeriibbek lesznek, ha a 7 helyett a t’-vel parametraljuk G-t. A geodetikus egyenlet
ekkor

avi
W + Fj,k/VJ Vk == 0, (313)

az érintévektor pedig, amelyet ide be kell helyettesiteni, a kivetkezo:
dt' dr' d¥ dy’

B + N 9’ N .
V—(V 7V7,V ,VW)—<W, @7 %7 dt/)—(l, O, 0, O) (314)

A behelyettesités a négy 3
Fi’t' - O
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reldciora vezet. Az eléz6 fejezet képletei szerint ebbél kettdé azonosan teljesiil, mert T, = Ff,lt/ =0. Az
7' = 19-hoz tartozé egyenletben Ff,/t, = wQFgw = —w?sin cos ¥, ezért ez az egyenlet ¥ = /2 kovetkeztében
szintén automatikusan teljesiil. Csak az i’ = r’-hoz tartozo F{;t, = 0 egyenlet az, amely feltételt r6 ki r’-re. A
(30.3) szerint ¢ = 7/2 mellett 1’ # r, esetén ez a feltétel pontosan a (31.1) newtoni Osszefiiggésre vezet w és
(= r) kozott.

Azonban nem minden r megengedett. A (31.2) vildgvonalon ugyanis (30.2) szerint a sajatidét, mint mér

lattuk, a
dr = dt'\/A(r') — (wr'/c)?, (31.5)

képlet hatdrozza meg, amely (31.1) teljesiilése esetén w? = MG /r’® = c?r,/2r"® kévetkeztében a

3r
=dt'y/1 -2 1.
dr = dt'y | o (31.6)

formulara redukalédik, amelyben a vesszék el is hagyhaték. Ebbél az Gsszefliggéshél latszik, hogy csak az
r’ > 3ry/2 sugart korpalyak idészerti geodetikusok. Az égitestek geometriai sugara altalaban sokkal nagyobb,
mint 3r,/2, ezért ez a feltétel nem jelent korldtozast a bolygépédlyakra. Latni fogjuk azonban, hogy r, az
M tomegli fekete lyuk sugara, ezért a (31.6)-t figyelembe kell venni még akkor is, ha a fekete lyukon kiviili
(r > ry) tartoményra korldtozédunk. A fekete lyuk korill csak az r > 3r,/2 sugart korokon keringhetnek
tomegpontok. Az r = 3r,/2 sugart kor fényszerti geodetikus, amelyen fény tud csak keringeni a fekete lyuk
koril. Az ry < r < 3ry/2 sugart korok pedig térszerti geodetikusok, amelyeken nem keringhet se témegpont,
se fény.

* k% %

A (31.1) képlet egybeesése a newtoni gravitdcié elméletben és az dltaldnos relativitdselméletben természe-
tesen nagyon impressziv tény, kiilénos tekintettel arra, hogy nem korlatozédik az r > r, tartomanyra, ahol
elvarhato, hogy az altalanos relativitdselmélet nagyon pontosan visszaadja az altaldnos tomegvonzas newtoni
elméletének eredményeit. Az egybeesés jelentOségét mégsem szabad tulértékelniink. A newtoni felfogasban r
a bolygd és a Nap kozéppontjanak térbeli tavolsdagdt jelenti, az dltalanos relativitaselméletben azonban csak az
egyik a végteleniil sok lehetséges radidlis koordindta koziil. Ha mondjuk izotrép koordinatakat hasznaltunk
volna, akkor az w és az izotrép koordinatak r radialis koordinataja kozott az

1 MG
(1+7ry/4r)3 r3

w =

Osszefiiggést kaptuk volna, amely csak r > r, esetén megy 4t a newtoni (31.1)-be.

De van-e egyaltalan invarians geometriai jelentése a térbeli tavolsagnak két olyan egyméstol anyagi értelem-
ben fiiggetlen objektum kozott, mint mondjuk a Fold és a Mars? Létezik-e hatarozott geometriai jelentéssel
bir6 térbeli tavolsag két megadott id6szeril vildgvonalon mozgd tomegpont kozott?

A kérdésre csak akkor vdlaszolhatndnk igennel, ha a két vildgvonalon egyértelmfiien (a koordindtarendszer
valasztasatdl fiiggetleniil) ki lennének jeldlve az egyidejli pontparok, mert ekkor minden ilyen pontpar térbeli
tavolsdga egyenl6 lenne a 4/ |gaﬂdﬂco‘dm5| (o, B = 1, 2, 3) differenciélis kifejezés integraljaval a két pontot
Osszekotd (térszert) geodetikus mentén.

Az altalanos relativitaselméletben azonban két kiillonb6z6 helyen torténé esemény egyidejliségének éppen
Ugy nincs fizikai értelme, mint a specidlis relativitdselméletben (3. fejezet). Ezért az olyan nagyon speciélis
eseteket kivéve, mint a korpdlya (1d. a kovetkez6 labjegyzetet), nem létezik egyértelmii térbeli tavolsag a két
egymastol anyagi értelemben fliiggetlen vildgvonalon mozgd tomegpont kozott.
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Vajon nem jelenti-e ez a negativ konkluzié azt, hogy az altalanos relativitaselmélet hidnyosan irja le a
valdsagot? Csak akkor jelentené ezt, ha az elmélet keretei k6zott nem lehetne leirni azokat a méréseket,
amelyekbdl térbeli tavolsagokat hatdrozunk meg. De az ilyen mérések mind targyalhatok az dltalanos relativi-
taselmélet keretei kozott.

Konkrét példaként vizsgaljuk meg a Fold-Mars tavolsag meghatarozasat célzé eljarast. A Marson elhelyezett
radié adé-vevd a foldi radidjeleket azonnal tovabbitja minden irdanyba, igy azokat a Foldon is lehet észlelni.
Tegyiik fel példaul, hogy a foldi jelek At = 700 szekundum milva érkeznek vissza a Foldre. Ebbdl arra
kovetkeztethetiink, hogy a kisérlet idépontjaban a Mars-Fold tavolsdg ¢ - At/2 = 105 milli6 kilométer volt.

Ez valéban egy tavolsag, de a newtoni fizikai vildgkép értelmében, amely szerint a tér geometriaja euklidészi,
kiegészitve azzal a feltevéssel, hogy abban a globdlis inerciarendszerben, amelyben a bolygémozgést leirjuk (5.
fejezet), a fénysebesség minden irdnyban ¢ ~ 300.000 km/s-mal egyenld.

Vegyiik észre azonban, hogy a 105 millié kilométert nem valamilyen hosszisag etalon segitségével mértiik
meg, hanem egy olyan mérés adataibdl szamitottuk ki, amelyben kizarélag sajatidé intervallumot mértiink
pontos 6ra (azaz idSetalon) segitségével?®. Ezt a kozvetleniil megmért 700 szekundumot a bolygépalydk palya-
elemeinek az ismeretében az altalanos relativitaselmélet segitségével ki tudjuk szdmitani, éspedig pontosabban,
mint a newtoni altaldnos témegvonzas és a fény terjedésére tett el6bb emlitett ad hoc feltevés alapjan.

Az ilyen és ehhez hasonlé mérések valéjaban persze maguknak a péalyaelemeknek minél pontosabb meg-
hatarozasat célozzak. Ha az Osszes mérési adatot az dltalanos relativitdselmélet segitségével minden bolygd
esetében hatdrozott koordinatarendszerben (pl. Schwarzschild-koordindtdkban) sikeriil egyetlen jol meghaté-
rozott vildgvonalban tomoriteni, akkor kijelenthetjiik, hogy a megfigyelések igazoljak az elméletet. Ezek kozott
a mérések kozott azonban nem lesz kozvetlen tavolsig-meghatarozas. Ezért amikor pl. bolygdk koézotti téa-
volsdgokrél beszéliink, ami persze tébbnyire nagyon célszerli széhasznalat, mindig vildgossa kell tenni, milyen
kontextusban értjiik.

Az altaldnos relativitdselmélet szerint két pont térbeli tavolsiganak csak akkor lehet invaridns értelme, ha
ugyanahhoz az anyagi testhez tartoznak. Egy egykristaly két pontja kozotti tavolsdg meghatarozésa vissza-
vezethet6 a pontok kozotti elemi cellak leszamlaldasara, vagyis a térbeli tavolsagot ebben az esetben nem egy
sajatidékre vonatkozo mérésbdl kapjuk meg a tavolsag valamilyen tobbé-kevésbé onkényes definicidja alap-
jan. Egy merev ridnak tehat van meghatarozott hossza, amelyet nyugalmi hossznak neveziink. Ha a rid
(vagy barmilyen hossziikds alaku test) szabadon mozog, Fermi-koordindtdkban a nyugalmi hossz a végpontok
koordinataibol képzett Ax? + Ay? + Az? kifejezés négyzetgyokével egyenld.

43 Csillagdszati egységen (CSE) a Nap-Fold tévolsagot értjiik, de 1984 éta ezt is sajatidé meghatdrozasra vezetik vissza: A csil-
lagészati egység annak a perturbalatlan korpélydnak a sugardval egyenld, amelyen egy elhanyagolhaté tomegti test 27 /k kozépnap
alatt tesz meg egy fordulatot a Nap koriil, ahol & = 0,017 202 098 95. Megjegyezziik, hogy egy r4-nél nagyobb sugari gémbszim-
metrikus csillag koriili korpalydnak van jol meghatdrozott sugara, amely a korpalydn és az origd vildgvonaldn tetszdleges médon
kijelolt két pont kozotti geometriai tavolsaggal egyenls.
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Iddtengely

8.4bra

32. A geodetikus precesszi6

Tekintsiink most egy forgd gombot, amely a centrélis égitest, mondjuk a Fold koriil korpalyan kering és kér-
dezziik meg, precesszil-e a forgdstengely (valtozik-e az irdnya) a keringés kozben.

A newtoni fizika szerint ilyen precesszié nincs. Ebben az elméletben ugyanis a mozgast a legcélszeriibb
globdlis inerciarendszerhez viszonyitva targyalni, amelyben a keringé gémbre csak a Fold gravitdcids vonzasa
hat, centrifugélis vagy Coriolis-er6 azonban nem. Ebben az esetben egy kering6 test impulzusnyomaték vektora
— és vele egyiitt a forgastengely iranya — csak akkor precesszalna, ha a Fold gravitdcids vonzbereje forgato-
nyomatékot gyakorolna a testre. Ilyen forgatényomaték azonban gombszimmetrikus objektumra nem hat (a
foldtengely 26700 év periédusi luniszolaris precesszidja a Fold egyenlit6i kidudorodasianak a kovetkezménye),
ezért egy gomb forgastengelye valéban nem precesszalhat. A 8. abra ezt a newtoni szitudciét illusztralja.
Az abra a kering6é gémb néhany egymast kovetd helyzetében mutatja a forgastengely orientaciéjat abban a
feltevésben, hogy a kezdopillanatban a gémb forgastengelyének az iranya parhuzamos a Fold forgastengelyével.

Az altalanos relativitaselmélet szerint csak lokalis inerciarendszerek léteznek, ezért ennek az elméletnek
a nézépontjabdl az el6bbi newtoni gondolatmenetnek nincs fizikai értelme. Az érvelést ugy kell atalakitani,
hogy csak lokalis inerciarendszer szerepeljen benne. Ezt nem nehéz megtenni. A 16. fejezetben lattuk,
hogy egy geodetikuson azok az objektumok (pl. firhajék) mozognak forgdsmentesen, amelyek nyugszanak a
geodetikushoz rendelheté Fermi-koordinatarendszer tengelyeihez képest, és ezért ezek azok a tengelyiranyok,
amelyek az adott geodetikuson mozgd lokélis inerciarendszer orientacidjat rogzitik. Ez az az inerciarendszer,
amelyhez képest a kering$ gomb forgastengelyének az irdanya allandé. A 16. fejezetben azt is lattuk, hogy ha
a tengelyek irdnyat a geodetikus egy tetszéleges pontjaban megadjuk, akkor azok parallel transzportdlédnak a
geodetikus mentén. Ezért a gémb forgdstengelye is a padrhuzamos elterjesztés (11.3) egyenletének megfeleléen
valtozik. Ezt az egyenletet kell megoldani ahhoz, hogy eldontsiik, precesszal-e a forgastengely a keringés soran.
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A szamitast a forgd Schwarzschild-koordinatarendszerben célszerii elvégezni, amelyben

dUZ 7 ] k/
W + F;-/k/ V] U == 0
A ) paraméter itt tetszéleges lehet (11. fejezet), de most is a A = t’ vélasztds a legcélszeriibb. Az érint6vektort

a (31.4) képlet adja meg, amelynek felhasznilasaval a kovetkezd egyenletrendszerre jutunk:

’

auw’
dt/ + Ft’T/ . U - O
dur’ , , , ,
i +Thy U 4T, - U? =0
, (32.1)
dUﬁ 79/ t/ 19/ ’
Tt Ty U 4T - UP =0
dU¥’ , : / :
g T U Ty U’ =o0.

Az egyenletrendszer felirdsanél csak a nemzérus I'-kat vettiik figyelembe. Azonban a korpdlya sikjaban ¢ = w/2,

’

és ennél a 9-nal IV, =TV, =Ty, = 0. Ekkor az
U = e(g) = (0, 0, 1, O)

konstans vektor nyilvanvaléan kielégiti az egyenletet. Ez a megoldas azt mutatja, hogy a palyasikra merdleges
vektor orientacidéja id6ben allandd, vagyis a palyasikra merdleges tengely koril porgé gomb forgastengelye
az altalanos relativitdselmélet szerint sem precesszal. A feladat szimmetridja alapjan ez varhatoé is, ezért
korlatozodtunk eddig is arra az esetre, amikor a forgastengely a keringés sikjaban fekszik.

Az el6z6 fejezetben a geodetikus korpédlydn az w és az r kapcsolatat a Fg,/t, = 0 egyenletbdl hataroztuk
konnexids koefficiens is nulla.

A megjelolt négy konnexids koefficiens elhagydsa utan a masodik és negyedik egyenlet csak az U™ és az
U¥' komponenst tartalmazza:

’

aur / /
W + F:/LPIULP = 0
au¥’ b
@ _
W + 1—‘tlv,./(]r — O.
Ebben az egyenletrendszerben a két I' koefficiens a vizsgalt korpalyan konstans értékii, ezért ha az elsé egyen-
U¢
letét derivaljuk ¢’ szerint, és a ———-t a mésodik egyenletbdl ide behelyettesitjiik, a
dt’
d2ur’ bt
Atz pe T UT =0
egyenletre jutunk, ami nem mas, mint az €2 kérfrekvencidjui linearis harmonikus oszcillator differencidl-egyenlete,
amelyben Q2 = —F{,/@,Fﬁr,. Ha a Christoffel-szimbolumok értékét ide behelyettesitjiik, a korfrekvencia abszolut

értékére az

3r
Q| = 1-=<
Q] =w\[1- <

44 Az U-nak lesz még Ut komponense is, amelyet U™ ismeretében a (32.1) elsd egyenletébdl lehet meghatdrozni. A precessziét

azonban az UT/, U’ komponensek irjak le.
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képletet kapjuk. Ilyen szogsebességgel forog a keringés sikjaban fekvo forgastengely a K’ koordinatarendszer
lokalis koordindtabazisdhoz viszonyitva (a keringés w korfrekvencidja definicié szerint pozitiv).

Ez a forgas negativ irdnytd. Abban a pillanatban példaul, amikor U maximélis, U™ pedig nulla, a masodik
egyenlet mindkét tagja nulla, az elsébdl pedig

aur’
dt’

=— I,/SO,UQD, =4w(r— rg)U“", > 0,

vagyis a pozitiv p-tengely irdnydba mutatd vektor a pozitiv r-tengely irdnydba kezd befordulni. Ez valéban
negativ iranya forgés, ezért

3ry
o

Mint mar emlitettik, ez az Q a lokdlis koordindtabdzishoz viszonyitott korfrekvencia egyszeriien azért, mert —
mint minden vektorkomponens, az U" komponensek is erre a bazisra vonatkoznak. De a keringés korpa-
lydja mentén a lokalis koordinatabdzisnak maganak az orientacidja is valtozik ugyannal az w korfrekvenciaval,
amellyel a keringés torténik. Ennek kovetkeztében a lokalis koordinatabazishoz viszonyitott szogsebesség még
a newtoni esetben sem lehet nulla, mert ahhoz, hogy a keringé géomb forgastengelye dllandéan parhuzamos
maradjon a Fold forgdstengelyével (8. dbra), Qpewtoni = —w korfrekvencidval kell forognia a lokélis koordind-
tabédzishoz képest. A newtoni gondolatmenetben a graviticiés dllandénak semmilyen szerepe sem volt, ezért
nem csoda, hogy ezt a newtoni konkliziét a (32.2)-bél az r, = 0 esetben kapjuk meg.
Geodetikus precesszionak a

Q=-—wy/l (32.2)

3r
w:Q—QnewtOm:Q—(—w):w<1— —2f>>0

kiilénbséget nevezziik*®. Ez mutatja meg, hogy a vizsgélt jelenségre vonatkozdéan miben kiilénbozik az ltala-
nos relativitaselmélet predikciéja a newtoni fizikdétél. Mint latjuk abban, hogy a keringé gomb forgastengelye
a keringés irdnydval megegyez6 (pozitiv) irdnyban precesszdl a keringés sikjdban. Ez a precesszié nagyon
lasst, néhdnyszéz kilométer magasan keringé gomb esetében 6,7 szogmésodperc/év. A NASA a GP-B nevii
urkisérletben igazolta az elméletnek ezt a joslatat.

A GP-B kisérlet tobb csaknem 50 éves elékészités utan 2004 aprilis 20-n kezdddott?®. A geodetikus pre-
cessziot egy tavoli referencia csillaghoz (kvazdrhoz) viszonyitva mérték. A kisérlet tudomdanyos fazisa dsszesen
352 napig tartott (nem folyamatosan), a kisérlet eredményét 2007 méjusdban publikaltak.

33. A perihélium vandorlas

A Kepler-torvények szerint a bolygépalyak rogzitett ellipszisek. A tomegvonzas newtoni elméletének egyik
legfontosabb bizonyitéka, hogy levezetheték beléle a Kepler-torvények, feltéve, hogy eltekintiink a bolygdk
egymasra gyakorolt hatasatél a Naptdl szarmazo sokszorta nagyobb vonzéeré mellett. Ebben a kozelitésben
igaz, hogy a bolygopalyak a térben rogzitettek és a perihélium, amely a palya Naphoz legkozelebb es6 pontja,
a Napbdl mint centrumbdl nézve az égbolton mindig ugyanazt a helyet foglalja el az allécsillagokhoz képest.
A bolygdk egymaésra gyakorolt vonzasa kovetkeztében azonban a Kepler-torvények nem teljesiilnek egészen
pontosan és a perihélium nem marad mindig ugyanott. A perihélium vandorlds a Merkarnal figyelheté meg a
legjobban, mert az Osszes bolygé koziil ennek a bolygénak a palyaja a legelnyuijtottabb.

45 A geodetikus precessziérél 1d. még A GP-B kisérlet elvi alapjai c. eléaddsomat a honlapomon (peter.hrasko.com)
46 A szonda 642 km magasan majdnem pontosan koéralakii polaris palyan keringett. A foldrajzi pélusokon dthaladé palya
szerepére még visszatériink.
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A 19. széazad kozepén Leverrier kiszamitotta az 0sszes bolygd perturbédlé hatasat a Merkurra, amelyek a kis
perturbaciok additivitdsa alapjan 6sszegzddnek. Azt talalta, hogy a perihéliumnak évszédzadonként 527 ivma-
sodperccel kellene eltolodnia az ekliptika mentén az allocsillagokhoz viszonyitva, de a ténylegesen megfigyelt
eltolédést ennél 38”-el nagyobbnak talalta’”. Késébb S. Newcomb tovabb pontositotta a szdmitasokat, és arra
az eredményre jutott, hogy a Newton elmélete alapjan szamitott eltolédési sebesség 534" /évszazad, a megfi-
gyelt érték pedig 575" /évszazad. A megfigyelés és a szamitas kozotti eltérés (41+£2.1)" /évszdzad, a mérési hiba
sokszorosa. Ahhoz, hogy ezt a pontossagot kelléen méltanyolhassuk, jusson esziinkbe, hogy a Nap és a Hold
latszélagos atmérdje 30°, csaknem Otvenszer akkora, mint az egy évszazad alatt felgylileml6 41 ivmasodpercnyi
anomalia.

Az elkovetkezd évtizedek soran az anomaliat a legkiilonbo6z6bb feltevések alapjan probaltak megmagyarazni,
de nem sikeriilt elfogadhaté magyarazatot taldlni. Az dltalanos relativitdselmélet a perihélium vandorlas prob-
lémajat automatikusan megoldja. A Schwarzschild-téridében felirt geodetikus egyenletnek ugyanis azok a
megoldasai, amelyek kissé eltérnek a koralaktol, lassan forgéd ellipszisként interpretalhaték. Az egy keringési
periddusra jutd eltolédasra a

2GM

Ap =31 - =2

1 rad/fordulat (33.1)
a

képletet kapjuk, amelyben a a bolygdépélya nagytengelye. Ha (33.1)-t a Merkirra alkalmazzuk és a szogelfor-
dulést fvmdsodperc/évszézadra szamitjuk 4t, 42.95-t kapunk eredményiil, ami ugyanolyan additiv jarulékot ad
a perihélium precessziéjahoz, mint egy-egy bolygd.

34. Az impulzusmomentum hatasa a téridore

Ha nagyon messzirdl néziink ra egy maganyos csillagra, tomegpontnak latjuk. A téridonek azt a tartomanyat,
amely a csillag méreteihez képest nagyon nagy, de kozmoldgiai skildn (vagy az allécsillagok egymés kozotti
tévolsdgdhoz viszonyitva) infinitezimélisan kicsinek tekinthetd, le lehet fedni Minkowski-koordinatakkal, ame-
lyek valaszthatok tgy, hogy a csillag nyugodjon benne. Ebben a koordinatarendszerben a csillag energidja
E = Mc?-tel egyenlé.

Most célszerti lesz egy kis idOre megint kiilonbséget tenni a tehetetlen és a stlyos tomeg kozott. A nyugalmi
energidban szerepl6 tomeg a tehetetlen tomeg, amelynek nincs kéze a gravitacidhoz. Ezért a tomegpont-csillag
nyugalmi energidjaban szereplé M a csillag tehetetlen tomege.

Masrészt a csillag Schwarzschild-metrikdban fellépé témegét mindeddig kizdrdlag a gravitdcicval dsszefiig-
gésben értelmeztiik, ezért mar eddig is meg kellett volna kiilonboztetniink a tehetetlen tomegtol és M*-gal
kellett volna jelolniink. Legyen tehat mostantol r, = 2M*G /2.

Milyen kapcsolatban all egymassal a kétféle tomeg?

Ahhoz, hogy erre a kérdésre vdlaszolhassunk, ki kell jelolniink egy nagyon nagy (elvben végtelenhez tarté)
sugaru gombot, és a Schwarzschild-metrika figyelembe vételével ki kell szamitanunk a gémbon beliili teljes
energiat, azaz E-t. Az elmélet erre a szamitasra ad egy &ltaldanos receptet, amelyet azonban nem tudunk
ismertetni.

A szamités a teljes energidra a E = M*c? eredményt adja, amibél kovetkezik, hogy M* = M: A stlyos és
a tehetetlen tomeg egyenlGsége a csillagra is érvényes.

A kétfajta tomeg egyenlésége az elmélet alapfeltevése volt, amely a geodetikus hipotézisben keriilt kihaszna-
lasra. A geodetikus hipotézis a préobatestek mozgasara vonatkozik, amelyek maguk nincsenek hatéssal a téridé
geometridjara. Ez a hipotézis azonban csak az egyik Osszetevéje az elméletnek, a mésik a metrika meghataro-
zasara szolgdlé Einstein-egyenlet. Az elmélet belsé konzisztencidja megkoveteli, hogy az Einstein-egyenlet se

4THa a perihélium helyzetét az ekliptikai hossziisiggal adjuk meg, az allécsillagokhoz viszonyitott eltoléddshoz még hozza kell
adni 5037”-t. Ennyivel mozdul el az ekliptikai hosszisag kezd6épontja — a tavaszpont, — a foldtengely precesszidja kovetkeztében
egy évszazad alatt ellenkez6 irdnyban.
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mondjon ellent a stlyos és a tehetetlen tomeg egyenléségének. Mint latjuk, az elmélet ebbdl a szempontbdl
ellentmondasmentes.

A tomegpontoknak (részecskéknek) a nyugalmi tomegiikon kiviil van még egy belsé jellemz6 tulajdonsaguk,
a spinjik. A spin olyan impulzusmomentum, amely a tomegpont nyugalmi rendszerében sem tiinik el. Az dlta-
lanos relativitaselméletben a bels6 energia szamitdsdhoz hasonld eljarassal meg lehet hatdrozni a tomegpontnak
tekintett csillag J spinjét is. A Schwarzschild-térid6re a szamitds J = 0-t ad. 1963-ban R. P. Kerr folderitette
a nullatol killonbozé impulzusmomentumi gombszimmetrikus csillag koriili téridé geometridjat (Kerr-téridd),
amelynek metrikdja az R. H. Boyer és R. W. Lindquist altal kés6bb bevezetett koordindtakban a kovetkezo:

2
M:(-%ﬁ&ﬁ-iwkfwk

2
(T2 +a®+ % sin? 19) sin? - dp? + 2@ sin? 9 dy - cdt,
P P (34.1)

2GM

2 )

Azrz—rgquaQ, Tg
c

0 =1r%+a®cos? 0.

c sz

9.4bra

A Kerr-megoldés tengelyszimmetrikus térid6t ir le (a metrika nem fiigg ¢-t6l), amelynek a ¢ = 7/2 sik
szimmetriasikja. A metrika a ¢ koordinataidétdl sem fiigg, de gy, # 0 miatt a téridé nem statikus, hanem

48 A (34.1) metrikdban az a nem olyan paraméter, amelynek alkalmas megvélasztdsdval konstans r4 mellett a goo tetszdlegesen
nagy r-nél szinguldrissa tehetd. Ilyen tulajdonsigi paraméter ebben a metrikdban egyaltaldn nincs, ezért ez a metrika nem forgd
koordindtarendszerben irja le a J impulzusmomentumd csillagot (1d. a 30. fejezet ldbjegyzetét).
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stacionér (27. fejezet). A (34.1) eleget tesz az G; = 0 egyenleteknek. A csillag nyugalmi energidja Mc3-tel
egyenld, impulzusmomentuma pedig z-irdany1, és a nagysaga J = Mca.

A csillagoknak a forgasuk kévetkeztében van zérustél kiillénb6z6 spinjik. Egy gdz halmazallapotu csillagnak
azonban nincs hatarozott szogsebessége: A Nap feliiletének kiillonb6z6 pontjai sem forognak pontosan ugyanaz-
zal a szOogsebességgel. A csillag impulzusmomentuma azonban hatdrozott szam, amely rdaddsul az energidhoz
hasonléan mozgasallandé.

Ez a jol definidlt impulzusmomentum az, ami befolyassal van a térid6 geometridjara és ezen keresztil
hatédssal van a geodetikus pédlydkra és a geodetikus precessziéra is. A geodetikus precessziot célszerii ebbdl
a szempontbol két Gsszetevire bontva targyalni, amelyekre kiillonbozé elnevezést vezettek be. A "geodetikus
precesszié" elnevezést csak arra a komponensre hasznaljak, amely J = 0-ndl is fellép (ezt targyaltuk a 32.
fejezetben). A J-vel ardnyos komponenst az angol drag terminussal jelolik®".

A 32. fejezetben lattuk, hogy a geodetikus precesszié a palya sikjaban, vagyis a palya sikjara merdleges
tengely kordl torténik. A dragnek nevezett precesszié tengelyének a helyzetét a csillag spinjének az iranya
hatdrozza meg: A drag olyan tengely koril torténik, amely a helyzetvektort és a forgdstengelyt tartalmazé
sikban fekszik. Ezen a sikon beliil a drag tengelyének az irdnya és szogsebessége fiigg az lirhajé (giroszkop)
pillanatnyi helyzetét8l (r-t6l és 9-t6l). A 10. dbrdn a nyilak irdnya mutatja, hogy adott ¥-nél milyen 6 szoget
zar be a drag szogsebessége a csillag forgastengelyével. A nyilak hossza a szogsebességgel ardnyos. Ez utébbirél
megmutathatd, hogy %\/ 1 + 3 cos? ¥-val egyenld (a Foldre vonatkozdan a =~ 3 m).

Amikor az {irhajé a csillag forgdstengelyére merdleges palyén kering (¢ = 90°), a geodetikus precesszié
és a drag forgastengelye parhuzamos egymassal: Mindkét precesszié a keringés sikjadban megy végbe, ezért
nem analizalhatok kiilon-kiilon. Polaris palydn azonban, amelyik a foldrajzi pdlusok felett halad at, a két
precesszi6 szogsebesség-vektora merdleges egymadsra: A geodetikus precessziéé merdleges a palyasikra, a drag
szOgsebességvektora pedig a palyasikban fekszik benne (9. abra). Ennek alapjin lehetségessé valik a kétfajta
jarulék kiilonvalasztéasa.

Ezért keringett a GP-B tlirszonda polaris palyan. A drag megmérése azonban igy is rendkiviil nehéz feladat,
mert a szogsebessége mindossze 0,041 szogmdsodperc/év (szemben a geodetikus precessszié 6,7 szogmdasodperc
/év szogsebességével). A kisérlet pontossiga végiil 1% koriili érték lett, és ez nem volt elég a drag meghataro-
zésdhoz.

35. A Schwarzschild-szingularitas természete

A 28. fejezetben mar felhivtuk a figyelmet a Schwarzschild-szingularitdsra, amely a (28.7) Schwarzschild-
fvelemnégyzet szingularitdsa az r = r, sugdrnadl. Megjegyeztiik, hogy a csillagok r, gravitdcids sugara sokkal
kisebb a geometriai sugaruknal, ezért a csillagok esetében ennek a szingularitdsnak nincs jelentosége.

Azonban léteznek (vagy legalabb is létezhetnek) olyan kozmikus objektumok is, amelyeknek a geometriai
sugara kisebb a gravitaciés sugarukndl — ezeket fekete lyukaknak nevezziik. A hatdrozottsag kedvéért tegyik
fel, hogy a csillag mérete sokkal kisebb, mint r,. Ebben az esetben az objektumot magat pontszertinek tekint-
hetjiik.

A (28.7) ivelemnégyzet pontszerii objektum esetében minden r > 0 sugdrnal megolddsa az Einstein-
egyenleteknek, de a Schwarzschild szingularitds miatt szétesik egy belsé S; (1 < ry) és egy kiils6 S (r > ry)
Schwarzschild-megoldésra, és felmeriil a kérdés, hogy milyen a kapcsolat a ketté kozott.

Tegyiik fel példaul, hogy valamilyen 7o > r, sugdrnél kezdSsebesség nélkiil "elejtiink" egy tomegpontot. Ez
nyilvan elkezd gyorsulva zuhanni a centrum felé, de vajon mi toérténi vele, amikor elér az r = r, sugdrhoz?
Megall? Visszapattan? Vagy haboritatlanul zuhan tovabb?

49A teljes és némileg pontatlan elnevezés: "drag of the coordinate system'. A "drag" szétari jelentése hiizds, vonszolis. Az
elnevezés arra utal, hogy a kozponti égitest forgasa "magdaval ragadja" a csillag koriili lokdlis inerciarendszereket is.
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A helyes vélaszhoz meg kell taldlnunk azt a centralis (¥ és ¢ konstans) G geodetikust, amelyen a zuhands
torténik. Miel6tt azonban ezt meghatdroznank, oldjuk meg a feladatot a newtoni gravitacidelméletben. A
legegyszertibben az energiamegmaradas tétele vezet célhoz, amely szerint

2 r

Ha a testet az ry koordinataju pontbdl kezdGsebesség nélkil ejtjik el, akkor a mozgas soran végig E =
—mMG /rg. Ezt beirjuk az energia fenti kifejezésébe és az egyenletet megoldjuk v2-re:

UQZQMG*<1_1):C2.T9.TO_T_
r To To r

d
Mivel v = d—:, a szabadesést leir6 r(t) fliggvényre a

dr rg To—T

dt ¢ 0 r

differencidlegyenletet kapjuk (figyelembe vettiik, hogy az r id6ben csokken).

Az altalanos relativitaselméletben is ugyanigy, az energiatétel segitségével célszerti a feladatot megoldani.
A gondolatmenet elsé 1épése az, hogy az energiat két olyan tag Osszegére bontjuk, amelyek analégok a newtoni
mechanika kinetikus és potencidlis energidjaval. Az energia W = mcV| képlete alapjan az energia helyett a
Vo-lal dolgozunk. Ennek a

(Vo)? = (gooV")? = A2(V°)?

négyzetét lehet a jelzett mdédon felbontani.

A keresett G geodetikus V érintévektordnak csak a VO és a V" komponense kiilénbozik zérustél, amelyek
a T sajatidé egyenldre ismeretlen fiiggvényei. A 16. fejezetbdl tudjuk, hogy V2 = ¢%. A (28.7) metrika
felhasznalasaval ez az egyenlet a kovetkezo:

A(r)(VO)? = B(r)(V")? = &,
amelybdl A(V?)2-t behelyettesithetjiik az el6z6 képletiinkbe:
(Vo)> =A[B(V")>+¢*] = (V)* + Ac® (35.1)
(kihasznéltuk, hogy a Schwarzschild-metrikiban AB = 1). A jobboldalon az elsé tag a kinetikus, a masodik a
potencidlis energia szerepét jatssza.

d
A kovetkezd 1épés az, hogy ezt az egyenletet megoldjuk V" = d—r—ra:
T

&= V)~ A, (3.2

Azért valasztottuk a negativ gyokot, mert a centrum felé esé (befutd) megolddst keressiik.
A Vp — mint tudjuk — mozgasallandd, ezért Vy(r) = Vy(ro). Feltevés szerint ro-ban a kezddsebesség nulla,
ezért (35.1) szerint

Vo(r) = Vo(ro) = +ev/ A(ro) (35.3)

d(ct
(a pozitiv négyzetgyokst kellett venniink, mert Vo = AV = AQ és itt mindkét tényezd pozitiv). Ha ezt

dr
(35.2)-be helyettesitjik, a
dr __|rg ro—r
e eV [A(ro) — A(r)] = —¢4/ "o - (35.4)
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egyenletre jutunk, amely ugyanolyan, mint a newtoni esetben azzal az egyetlen kivétellel, hogy a newtoni ¢ id6
helyén a 7 sajatid6 all. Az egyenlet a valtozok szeparalasaval konnyen integralhaté:

-2
== /:Z/ d’w MTO[ r(rg —r —|—r20<72r+arcsinroro T)} (35.5)

Ez az integral egészen r = 0-ig véges, az r = 0-hoz tartozo értéke 7,4, = g :—0 . %0.

A Schwarzschild-szingularitdsnak tehdt nincs hatdsa a centrum felé zuhan(é)J targyakra. Ha a zuhand ob-
jektum nem témegpont, hanem f{irszonda, benne tirhajésokkal, akkor az r = r, ponton térténdé dthaladésndl
az lirhajésok nem vesznek észre semmi kiilonéset. Abban a pillanatban azonban, amikor az érajuk mutatdja
a Tmaz-hoz ér, az lirhajé becsapodik a kisméretli, de a méreteihez képest hatalmas tomegli centralis égitest-
be. A geodetikusok — és az tirhajé — tovabbi sorsardl csak a centralis égitest materidlis tulajdonsdgainak az
ismeretében lehetne tobbet mondani.

De tanulsagos lesz a zuhand témegpont mozgasat megvizsgalni a ¢ koordinataidé fiiggvényében is. Célszerti

o dr , :
rogtén a — inverzét keresni:
dt

d¢ dt dr 1 V°
ar A dr e v (85.6)
A jobboldali tort szamlaléjaban

1 .
Vo(r) = ! r (55.8) ¢ !

VO(r) = g (r)Vo(r) = a0 p—— o(r) = o)

. d .
A nevezében V' = d—r, amely (35.4)-b6l vehetd. Igy a
T

dt 1
a eV A(ro) -

Tg r—"Tg To —T

differencidlegyenletre jutunk, amelynek megoldasa

t= L/ A(ro) Tox/rd’ L B (35.7)
= —= o) 4] — T _— .
c 0 rg o =1y rg—1’

Ez a kifejezés csak az ry < r < 1 intervallumban hatarozza meg a t(r) fiiggvényt, mert amikor ' — r,+0, az
integral logaritmikusan divergél (tartalmaz egy In1/(r — ry) faktort). Centralis idszerl geodetikusok persze
a 0 < r < rgy tartomanyban is 1éteznek, de mivel r — ry — 0-nél szintén divergdlnak, nem lehet tudni, hogy
melyikiik a (35.7) geodetikus folytatdsa.
A 7(r) fiiggvény és a t(r) geodetikus kvalitativ viselkedése a 10. dbrdn ldthaté. Mindkett§ ugyanannak az
objektumnak ugyanarra a mozgasara vonatkozik. Hogyan egyeztethetCk 0ssze egyméssal?
Folyamodjunk egy nagyon egyszerti példdhoz! Az euklidészi sikon az x, y Descartes-koordindtdkban az
ivelemnégyzet képlete dl? = dz? + dy?. A geodetikusok egyenesek. Ha az fvhosszal parametraljuk Sket, akkor
20 _ d2y
dX2 — d\?

kielégitik a geodetikus egyenleteket, amelyek most a = O-ra redukélédnak.
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t 9 = konstans
¢ = konstans
T |

max T(r)

t(r)

10.4bra
Vezessiik be a £, n 4j koordinatakat az
T = 67 y=-
n

egyenletekkel. Az 1j koordindtakban az {vhossz képlete dy = —dn/n? kovetkeztében

1

dI* = d&? + —dn”.

Ui

Ez a metrika az n = 0 vonalon szingularis.
Tekintsiik most a G geodetikust, amely Descartes-koordinatakban egyenes és az
1 1
rT=—-A+0b, =—"-A
V2 Y

egyenletek irjak le (11a dbra). A b tetsz6legesen véilaszthat6 konstans. Ha a paramétert kizarjuk, a G egyenlete

y=1x—0b. A G-ndx?+dy? = d)\?, ezért \ valéban az egyenes fvhossza (elgjeles értelemben: y = 0-nal A = 0,
és ettdl a ponttdl két irdnyban tdvolodva A — £00).

y n

b 'b
; X \ : 13

(a) (b)
11.4bra
Ugyanez a geodetikus a (&, n) koordinatdkban a
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egyenletekkel irhaté le. Ha a A paramétert kizarjuk, akkor G-re az n =

1
5 egyenletet kapjuk (12b dbra).

A példa mutatja, hogy egy folytonos geodetikust két mem teljes részre lehet bontani azzal, ha olyan
koordindtdkra tériink at, amelyekben az {velemnégyzetnek (metrikus tenzornak) valamilyen szingularitdsa van.
Vagy megforditva: FEgy részekre bontott geodetikus egységét esetleg vissza lehet &allitani olyan koordinatak
bevezetésével, amelyekben a metrika mindeniitt reguldris. Az olyan szingularitdst, amely 1j koordinatdkra
torténd attéréssel megsziintethetd, koordindta-szingularitdsnak hivjuk®®.

A 27. fejezetben a Schwarzschild-koordinatdkat igy valasztottuk meg, hogy maximalisan simuljanak a tér-
id6 sztatikussdgdahoz és gombszimmetridjdhoz. Az A(r) — 1 el8irdssal azt is megkoveteltiik, hogy a centrumtol
elég messze (a bolygépalydk tartomdnyaban) a ¢ koordindtaidé és a 7 sajatidé kozott ne legyen észrevehet6 kii-
16nbség. Nyilvan csak ilyen koordinatavalasztas mellett kaphatjuk vissza az altalanos relativitaselméletbol nagy
pontossaggal a newtoni gravitacié elmélet eredményeit. Valdsziniileg ezzel a kovetelménnyel kényszeritettiik ra
ontudatlanul a koordindtarendszerre azt, hogy r = rg-nél a metrikus tenzorban szingularités keletkezett. Ha
a diagnozisunk helyes, akkor bizonyara at lehet térni a Schwarzschild-koordinatakrdl olyan 4j koordinatéakra,
amelyben a metrikdnak csak az r = 0-ban van valddi szingularitisa, amely a tomegpont ott-1étével fiige Gssze,
a centralis geodetikusoknak azonban r > 0-nél sehol sincs szakadasa.

Ezt valoban meg lehet tenni. Az eljaras kulcslépése az a kévetelmény, hogy az 4j koordindtarendszerben
a centralis befuté geodetikusok legyenek koordindtavonalak, és a rajtuk futé koordinataid6 legyen a sajatido.
Ijgy is mondhatjuk, hogy a Schwarzschild-koordinatak ¢ koordinataideje helyébe az 1j koordinatarendszerben
a 7 sajatido 1ép. Az j koordindtarendszerben ezért a 11. abra baloldali grafikonja fogja ugyanazt a szerepet
betolteni, amit a Schwarzschild-koordinatdkban a jobboldali jatszott, és a metrikus tenzor minden r > 0-nél
regularis lesz. Az ilyen médon konstrualt koordindtarendszert Lemaitre—Finkelstein koordindtdiknak hivjuk.

A Schwarzschild koordindtdknak azonban a Schwarzschild-szingularitdson kiviil van még egy hidnyossiga:
Nem fedik le teljesen a tomegpont egész téridejét. Azt, hogy ez mit jelent, a kovetkezo fejezetben fogjuk latni.
A Lemaitre-Finkelstein koordindtdkban a metrika ugyan reguldris a Schwarzschild-szingularitds helyén, de a
tomegpont téridejének ezek a koordinatak is csak ugyanazt a részét fedik le, mint a Schwarzschild-koordinatédk.
Ennek az az oka, hogy az 1j koordinatarendszert egyedil a befuté centralis geodetikusokra alapoztuk. A
kovetkezo fejezetben latni fogjuk, hogy be lehet vezetni j koordinatakat gy, hogy ne csak a befutd, hanem a
kifuté geodetikusok is koordinatavonalak legyenek. Fzek a koordinaték le fogjak fedni a csillag teljes téridejét,
amelyrol kideriil, hogy olyan tartoményai is vannak, amelyekre a Schwarzschild-koordinatak nem terjednek ki.

36. A pontszerii csillag térideje

A) Az u, v koordindték.

Az el6z6 fejezetben mondottuk, hogy ha az idészerti befuté centrélis geodetikusokat valasztjuk 1j koordi-
natavonal-seregnek, akkor nem 1ép fel koordinataszingularitas, de az 1j koordinatarendszer sem fedi le az egész
téridét. Ezért most két 4j U, V koordinatavonal-sereg bevezetésével probalkozunk, amelynek a koordinatavona-
lai a centralis ki- és befutd teljes fényszeri geodetikusok. Fényszert geodetikusokon sajatidé nincs értelmezve,
de affin paraméter igen, és ez betdlti ugyanazt a szerepet, amit idészerli geodetikusokon a sajatidé. Raadédsul
koénnyen igazolhatd, hogy ez az affin paraméter nem més, mint maga az r radidlis ko)ordinéta. A bizonyitas azon

ct
d\

alapul, hogy ha statikus téridében egy geodetikus érintévektoranak Vi = goo komponense a geodetikus

50Forgé Schwarzschild-koordindtdkban a metrikdnak, mint lattuk, két szingularitdsa van, r1(w) és r2(w), amelyek fiiggnek a
koordindtarendszer megvélasztédsatol (az w értékétdl) és ezért nyilvan koordindta-szingularitdsok. A (nem forgd) Schwarzschild-
megoldasban a kisebbik szingularitds éppen a Schwarzschild-szingularitds. Méar ebbdl a gondolatmenetbdl is varhatd, hogy a
Schwarzschild-szingularitas koordinata-szingularitas tipusu.
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mentén allandd, akkor a geodetikus mozgdséllanddk tétele alapjan (19. fejezet) a A affin paraméter. Marmost

d(ct
centrélis fényszerti geodetikuson ds? = Ac?dt? — Bdr? = 0, ahonnan AB = 1 kévetkeztében Vo = A (ct) =41

valéban konstans. Egy ilyen geodetikus tehat akkor teljes, ha rajta az r affin paraméter értéke az origéban il6
pontszeru szingularitasnak megfelel§ r = 0 és az r = oo kozott valtozhat.

d(ct
Az A Elc ) = +1 egyenlet részletesen kiirva a kovetkezd:
r
d(ct) 1 T
=+ =+ . 36.1
dr A(r) r—rg (36.1)

Az S.-re fogunk korlatozédni, ahol r > ry, és ezért a fels§ elbjel a kifutd (dt > 0 — dr > 0), az alsé a befutd
(dt > 0 — dr < 0) geodetikusokhoz tartozik.

ct u,

Y

12.4bra
Behelyettesitéssel konnyen ellenOrizhetd, hogy a két megoldas-sereg a kovetkezo:

r—"Tg

cd=r+rgln +rgu=r"+rgu, (36.2)
Tg

rT—"Tyg

ct=—r—rgln +rgv=—r"+ryv, (36.3)

g

ahol u, v két tetszélegesen valaszthatd integracios konstans és

—ry
Tg

r*=r+ryln L (r>rg). (36.4)

A felsé egyenlet a kifutd, az alsé a befuté geodetikusokat irja le. A 12. dbra mutatja, hogy az S. minden
pontjdn (minden adott 9, ¢ mellett) egy kifut6 és egy befutd fényszerii geodetikus halad &t. Els lépésben
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a pont Uj koordindtdjanak azt az u-t és v-t valasztjuk, amelyek ezeket a geodetikusokat meghatarozzédk. Az
abrén a P pont j koordinatdi pl. P(ug, v1). A Schwarzschild-koordindtakrdl az

1 1
u=—/(ct —r"), v=—/(ct+1%) (36.5)
Tg Tg

képletek segitségével lehet attérni az 4j u, v koordinatakra.

B) Az U, V Kruskal—Szekeres koordindték.

A —o00 < u, v < 0o koordinatasikkal az a baj, hogy a koordinatavonalai nem teljes fényszerti geodetikusok,
mert az r affin paraméternek csak az ry < r < oo tartomdnyét jelenitik meg. Ennck a (36.5)-ben szerepld
In(r — ry) az oka. A logaritmus kikiiszobolése érdekében vezessikk be az w helyett az U, a v helyett a V'
koordinatakat az

U=e "2 V=¢tv/? (36.6)

definiciéval. Az U = konstans, V' = konstans koordindtavonalak nyilvan ugyanazok a fényszert geodetikusok,
mint az u = konstans, v = konstans koordindtavonalak.A (36.5) segitségével azonban konnyen igazolhato,
hogy

UV =""T9¢/rs, (36.7)
Ty
_ uV 9 = konstans
, ¢ = konstans
/ £,=0
UV=-1 (r=0) s .
+
1
~ r?
r, :
rl
= —w > U
Uv=-1 (r=0)

13.4bra

Ez az egyenlet konstans V-nél a V' adott értékéhez tartozé U-koordinatavonalnak, konstans U-nél pedig
az Uadott értékéhez tartozo V-koordinatavonalnak az r affin paraméteren keresztiil kifejezett egyenlete, amely
az r monoton novekvé fiiggvénye az egész 0 < r < oo tartomdnyban. Amikor azonban r < rg4, az UV szorzat
negativ. A (36.6) ugyanakkor minden u, v parhoz pozitiv U, V koordindtdkat rendel. Ahhoz tehdt, hogy a
fényszerii centralis geodetikusokat, amelyeken az r affin paraméter tetszoleges pozitiv értéket felvehet, egész
terjedelmiikben abrazolhassuk, az U, V' koordinatasiknak nemcsak az elsé negyedét, hanem minden olyan



36. A PONTSZERU CSILLAG TERIDEJE 102

tartomanyat igénybe kell venniink, amelyben minden pont U, V koordindtdja pozitiv r affin paraméterhez
tartozik.

A (36.7) szerint ennek a tartoménynak az r = 0 hatérai az UV = —1 hiperboldk. Az U, V koordinatasiknak
ez az UV = —1 hiperbolédk altal hatdrolt része a pontszerii csillag teljes téridejének a térképe (13. dbra). Ezt a
téridot Kruskal—Szekeres tériddnek hivjuk. Két olyan tartoménya van, amelyben UV > 0: Az eredeti U > 0,
V>0¢ésazU <0,V <0. Az els6t Se1-€l, a masodikat Seo-vel fogjuk jelolni. Ugyancsak két olyan tartoméanya
van, amelyekben UV < 0, az U < 0, V > 0, és az U > 0, V < 0, amelyeket S;i-el és S;s-vel jelolink. A
tovabbiakban a tartomanyokat szektoroknak fogjuk hivni.

C) Az ivelemnégyzet.

Az U=konstans, V=konstans koordindtavonalak fényszerii geodetikusok, hiszen azonosak az u=konstans,
v=konstans koordinatavonalakkal. A metrikus tenzornak ezért ( a ggyy és a g,, komponenseken kiviil) csak
a guy komponense kiilonbozhet zérust6l. Ha ugyanis lenne — mondjuk — nemzérus gy komponense, akkor
azokon az U-geodetikusokon, amelyeken V, 1, ¢ konstans, ds®> = gypdU? # 0 volna, de a koordinitavonal
fényszerlisége miatt ez nem lehetséges. Igy

ds® = 2gyydUdV — r?(d9? + sin® 9dp?). (36.8)

Az r-t itt természetesen (36.7) invertdlasaval ki kell fejezni az U, V valtozdkon keresztiil. Nem nehéz igazolni,
hogy ez a relaci6 az r minden pozitiv értékénél invertélhatd, és {gy egyértelmiien meghatdrozza az r = r(UV)
fiiggvényt, amely azonban nem fejezhetd ki elemi fliggvények segitségével. A (36.8)-ban az r-n ezt az r(UV)
fliggvényt értjik.

A gyy meghatirozasihoz korlatozédjunk az Se; tartomanyra, amelyben az U, V koordindtak és a Schwarz-
schild-koordindtak kapcsolata (36.6) szerint a kovetkez6:

U= e(r*—ct)/QTg _ r—"Tyg e(r—ct)/QTg’ (369)
Tg

V = e tet)/2rg — [T T Tg (rtet)/2rg (36.10)
Tg

Mindkét kifejezés pozitiv, ezért ez a transzformdicié az r > ry kiilsé Schwarzschild-tartoméanyt az U, V' sik
els6 negyedére képezi le. A (36.9), (36.10) transzformdaciok és a Schwarzschild-metrika ismeretében ki lehet
szdmitani grryv-t°!, amelyet (36.8)-ba frva a

4 3
% = —ﬁe_r/rgdUdV — r2(d¥? + sin® ¥dy? 36.11
ds? = ==

ivelemnégyzetre jutunk.

Ezt az ivelemnégyzetet az Sei-ben érvényes (36.9), (36.10) koordindta transzforméciéval kaptuk a (28.7)
Schwarzschild-ivelemnégyzetbdl. Ennek kovetkeztében (36.11) az U > 0, V' > 0 tartoméanyban kielégiti az
Einstein-egyenleteket. De amikor az egyenletbe beirjuk a (36.11) {velemnégyzetben szerepld metrikus tenzort
és megallapitjuk, hogy kielégiti az egyenletet, sehol sem kell kihasznalni az U, V valtozdk szamértékét. Ezért

51A (36.9) és a (36.10) az j koordinatdkat fejezi ki a régieken keresztiil, ezért a g¥" kontravaridns komponenst tudjuk veliik

kiszamitani:
vv _ 90UV 4  OUOV

gy o rr
ot at? or ar?
ahol g** = 1/(Ac?) és g"" = —1/B. Ezutén gyy = 1/gVV.
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ez a metrika az egész Kruskal-Szekeres téridében kielégiti az Einstein-egyenletet, mert itt r > 0 és a (36.11)
ivelemnégyzet regularitdsanak éppen ez a feltétele.

A (36.11) metrikdhoz tartoz6 Christoffel-szimbolumok az egész Kruskal-Szekeres téridén reguldrisak, és
ennek kovetkeztében a geodetikus egyenlet is regularis. Ez a térid6 tehat geodetikusan teljes, mert a geodeti-
kusokat csak akkor nem lehet folytatni, ha az r = 0-beli fizikai szingularitdsba titk6znek.

D) Schwarzschild-metrika az egyes szektorokban.

Az Seq-ben érvényes (36.9), (36.10) kis médositasdval a tobbi harom szektorban is be lehet vezetni Schwarz-
schild-koordinatdkat, amelyekben a ds? (28.7) alaki. A sziikséges véltoztatdsok a kovetkezok:

— Seo-ben mindkét egyenlet jobboldalan az eléjel negativra valtozik.

— S;1-ben (36.9) jobboldala, és mindkét egyenletben a gyok alatti kifejezés —1 szorzdt kap.

— Sio-ben (36.10) jobboldala, és mindkét egyenletben a gyok alatti kifejezés —1 szorzdt kap.

Ha a (36.11)-ben szereplé metrikus tenzort ezeknek a képleteknek a segitségével dttranszforméljuk r, ¢
koordinatakra, mindhdrom esetben a (28.7)-t kapjuk. Megjegyezziik, hogy a (36.7) képlet a (36.9)-ben és a
(36.10)-ben végrehajtott valtoztatasok ellenére eredeti formaban érvényes mindegyik szektorban.

A 13. ébran felrajzoltuk az r = konstans és a t = konstans koordinatavonalakat. A (36.7)-bél lathato,
hogy az r koordinatavonalak az UV = konstans > 0 hiperboldk. Az Sc¢i-ben és Seo-ben az r koordinata az
(rg,+00), az Si1-ben és az S;2- ben pedig a (0, ry) intervallumban véltozik. A t = konstans koordindtavonalakra
mindegyik szektorban a

VU = +e/a (36.12)

egyenletek egyikét kapjuk, amelyek szerint a t = konstans koordindtavonalak az U, V sik centralis egyenesei.
A konstans értéke mindegyik szektorban a (—oo, +00) intervallumban valtozik. Magukon az U, V tengelyeken
r =14, az U tengelyen t = —o0, a V tengelyen t = +o0.

A t Schwarzschild koordindtaid6t az S.-ben gy vezettiik be, hogy legyen egyenlé a végtelen tavoli megfigyeld
sajatidejével. Ezt jol meg lehet érteni a 13. abra alapjan: Legyen a t; és a to koordinatavonal metszéspontja
az r3 koordindtavonallal P; és P,. Ha r3 elég nagy, akkor ennek a koordinatavonalnak a P; P, szakaszan eltelt
sajatidé majdnem pontosan (to — t1)-el egyenld.

A Nap koriili téridében ez a kovetelmény biztositotta, hogy a Schwarzschild-koordinataidé csak nagyon
kis mértékben térjen el a foldi orak sajatidejétdl és ennek kovetkeztében a newtoni fizika abszolat idejétol.
Most 14tjuk, hogy amikor a kézponti égitest sugara kisebb rg-nél, ez az artalmatlannak 1dtsz6 kovetelmény
megakadalyozza, hogy a Schwarzschild-koordinatik az egész téridot lefedjék.

Mondottuk, hogy a Kruskal—Szekeres téridé a pontszeri csillag teljes térideje. Ezen azt értjiikk, hogy
ebben a téridében nincs olyan geodetikus, amely ne ezen a téridén beliil kezdddne és végzédne (geodetikus
teljesség). A (36.6)-hoz hasonlé transzforméciéval az egész U, V koordindtasikot le lehetne képezni egy Gj X, Y
koordinatasik 1. negyedére, de ennek nem lenne sok értelme, mert nincs olyan geodetikus, amely "kilégna" az
1. negyedbdl.

37. Geodetikusok a pontszerii csillag téridejében

A) A fényszeri(i centrélis geodetikusok.

A Kruskal—Szekeres koordinatdakban a fényszerii centralis geodetikusok az U = konstans, V = konstans
koordindtavonalak. Az S.i-ben ezek azonosak az u = konstans, v = konstans vonalakkal, amelyek a (36.2)
és a (36.3) szerint a kifutd, illetve a befuté fénysugarakat irjdk le. A 14. dbrdn ennek megfeleléen rajzoltunk
nyilat a koordinatavonalakra, amelyek mentén a fénysugarak terjednek. A nyilak irdnya a folytonossig alapjan
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minden szektorban ugyanaz, de csak S.i-ben igaz, hogy a V = konstans vonalak befuték, az U = konstans
vonalak pedig kifutok.

A fénysugarak irdnyitottsaga hatdrozza meg a fénykap helyzetét és jeloli ki a jovObeli és a multbeli fényku-
pot. A Kruskal—Szekeres koordinatakban rogzitett 9 és ¢ mellett barmely P ponthoz tartozé jovobeli fénykup
belseje a 2. negyed, a multbeli fénykip belseje pedig a 4. negyed (ha a koordinatarendszer origdjat P-ben
képzeljiik el)®2. A P-n természetesen nemcentrélis fénysugarak is haladnak keresztiil. A centralis fénysugarakat
tartalmazo térképen a teljes fénykupnak csak a centralis metszetét tudjuk abrazolni, amelyet a fénykap két
centrélis irdnyu alkotdja hatarol.

9 = konstans
¢ = konstans

.
»

4 oo
o fénykup
A jovébeli V' multbeli

14.4bra

B) Az id8szerti vildgvonalak.

Az idGszerl vildgvonalak minden P pontjukban a P-hez tartozé multbeli fénykup belsejébél a jovobeli
fénykup belseje felé haladnak. Ez az irdany felel meg a sajatidé névekedési iranyanak. A 15. dbran felrajzoltunk
néhany centralis idGszeri vilagvonal szakaszt, amelyeken a nyil a sajatidé novekedésének az irdnyaba mutat.

Az U,V koordinatdkban a jovobeli fénykupot a P-n athaladé r» = konstans vildgvonal érintéje két részre
bontja. Ez az érinté valasztja el egymastdl a centralis kifutd és befutéd irdnyokat. Egy idészerii vildgvonalnak
lehetnek kifuté és befutd részei. A feldobott k6 geodetikusan pl. egy kifutd szakasz utan egy befutd rész
kovetkezik.

A nemcentralis vildgvonalak dbrdzolaséhoz a 15. dbra koordindtarendszere, amely konstans ¥-hoz és p-hez
tartozik, nem elegendd. Az r = konstans, ¥ = /2 koron keringd objektumok vildgvonala példdul csak a
¥ = 7/2-hoz tartozé U, V térképeken lathaté: Ez minden rogzitett ¢-nél egy pontsorozat az r = konstans
hiperbolan Sei-ben.

C) A fekete lyuk.

Az S;1-b6l semmilyen id@szerli viligvonalon sem lehet kijutni a sajatidé noévekedési irdnyaban, mert a
fényktp tgy érinti az S;i-t hatdrolé pozitiv V- és negativ U-tengelyt (mindkettén r = ry), hogy a jovSbeli

52Ha V = (VU, V'V, 0, 0) egy id8szerii centralis vildgvonal érintévektora, akkor V2 = 2g;1, VUV V-nek pozitivnak kell lennie.
Mivel gyy < 0, ezért VUVV < 0, tehdt vagy VV > 0, VU < 0, vagy megforditva. Az egyik eset jeloli ki a jovébeli, a méasik a
multbeli fénykapot. Az Sei1-ben a t koordinataidét gy valasztottuk, hogy a t novekedési irdnya egyezzen meg a sajatidé novekedési
iranyaval. A 14. 4brarél leolvashaté, hogy pl. az r = konst. idészerii vildgvonalakon a V'V > 0, VU < 0 érintSvektor mutat a ¢ és
a 7 névekedési irdnyaba, vagyis a jovobeli fényktpba.
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része teljesen beliilre, a multbeli része teljesen kiviilre esik. A fénysugarak ugyancsak bezarva maradnak .S;;-
ben, amint az legaldabb a centralis fénysugarakra vonatkozdéan a 14. &bra alapjan megallapithaté. Ennek
kovetkeztében azok a fényszerii vagy idészerii vilagvonalak, amelyek S.1-bol vagy Seo-bol S;1-be vezetnek az
r = ry sugaron (azaz a pozitiv V- vagy a negativ U-tengelyen) keresztiil, egész tovabbi terjedelmiikben S;;-n
beliil maradnak.

Roéviden ezt ugy foglalhatjuk Ossze, hogy az S;; térid6 tartomany fekete lyuk, ahonnan "nem tud kijénni
semmi"®3. Azokrél az eseményekrdl tehat, amelyek a fekete lyuk tartomdnyiban torténnek, nem "sziviroghat
ki" semmilyen informécié: A fekete lyuk hatdra mogé kiviilr6l nem lathatunk be. Ezért nevezik ezt a hatart
eseményhorizontnak.

A fekete lyukban r < r, kévetkeztében a (27.4) Schwarzschild-ivelemnégyzetben A és B negativ, ezért
itt az r a koordinataidé, a t pedig térszerii koordinata. A 14. dbra alapjan megallapithaté, hogy a centrélis
idOszerti vilagvonalakon a sajatidé novekedési iranyanak r folyamatos csokkenése felel meg. Ez minden idGszeri
vildgvonalra igaz. Az iddszerti vilagvonalak az r = 0 idépillanatban véget érnek, ez véges sajatidé alatt
kovetkezik bed4.

D) A fehér lyuk és a méasodik kiils6 Schwarzschild-tartomény.

Az S;, feliiletén a fény és a tomegpontok csak kifele haladhatnak keresztiil, ezért ezt a szektort gyakran
"fehér lyuknak" hivjak.

Az S.o "méasodik kiilsé Schwarzschild-szektor" az S.; pontos mésa. Egy pontszerii csillagnak elvben mindkét
kiils6 szektorban lehet bolygérendszere. A két kiilsé szektor kozott azonban nem lehetséges "utazds", mert a
kett6t 6sszek6té minden vildgvonalnak van térszer szakasza ('féreglyuk").

Kilon térgyaldst igényel az az eset, amikor egy csillag rohamos 6sszehiizédds (kollapszus) kovetkeztében
valik kisebbé a sajat gravitacios sugaranal. Megmutathato, hogy az ilyen csillag térideje csak az Seq1 és az Sj;
szektorokat tartalmazza.

E) Radidjelek a fekete lyuk kozelébdl.

Mozogjon egy trszonda olyan palyan, amely az Se; kiils6 Schwarzschild-tartomanybdl atvezet a fekete
lyukba. Koézben sajatidében mérve w, = konstans frekvencian folyamatosan radidjelet sugaroz, amelyet egy
konstans r > 74, 9, ¢-ben parkolé monitor-{irhajé dllandéan vesz. Milyen w frekvencidjinak észleli a sugdrzast?

A 15. abrén felrajzoltuk a szonda és az tirhajo trajektéridjat. Az dbran szaggatott vonallal jeleztiik a kifutd
(U = konstans) fényszerli geodetikusokat, amelyeken a rddiésugarzés terjed. Ezek a sugarak csak az U > 0
tartomanyban jutnak el a monitor-tirhajéhoz. Miutan a szonda atlépett az U < 0 negyedbe, a jelei az r = 0
szingularitdsban végzédnek.

53 A kvantummechanika figyelembevételével ez a kovetkeztetés médosulhat, mert a kvantummechanika szerint a fekete lyuk
feltehet&en folyamatosan emittdl elektromdgneses hulldmokat és részecskéket (Hawking-sugdrzds). A feltételes méd hasznilatat
az indokolja, hogy ma még nincs megoldva a kvantummechanika és az altalanos relativitdselmélet egyesitése egyetlen elméletben.

54Mivel a fekete lyukban az r a koordinitaid8, ezért az {irhajé "kormanyzaséval' nem lehet elérni, hogy az {irhajé kikeriilje az
r = 0-t. A kiils§ Schwarzschild-szektorban sem lehetséges, hogy egy adott ¢ idépont ne kovetkezzen be egy "Orokéletli" {irhajé
péalyajan. Az {irhajé megfelel¢ kormanyzasaval azonban a fekete lyukat el lehet keriilni.
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V

r=konstans

monitor

V\\szonda

15.4bra

A monitor olyan messze van a szingularitastél, hogy a sajatideje praktikusan megegyezik a ¢ Schwarzschild-
koordinataidével. A szonda 7 sajatidejii pontjabol emittalt sugdrzds abban a t sajatidejii pontban éri el a
monitort, amely ugyanazon az U = konstans koordindtavonalon fekszik, mint a 7 sajitidejli pont: a 7 = F(t)
fiiggvényt az U = konstans egyenlet hatarozza meg.

A szonda pélydjan a 7 = 0 esemény legyen az, amikor a pédlya metszi a V-koordindta tengelyt (a V =V}
pontban). Az S.i-be es§ szakaszon ezért 7 < 0. A metszéspont kozelében U = —ar > 0, V =V + 1 < Vp,
tehat a és 5 pozitiv konstans. A monitor palyaja (36.9), (36.10) alapjén

U= r—Ty er/27"g .efct/QTg

Tg

V= [I"Tg r/2rg  ct/2rg
' ’

ahol r = konstans. A szonda és az {irhajé U koordinatdjat egyenlitve kapjuk a
T=F()= —We_Ct/%g (v pozitiv konstans)

képletet, amely azt fejezi ki, hogy a monitoron észlelt sugarzas frekvencidja t-fligg6:

dr dF —ct/92
w(t) = wy— = wy— = konstans - e ct/ Ty,
®) dt T dt
Valasszuk a t = 0 kezd6pontot tgy, hogy az a sugarzas, amely ekkor ér a monitorhoz, olyan kis negativ
sajatidopillanatban — a V-tengelyhez nagyon kozel — emittdlédott, amikor a kozelitésiink mér érvényes.

Ekkor

w(t) — oCt/2rg

w(0)
A monitor irhajéon tehat ¢ > 0-ndl a jel frekvencidjanak exponencidlis csokkenését tapasztaljak. A csokkenés
nagyon gyors, mert az idéallandéja nagyon kicsi: Azzal az id6vel egyenld, amely alatt a fény sik téridében 2r,

tavolsagot tesz meg. A jel véges szamu oszcillacié utan monoton csokkenve szilinik meg.

* ok ok

Ezzel a fejezettel lezarjuk az altalanos relativitaselmélet ismertetését és attériink a relativisztikus kozmologia
alapjainak a megtargyalasara az dltalanos relativitaselmélet szemszogébdl.
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38. A relativisztikus kozmoldégia alapfeltevései

A relativisztikus kozmolodgia kiindulépontja Einsteinnek az a hipotézise, hogy az

1 81G
Rij — igin — Agz‘j = CTTZ‘J (381)
gravitacios téregyenlet az Univerzum egészére is alkalmazhato.
Einstein tett még két tovabbi feltevést is: Az dtlagolasi hipotézist és a kozmoldgiai elvet.

Az dtlagoldsi hipotézis szerint a téregyenlet jobboldalan T;;-n az Univerzum térben kisimitott anyagstiriiségé-
nek energia-impulzus tenzorat kell érteni. Ez a kisimitott energia-impulzus tenzor a (38.1) egyenleten keresztiil
a Vildgegyetem kisimitott metrikdjat hozza létre, amelyen az anyag lokéalis stirliség-egyenetlenségei (galaxisok,
egyedi csillagok) "helyi gylir6déseket" okoznak.

Az atlagolasi hipotézis nagyon er6s feltevés. Az Univerzum egy P pontjidban ugyanis a "kisimitdst" a P
koriili valamilyen nem til nagy térfogartra (cellara) vett atlagoldsként értelmezhetjitk. Az Einstein-egyenlet
nemlinearitasat figyelembe véve azonban az Einstein-egyenlet atlagolasaval kaphaté téregyenlet nem lehet azo-
nos az atlagolt mennyiségeket tartalmazé Einstein-egyenlettel, mert egy szorzat atlaga nem egyenlo az atlagok
szorzataval. Példaul

= P _W"' im XLy T, XLy # o _@‘*‘ im XLy = Ly, XLy

A Ik pedig maguk sem egyenlék az dtlagolt metrikus tenzorbdl képzett Christoffel-szimbélumokkal. A to-
vabbiakban azonban mégis kizarélag kisimitott mennyiségekkel és az Oket tartalmazé Einstein-egyenletekkel
fogunk dolgozni.

A kozmoldgiai elv azt mondja ki, hogy a kisimitott térben minden pont és minden irdny egyenértékd. Ez
az elv megfelel annak a felfogdsnak, hogy a Fold, a "mi" lakéhelytlink, nem kitiintetett helye az Univerzumnak.
Matematikailag ez a feltevés tigy fogalmazhaté meg, hogy a kisimitott geometriai tér maximalisan szimmetrikus
(10. fejezet). Harom geometriai dimenziérdl 1évén sz6 ez hat fiiggetlen Killing-mez8 1étezését tételezi fel. A
kisimitds elotti valosagos Univerzumban természetesen a helyek és az irdnyok nem egyenértékiiek. Ma még
nem tudjuk elég megbizhatéan, hogy milyen skdldn (és hogyan) kell az atlagoldst elvégezni ahhoz, hogy a
kozmoldgiai hipotézis teljesiiljon.

Ha a geometriai tér kétdimenziés volna, a kozmoldgiai elv a kisimitott Univerzumra harom lehet&séget
engedne meg: A 2D gombot (9. és 12. fejezet), a 2D pszeudogdmboét (15. fejezet), valamint a 2D euklidészi
sikot, amelyek kétdimenziés maximalisan szimmetrikus sokasagok. Tekintsiik at ezek 3D megfeleldit!

Induljunk ki egy hipotetikus 4D metrikus sokasaghdl, amelyen az x,y, z, u koordinatakat vessziik fel.

A) A 3D gémb.
Tegyiik fel el6szor, hogy ez a sokasag euklidészi:
di? = dz* + dy* + dz* + du?. (38.2)
Ebben az esetben az
22 +y? + 22+ u? = d? (38.3)

egyenlettel meghatarozott feliilet 3D gomb.
Vezessiik be ezen a gombon a y, 9, ¢ 3D gémbi koordinatakat az
u=acosy, z=asinycos?d, y=asinysindsing, z = asinysindcosyp

(38.4)
0<x, 9<m, 0<p<2rm
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képletekkel. A (38.3) ekkor azonosan teljesiil. Ha pedig ezeket a kifejezéseket beirjuk (38.2)-be, megkapjuk a
3D gbmb ivelemnégyzetét 3D gdémbi koordinatakban:

dl*> = a® [dx® + sin® x(d¥? +sin® 9 - dp?)] . (38.5)

A x, 9, ¢ koordindtak origbjaban x = 0. Az origdt a 3D gémb barmely pontjiban felvehetjiik. A (38.5) metrika
segitségével meggy6zddhetiink réla, hogy a y koordinatdjui pont origétél mért r tavolsiga r = ax-vel egyenls®?,
az origd koriil felvett r sugard 2D gomb felszinét pedig az

. o7
Sy = 4ma® sin? x = 47a®sin® —
a

képlet hatdrozza meg®®. Ebbdl kovetkezik, hogy a 3D gémbén a 2D gémb felszine az r névekedésével lassabban
né, mint 47r? (vagyis lassabban nd, mint a 3D euklidészi térben).

A teljes 3D gomb térfogata a (y, x + dx) vastagsidgi gombhéjak Sa(r) - dr = Sa(x) - a - dx térfogatdnak
integraljaval egyenld:

™
Vs = / 4ra®sin? x - ady = 27263,
0

B) A 3D pszeudogdmb.
Tegyiik fel most, hogy a hipotetikus 4D sokasag pszeudoeuklidészi:
di* = da® + dy? + dz* — du®. (38.6)
Akkor a
—2? —y? = 2% +u? = ad? (u>0) (38.7)

egyenlettel meghatarozott feliilet a 3D pszeudogémb.
Vezessiink be a 3D pszeudogdmboén a y, ¥, ¢ 3D pszeudogdmbi koordinatakat a

u=achy, z=ashycos?, y=ashysindsing, =z =ashysindcosyp

_ (38.8)
0<x < o, 0< ¥ <m, 0< <2

képletekkel. A (38.7) ekkor azonosan teljesiil. Ha pedig ezeket a kifejezéseket beirjuk (38.6)-ba, megkapjuk a
3D pszeudogémb ivelemnégyzetét 3D pszeudogdmbi koordinatakban:

di* = a® [dy* + sh? Y(dv” + sin® 0 - dp?)] . (38.9)

A x,9, ¢ koordinatdk origdjat a 3D pszeudogémb barmely pontjdban felvehetjitk. A (38.9) metrika segit-
ségével meggy6zodhetiink réla, hogy a y koordinataju pont origétdl mért r tavolsiga r = ax-vel egyenld, az
origd koriil felvett r sugart 2D gémb felszinét pedig az

Sy = 4ma® sh? x = 4mwa? sh? r
a

képlet hatdrozza meg. Ebbdl kovetkezik, hogy a 3D pszeudogombén a 2D goémb felszine az r novekedésével
gyorsabban né, mint 4772, A teljes 3D pszeudogémb térfogata végtelen: Vi = oo.

55 A kivélasztott pontot az origéval 6sszekotd sugar mentén d = dp = 0, ezért az ivhossz a dl = a - dx integralja.
56 A x= konstans gobmbon a metrika di? = a? sin? x(d¥? + sin? ¢ - dp?), és azt tudjuk, hogy ez egy asin x sugard gémb ivelem-
négyzete.
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C) A 3D euklidészi tér.

Végiil a 4D hipotetikus sokasigon az u = konstans egyenlettel jeloljiink ki egy 3D hiperfeliiletet. Akar
euklidészi, akar pszeudoeuklidészi a bedgyazé 4D sokasig, ennek a 3D feliilletnek a metrikdja euklidészi:

di? = da* + dy* + dz* = dr? + r*(d9? + sin® 9 - dp?). (38.10)

A 9. és a 15. fejezetben kovetett eljardssal nem nehéz igazolni, hogy mindharom sokasig maximalisan
szimmetrikus, mert van hat linedrisan fliggetlen Killing-mezdje.

Vezessiik be a k indikdtort a kovetkezd definiciéval:

+1 gomb esetében,
k=< —1 pszeudogdmb esetében, (38.11)

0 euklidészi sik esetében.
A k felhaszndlasaval a harom eset 6sszefoglalhaté igy:

k~(x2+y2+22)+u2:a2

) 9 ) 9 ) (38.12)
dl* =dz* + dy* + dz* + k - du”.

A 3D g6mb és pszeudogdmb (38.5), (38.9) ivelemnégyzetének ismeretében kiszamithatjuk a konnexids koeffici-

enseket és a Riemann- gorbiiletet. A tovabbiakban csak a Ricci-skalarra lesz sziikségilink, amelyre az

6

R=%Fk- = (38.13)

képletet kapjuk®”.

39. A standard modell

A standard modellben feltessziik, hogy a kisimitott téridében felvehetd olyan koordinatarendszer, amelyben az
ivelemnégyzet ds? = c2dt? — di? alaku, és dI? az elézé fejezet valamelyik maximéalisan szimmetrikus geometriai
terének ivelemnégyzete. Azonban megengedjiik, hogy a geometriai tér skdldja fiiggjon a ¢ koordinataid6tél.
Ezen azt értjiik, hogy két nyugvd (régzitett térkoordinatéji) pont térbeli tavolsiga az id6 miildsaval valtozhat®®.
A (38.5), (38.9) esetében ez annyit jelent, hogy az a hossziisdg dimenziéji paraméter fiigghet ¢-t61, a (38.10)-ben
pedig a jobboldal tartalmazhat egy b(t) dimenzidtlan szorzétényezit:

?dt* — a*(t) [dx® + sin® x(d¥? + sin® ¥ - dp?)] ha k = +1
ds® = Pdt* —dI* = { c2dt? — a?(t) [dx? + sh® Y(dv? + sin? 9 - dp?)] ha k= -1 (39.1)
A2dt? — b2 (t) [dr? + r*(dv? + sin® O - dp?)] ha k= 0.

Az a(t) és a b(t) fliggvényeket az Einstein-egyenletbdl kell meghatdrozni. Ezt a hirom ivelemnégyzetet kozos
néven Robertson— Walker (RW) metrikdnak hivjdk. A k = 1 univerzumot zdrtnak, a masik kettét nyitottnak
nevezzik.

57n-dimenziés gémbre és pszeudogémbre R = k - n(n — 1)/a2.

képleteket.
58 A 2D gémb esetében ez a valtozé sugart léggdmb geometridjanak felel meg, amikor polarkoordinatékat rajzolunk réa.

Ebbél visszakapjuk a két dimenziéra vonatkozdé mar ismert
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Mindharom ivelemnégyzetre jellemzd, hogy
gu = ¢ = konstans, Gt =0 (39.2)

(o — mint mindig — a térszerli koordindtdk indexe). Az ilyen tulajdonsdgi koordindtarendszert szinkron-
rendszernek nevezik (a metrikdt magat pedig szinkron-metrikdnak). A szinkron-rendszer megkiilonboztetd
tulajdonsdga, hogy az x* = konstans koordindtavonalak geodetikusok, amelyeken a t koordindtaidd affin para-

méter. Ezeknek a koordinatavonalaknak az érint6vektora a lokélis koordinatabazis e eleme, ezért az allitds
i

De . , De o )
dt(” = 0. Mivel ¢,y = 6; = (1, 0, 0, 0), ezért — > =Thel el =T}, &
a (39.2) teljesiilése esetén ez a négy Christoffel- szimbélum valéban zérus®®.

A tétel fontos kdvetkezménye, hogy RW-koordinatarendszerben az izolalt tomegpontok nyugodhatnak, mert
a vilagvonaluk ekkor geodetikus. A relativisztikus kozmolégiaban feltessziik, hogy a galazisok, amelyek a
kozmologidban tomegpontoknak tekinthetdk, nagy pontossiggal nyugszanak a RW koordindtarendszerben. A
tovabbiakban ezt a feltevést a nyugud objektumok hipotézisének® fogjuk nevezni.

A relativisztikus kozmologianak tehat az Einstein-egyenletek alkalmazhatosagan kiviil harom alapfeltevése
van: Az atlagolasi és a kozmologiai hipotézis, valamint a nyugvé objektumok hipotézise.

igazolasahoz azt kell belatni, hogy

A RW-metrikdhoz tartozé konnexids koefficiensek koziil a tovabbiakban nem lesz sziikségiink azokra, ame-
lyeknek az indexei kozott nem szerepel a koordinataidé. A k = 41 esetben a tobbi nemzérus koefficiens a
kovetkezo:

a a
Ffm = _Egaﬁa s = 555- (39.3)
A Ricci-tenzor komponensei koziil csak Ri-re lesz sziikség. A k = +1 esetben

3a

Rt 30 39.4

= (39.4)
A Ricci-skaldrra az (2 )
6 6(a” + ad

R=—ke-"aa 992)

képletet kapjukl. A (39.3), (39.4), (39.5) képlet a k = 0 esetben is érvényben marad, ha a(t)-t b(t)-vel
helyettesitjiik.

40. A kozmolégiai voroseltolodas

A standard modellben két rdgzitett térbeli koordindtdji pont térbeli tavolsdga az a(t) skdlafaktorral ardnyosan
valtozik. Nem arrél van tehat szo, hogy "mindennek a mérete" valtozik. Egy merev testnél példaul a skalafaktor
valtozasa arra vezet, hogy a testben rugalmas erdk gerjednek, amelyek a méretvaltozas ellen hatnak és ennek
kovetkeztében a testet alkoté elemek térbeli koordinatéit valtoztatjak megS2. Specidlisan az idedlis méterrid

59Fzek a Christoffel-szimbélumok gt /Ox? és Ogia /Ot tipusii deriviltakat tartalmaznak, amelyek (39.2) kovetkeztében nulldk.

60Nem &ltaldnosan hasznalt elnevezés.

61 Amikor a nem fiigg t-t6l, az R-re innen a (38.13) negativjdt kapjuk. Ennek az az oka, hogy a RW-ivelemnégyzetben a di?
negativ elSjellel szerepel, vagyis a metrikus tenzor g,3 komponensei a (38.5), (38.9) megfelel6 komponenseinek a negativjai. Mivel
R minden tagja paratlan szdmi metrikus tenzor-komponens szorzatat tartalmazza, ezért a gog — —gap helyettesitésnél az R
eléjele is megvaltozik.

62Egy merev test méretei csak akkor valtozhatnénak a(t)-vel ardnyosan, ha minden pontjuk tehetetlenségi mozgast végezne tgy,
hogy nyugszik a RW koordindtdkban. De ez nem lehetséges, mert ezek a pontok erét fejtenek ki egymaésra, és ennek kovetkeztében
nem mozoghatnak geodetikuson (Id. a 19. fejezetet).
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megmarad 1 méter hosszusiagunak. Elvben a méterrud segitségével regisztralhatjuk a skalafaktor hatasat ott,
ahol ilyen hatas fellép.

A nyugvé objektumok hipotézise szerint a galaxisok térbeli koordindtaja alland6 érték, ezért a galaxisok
kozotti térbeli tavolsdg az a(t)-vel ardnyosan valtozik. A hatdrozottsig kedvéért tegyiik fel, hogy az Univer-
zumot a k = +1 indikdtorhoz tartozé RW-metrika irja le. Legyen a mi Galaxisunk a koordinatarendszer
origjaban, amelynek x koordindtdja nulla. Ez — mint mondottuk, — idében allandé érték. Az a galaxis,
amelynek a x koordinitaja xg-vel egyenls, az RW-metrika szerint téliink [(t) = a(t)x, tévolsdgban van. A
nyugvé objektumok hipotézise szerint a x, is allandé érték, ezért

I(t) I(to) lo

a(t) a(te)  ao’

vagyis
lo

Itt és a tovabbiakban a nulla index a mai dllapotra utal®3, vagyis pl. I(tg) = lp a kivalasztott galaxis t6liink

szédmitott tavolsdga most (t = tg-ban). Ez a "most" azonban nem a fizikdban megszokott idétartam nélkili
pillanat, hanem sok milli6 évig érvényes, mert ismereteink szerint a skalafaktor valtozdsa rendkiviil lassu
folyamat.

Milyen gyorsan valtozik [(¢) a mai allapotban ("most")? Derivéljuk az el8z8 képletet:

dl
0= 7(t) = l—o da(t) = lfodo = Hlo,
dt to Qg dt to an
ahol )
ag
H=— 40.1
> (40.1)

a Hubble-konstans. Mint latjuk, két galaxis tavolsdga most annal gyorsabban véltozik, minél tavolabb vannak
most egymastol: )
lo = Hlyp. (40.2)

A H fugg to-t6l, de abban az értelemben konstans, hogy most bdrmely két galaxisra alkalmazhatd. A képletnek
ez az univerzalis érvényessége azzal kapcsolatos, hogy a galaxisok kozotti tavolsag novekedése nem a galaxisok
sajat mozgdsanak, hanem a metrikus tenzor idéfiiggésének a kovetkezménye.

De mi van a galaxisok k6zott terjed6 fény hullamhosszaval? Ez is "tavolsag', de vajon melyik kategoraba
tartozik? Allandé marad-e, mint a méterrid hossza, az a(t)-vel ardnyosan skdldzik-e, mint a galaxisok tévol-
sdga, vagy valamilyen ezektdl kiillonb6z6 modon viselkedik? Ahhoz, hogy a kérdésre vélaszolhassunk, ki kell
szamitanunk az RW metrikdban terjedd fénysugar frekvencidjanak valtozasat a fénysugar mentén.

A fénysugarak, mint tudjuk, fényszeri geodetikusok, amelyek érintévektora a k hulldimvektor. Irjuk fel a
(19.4) osszefiiggést ezekre a geodetikusokra:

d 1 . .

—(k-W) = k'K Lwgi;- 40.3
A ¢ a fénysugdr affin paramétere, a W pedig tetsz6leges vektormezd. Ha W-ként a lokalis koordinatabazis e gy
elemét valasztjuk, akkor

k-W=k-eq) = ko=~ (40.4)

c .

63 A mai dllapot az angol present epoch kifejezés magyar megfeleléje.
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ey d 7] 0
W [ (7.13) ¢ ;. 0G5 i 03Gij
— = k'K L i o= k'K =
dE 2 e Jij 2" B0 ot
Amikor g;; nem fiigg a koordinataidétol, a frekvencia a fénysugar mentén allandé. Ez volt a helyzet Schwarz-
schild-koordinatdkban . A RW metrika azonban fiigg a t koordinataid6tél, ezért a fénysugar frekvencidja a
terjedés soran valtozik. Milyen gyorsan?

A térbeli koordindtarendszer origdjat mindig vélaszthatjuk gy, hogy rajta legyen a vizsgalt fénysugdron.
Ekkor a fénysugar centrélis: k” = k¥ = 0, és csak k® és kX kiilonbozik zérustdl (a hatarozottsiag kedvéért a
k = +1 geometria esetét tdrgyaljuk, de a gondolatmenet érvényes a masik két geometridra is). Mivel gog = 1
és gy = —a?(t), a (40.5) most a kovetkezd:

1 .
= Sk (40.5)

dw ¢ 5 d 9 5 da
= (X)) — (— = — (kX A
2" gz0 (707) =~ (K)a- G

A fénysugarak azonban fényszerii geodetikusok, ezért k érintévektoruk fényszerti:
K2 = gkl = (k%)% — a® (k%) = 0.

Ennek koévetkeztében 1
2 2
(k-X) = ) (ko) )

a
és igy
d; 1 d
w_ T (k°)2 aa
d¢ a dt
odffo, e s s e s .. P
A k° = — Kképlet segitségével a baloldalon is attériink ¢ szerinti derivalasra:

d
ldw 1 da

cdt — a dt’
A k% = w/c kihaszndlaséval pedig rovid atalakitds utdan kapjuk a végeredményt:

%(wa) =0. (40.6)
A fénysugdr mentén tehédt az w - a szorzat értéke az, ami valtozatlan. Ha a véltozik, akkor w az 1/a-val ardnyos
véltozast szenved®

A valtozéas hatdsa a tavoli galaxisok spektrumvonalainak a helyzetében jelentkezik. A fény, amit most itt
megfigyeliink, At koordinataidével korabban indult el a galaxisbél. Ha a galaxis elég messze van, a frekvencidja
ezalatt észrevehet6en megvaltozott, ezért egy alkalmasan kivalasztott kémiai elem atomjanak spektruméban
egy meghatarozott spektrumvonal wy megfigyelt frekvencidja kiilonbozni fog ugyanezen spektrumvonal w frek-
vencidjatol a kibocsdtds pillanataban. Ezt az w frekvenciat mi a sajat laboratériumi kisérleteinkbdl ismerjiik,
ezért meg tudjuk hatarozni a frekvencia megvaltozasdnak a nagysdgat. Az emittalt és az észlelt frekvencidt
természetesen az emittdld és az észleld galaxis sajatidejében kell érteni, de az RW metrika szinkron jellege
kovetkeztében ezek a sajatidék megegyeznek a koordinataidovel, mivel a nyugvé objektumok hipotézise szerint
a galaxisok nyugszanak az RW koordinatakban. A tapasztalat szerint wg mindig kisebb w-nédl. Ez a jelenség a
kozmoldgiai véroseltolodds.

64Ha ugyanezt a gondolatmenetet k* helyett egy szabadon mozgé témegpont négyessebességére alkalmazzuk, amelyre V - €) =

Vo = E/mc, azt taldljuk, hogy koordindtaidében p - a = konstans, ahol p = 4/(E/c)? — m2c? az impulzus nagysiga.
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Az w és az wy kapesolatét (40.6) szerint az wpag = wa egyenléség irja le, vagyis az w/wy hdnyados az ap/a
ardnnyal egyenld, ahol — mint kordbban, — ag az a(t) fiiggvény értéke a mai allapotban, a pedig ugyanezen
paraméter értéke az emisszié pillanataban. Voroseltolddasrol 1évén sz6 ag > a.

Az w helyett tobbnyire a A = 27¢/w hulldmhosszal dolgoznak. A (40.6) szerint a/\ = ag/\o, azaz

Ao ap
— =— 40.7
2% (10.7)
vagyis a fény hulldmhossza ugyanigy skdldzik, mint a galaxisok kézotti tdvolsdg. A tapasztalat szerint a (40.7)
arany nagyobb 1-nél. Az eltolodas mértékének a jellemzésére a
Ao — A
z2=—— 40.8
- (10.8)
paramétert hasznaljak.

Meg lehet-e mondani a z mért értéke alapjin, hogy milyen [y tdvolsdgra van most (a mai allapotban) az a
galaxis, amelynek a fényét analizaltuk? A gondolatmenet, amely elvezet a z és az [y kozotti Osszefliggéshez, két
1épésbél all. A z-t el6szor azon a At koordinataidd intervallumon keresztiil fejezziik ki, amennyi alatt a fény a
vizsgalt galaxisbol elérkezett hozzank, majd pedig At-t kapcsolatba hozzuk [y-lal.

Ha az a(t) fliggvényt az Einstein-egyenlet megolddsdbdl ismerjiik, akkor At-t a

ao
5 =

T a(=At) !

egyenletbdl szamithatjuk ki. Ha a(t)-t nem ismerjiik, és a z, amit mértiink, 1-hez képest kicsi, akkor sorfejtést
hasznalhatunk, amelyben a(t)-t két empirikusan meghatirozandé konstanson keresztil fejezziik ki. Fejtsiik
sorba 1/a(—At)-t az 1/ag érték koril:

1 1 d (1 1 d* (1
=—+4 — |- (FAYY+ - — | - S (=At)?
a(=At)  agp T (a) 0 ( )+ 2 dit? <a) o ( )’
(40.9)
4 (L] __% (1N _ _do 243
dt \a/|, ad’ a2 \a/|, a@ a}’
ahol ag és dp az a(t) elsd és masodik deriviltja a mai dllapotban.
Ezt a sorfejtést hasznélva
. SN2
= YDAty (C“)) ~ AR
ag ag 2ag
amelyben megjelent a (40.1) Hubble-konstans. Vezessiik be a
doao do
=— =— 40.10
a% H2a0 ( )
lassuldsi paramétert. Ekkor
1
z:H~At+(1+2q)-(H-At)2—|—... (40.11)

Ezek a képletek a k = £1 RW-metrikdra vonatkoznak, mert (39.1) szerint csak ezekben szerepel az a(t)
fiiggvény. Azonban a k = 0 esetben is a dimenzidtlan b(t) helyett bevezethetiink hosszisdg dimenziéja a(t)-t
a b(t) = a(t)/ap definicidéval, amelyben az a(0) = ag értéke tetszblegesen vélaszthatd (vagyis megallapodunk
benne, hogy a mai dllapotban legyen b = 1). Ekkor a képleteink mér mindhdrom esetben érvényesek.
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Az 1y és a At kapcesolatat a 16. abra segitségével tisztazhatjuk, amely gombi (k = 1) geometridra vonatkozik.
Amikor a vizsgalt galaxis fénye a G pontbdl elindult felénk, az a(t) skdlaparaméter értéke a(—At) volt (gémbi
geometridndl a(t) a gdmb sugardval egyenld). A fénysugar folyamatosan novekvd sugari gombon terjedt, és
most, amikor az My pontban megfigyeljiik, a sugar a mai allapotnak megfelel6 agp-lal egyenlo.

Ha a 3D gombi koordindtarendszer origbjat Mop-ban (a mi Galaxisunkban) vessziik fel, akkor a fénysugdron
a ¥ és a @ értéke végig megegyezik azzal az értékkel, amely irdnybdél a fény megérkezik hozzénk (a fénysugar
centralis). Ezért két kozeli pontja kozott ds? = c?dt? — a?(t)dx? = 0, vagyis dx = —c - dt/a(t). Kozeli galaxis
esetén dy = —Xg4, a(t) = ap és dt ~ At. Ha innen At-t (40.11)-be helyettesitjiik, a At els6 rendjében a

1
2~ -Hly (40.12)
C

Hubble-térvényre jutunk, amely szerint az [y tavolsag legalacsonyabb rendjében z aranyos [yp-lal.

M,

MG=1

|
|
A
M0G0=10 i 3( At) |
\\a fénysugar | a(0)=a,
16.4bra

Tavoli galaxis esetében a c?dt? — a?(t)dx? = 0 egyenletet integralnunk kell a G és az My kozott a t a
(—At, 0) intervallumban, mikézben a x a (x4, 0) intervallumban véltozik:

e
J _ae a(t)’

Ha ezt ao-lal megszorozzuk, az lo = agx, képlet alapjan megkapjuk az Iy és a At kapcsolatat meghatarozé

lo = agx —C/O altﬂ
0Tt —ar o a(?)
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egyenletet, amely — ha az a(t)-t ismerjitk, — tetszdleges At-nél haszndlhato.

A sorfejtésen alapul6 targyalas évtizedekig elegendd volt a megfigyelések értelmezéséhez, mert sokaig csak
z =~ 0,1 nagysagrendl voroseltolédasokat figyeltek meg. Ezekbdl a megfigyelésekbdl meg lehetett hatarozni a
Hubble-konstansot, amelynek értéke mai ismereteink szerint

km 1
H=7+3 —-
Mpc
Dimenzidanalizisnél természetesen [H] = 1/s, de a H szamértékét a (40.2) 4ltal sugallt vegyes dimenziéban

szokés megadni. Az igy megadott szdm azt fejezi ki, hogy a mai allapotban két egyméstol 1 Mpc tavolsagra
16v6 galaxis tédvolodési sebessége 71 km/s-mal egyenlé. Ennek az értéknek 1/H =~ 15 millidrd év felel meg.

A Hubble-konstans ismeretében a voroseltolodas mérésébdl meg lehet hatarozni a kozeli galaxisok tavolsa-
gat. Ekkor ugyanis még nem kell figyelembe venni a skalafaktor megvaltozasat a fény kibocsatasa és észlelése
kozott. A nagy voroseltolodasoknal més a helyzet. Ezeket a megfigyeléseket els6sorban arra lehet felhasznalni,
hogy a kozmolégiai modellszadmitasokbol kapott a(t) fliggvény menetét ellenérizziik a to-t megeléz6 hosszabb-
rovidebb intervallumban. Ehhez azonban méshonnan mar tudni kell a megfigyelt galaxis tdvolsagat, és ez
nagyon bizonytalanna teszi a megfigyelések értékelését.

Torténeti megjegyzés: A gravitacios és a kozmologiai voroseltolodas — mint lattuk — bizonyos szempont-
bdl pont ellentéte egymésnak. A graviticios voroseltolodasnal a fény frekvencidja a terjedés soran allandé, és a
megfigyelt frekvenciavaltozas oka az, hogy a sajatidé a tér kiillonb6z6 pontjaiban kiillonb6z6 médon fligg a koor-
dinataidotol. A kozmoldgiai voroseltolédasnal ezzel szemben a sajatidé mindeniitt egyenlé a koordinataidével,
viszont a frekvencia a terjedés soran nem marad allando.

Masrészt a 23. fejezetben lattuk, hogy a gravitacids voroseltolédas a Doppler-effektussal van szoros kap-
csolatban. A kétfajta voroseltolédés ellentétes természetébdl ezért az is kovetkezik, hogy a kozmoldgiai voros-
eltolédds nem rokonithaté a Doppler-effektussal. A Doppler-effektusnal a frekvenciavaltozas oka az, hogy az
ado és a vevo kiillonboz6 sebességli mozgasa miatt a sajatidejiik kiillonb6z6 moédon fiigg a koordinataidétol.
A kozmoldgiai voroseltolédasndl ezzel szemben a nyugvé objektumok hipotézise szerint mind az add, mind
a vevO galaxis nyugalomban van, és a frekvencia valtozasa a fény terjedése kozben az Univerzum tagulasa
kovetkeztében jon létre.

Amikor azonban Hubble a mult szdzad huszas éveiben felismerte, hogy a voroseltolédds annal nagyobb,
minél tavolabbi galaxis spektrumét vizsgalja, és feltételezte, hogy a hullaimhossz relativ megvaltozasa aranyos a
tavolsdggal (Hubble-torvény), még nem gondolhatott valtoz6 metrikaja téridére, és a sik térid6ben bekovetkezd
Doppler-effektussal magyarazta a jelenséget. A gondolatmenetét igy rekonstrudlhatjuk:

A (23.6), vagy a vele azonos (23.8) képletbdl indulhatunk ki, amelyben v/-t most vg-ra kell atjelolniink,
és tavolodasrdl 1évén szd a V eléjelét meg kell valtoztatnunk. Tegyiik fel tovabbé, hogy a galaxisok sebessége
sokkal kisebb a fénysebességnél. A V/c legalacsonyabb rendjében ekkor vy = v(1 — V/e), vagy vo/v = A/Ao
kovetkeztében

o
Feltételeztiik, hogy V-n a megfigyelt galaxis sebességét kell érteni az emisszio pillanatdban, amikor [ tdvolsagra
volt toliink: V' = 1. Ezt a képletet atrendezhetjiik a

- 1/1
=21 40.1

alakba. Ez a képlet akkor van dsszhangban Hubble-nak azzal a feltevésével, hogy a baloldal aranyos a fényforras
tavolsdgdval, ha az [/l hdnyados univerzélis dllandé: A galaxisok annél gyorsabban tédvolodnak téliink, minél
messzebb vannak. Fzt a kovetkeztetést vonta le Hubble a megfigyeléseibdl.

A 1 l
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Pontositott formaban (l /1l = konstans helyett o /lo = konstans) ez utébbi kovetkeztetés a standard modell-
ben is megmaradt, de a Hubble-torvény csak a nem til tavoli galaxisokra bizonyult érvényesnek (a (40.13) bal-
oldaldn a nevezd ekkor helyettesitheté A-val). A standard modell nézépontjabdl azonban a Doppler-effektuson
alapulé meggondolas a részleges egybeesések ellenére sem fogadhato el.

41. A Fridman-egyenletek

Most meg kell vizsgdlni, hogy a RW metrika kielégiti-e az Einstein-egyenleteket, és ha igen, milyen a(t) mel-
lett. A RW metrikdban egyedil ez a fiiggvény az ismeretlen, ezért az Einstein-egyenletek koziil egyet kell
kivélasztanunk®. A (38.1) egyenlet

1 8rG
Rl — gR—A= 7 T} (41.1)
komponensét valasztjuk. A (39.4), (39.5) alapjdn némi dtrendezéssel ez az egyenlet az
) 81G Ac?
Cl2 = 3?Ttt a2 + T a2 — kCz (412)

alakra hozhaté, amelyben nem fordul el6 a.

A T} konkretizaldsdhoz el kell dénteniink, milyen fajtdjt anyag jarulékat vessziik figyelembe. A mai 4llapot-
ben a szemcsés (tomeges) anyag dominalja az Univerzumot, mégis figyelembe kell venniink az elektromagneses
sugarzast is, mert az igy kaphat6 egyenletek megoldasabdl kideriil, hogy korabban az Univerzumnak volt
sugarzas-dominalt korszaka is. A RW metrikdban go; = do;, ezért T} = T3 = T az energiasfiriiséggel egyenls:

T! = w = pc® + wy, (41.3)

ahol p a tomegsiirliség, w, pedig a sugdrzédsi energia siirtisége (Id. a 25. fejezetet). A (41.3) felirdsandl azt is
kihasznaltuk, hogy a nyugvé objektumok hipotézise szerint a szemcsés anyagot alkotd galaxisok nyugszanak a
RW koordinatarendszerben, ezért ennek az "idedlis gaznak" a p nyomadsa és u bels6 energidja nulla.

A (41.3)-t (41.2)-be helyettesitve kapjuk az

SN 2
A 2 2
(a) _ G 2 ) 4 B R (41.4)

a 3c? 3 a?

elsé Fridman-egyenletetSs.

Ebben az egyenletben azonban p és w, is ismeretlen fliggvény, amelyek a kozmologiai-hipotézis kovetkez-
tében csak t-t6l fiigghetnek, a térkoordindtdktdl nem. A (41.4)-n kivill ezért még két tovabbi egyenletre van
sziikség, hogy a harom a(t), p(t), w.(t) fiiggvényt kiszdmithassuk.

A szemcsés anyag a tomegpont-galaxisokbdl all, amelyek nyugszanak a RW koordinatakban, és az Univer-
zum taguldsa kovetkeztében az a(t)-vel ardnyosan tdvolodnak egymdastol. Ennek kovetkeztében egy kivdlasztott
galaxis-csoport altal elfoglalt (vagyis régzitett koordinataji pontokat tartalmazé) térfogat a>(t)-vel aranyosan
né, és a p(t) ennek megfeleld mértékben csokken:

3

p(t) =2 Oa'gao. (41.5)

65 A Schwarzschild-metrikdban két ismeretlen fiiggvény volt, A(r) és B(r), amelyeket az Rog = 0, R, = 0 Einstein- egyenletekbdl
hataroztunk meg.
66Fridman ezt a w, = 0, A = 0 esetre vezette le, de a nyomést nullatél kiilonboézének tekintette.
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A jobboldalon py a témegsiiriiség a mai allapotban. Ez az egyenlet a p(t)-t visszavezeti a(t)-re, ezért mar csak
egy tovabbi egyenletre van sziikségiink.

Ez a még hidnyz6 egyenlet lehet a tiz Einstein-egyenlet (41.1)-t6] fliggetlen komponense, vagy a komponen-
sek alkalmas kombindcidja. A legjobb vélasztasnak a (38.1) Einstein-egyenletek kontrakcidjaval kaphatd

871G

bizonyul, amelyben T = T} = pc? nem tartalmaz sugdrzasi jarulékot, mivel (25.12) szerint az elektromdgneses
mez0 energia-impulzus tenzoranak kontrakcidja nulla. Ez az a 1épés, ahol kihasznaljuk, hogy az elektromagneses
mezonek van nyomaéasa, mert kiilonben az energia-impulzus tenzoranak kontrakciéja nem lehetne nulla.
Az R-t (39.5)-bél vehetjiik, és a benne szerepld a?-t helyettesithetjiik (41.2) jobboldaldval. Ezutén kis
atalakitassal az
4rG

A
2 2
~ 32 (pc® +2w,) a+ gca (41.7)

d =
egyenletre jutunk. Ez a masodik Fridman-egyenlet.

A (41.7) helyett azonban vélaszthatnank a VjTij = 0 egyenlet valamelyik komponensét, mert errél az
egyenletrdl tudjuk, hogy az Einstein-egyenletek kovetkezménye. A

V;T% =0 (41.8)

komponens a lokélis energiamegmaradéssal fiigg Gssze, és ez a vildgos fizikai jelentés a (41.8) vélasztasa mellett
sz0l a (41.7)-tel szemben, amelynek nincs ilyen kozvetlen fizikai értelme.

Nem lenne nehéz kifejezni (41.8)-t az a(t), p(t), w,(t) valtozdkon keresztiils?, de némileg egyszeriibben lehet
ugyanahhoz az egyenlethez eljutni a (41.4) és a (41.7) 4talakitdsaval. Ez a lehet&ség abbdl kiovetkezik, hogy
(41.8) az Einstein-egyenletek kovetkezménye.

Az eljaras az, hogy (41.4)-t derivéljuk ¢ szerint, és az {gy kapott egyenletben da-t a (41.7) jobboldaldval
helyettesitjiik. Ezutdan tiirelmes atalakitasok utan az

a a3pc2) + % (a4wr) =0 (41.9)

d
egyenletre jutunk. A (41.5) szerint azonban az els6 tag zérus, ezért végil (41.4) és (41.5) mellett harmadik

egyenletként a

% (a*w,) =0 (41.10)

67 A gondolatmenet a kovetkezd:
0j 0j j 0l 0 plj
VT = 0;T +F;.ZT + 15,77,
Az energia-impulzus tenzorra vonatkozé informacitkat a 25. fejezet tartalmazza. Ez a tenzor diagondlis, ezért a fenti képletben
csak a (39.3)-beli I'-k fordulnak el§ (I, = 0). Igy

v, 7% = = {&TOO 432700 _ ET(S} :
c a a
Itt 790 = pc2 + wy, és mivel (25.12) szerint Tem = 0, ezért TS = —Teom o = —wr (figyelembe vettiik, hogy a "galaxis-géz" nyomdsa

nulla). Ezt kihasznélva

. 1 q 1
V,;T% = = |8(pc? + wy) + g(3pc2 +dw,)| = — [a -8t (a®pc?) + Bt(a4wr)] ,
c a ca*

amit (41.8)-ba helyettesitve valéban (41.9)-re jutunk.
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egyenletre jutunk, amelybol
4
Wero - aO
o

w(t) = =2 (41.11)

A wyo a sugdrzdsi energiasiiriiség értéke a mai dllapotban. A (41.11) a w,(t)-t visszavezeti a(t)-re.
A (41.5) és a (41.11) felhasznalasdval (41.4)-t az

.\ 2 3 4 2 2
(Z) = 83725 {,0062 (%) + wro (%) } + ATC - % (41.12)
alakra hozhatjuk, amelyben mér csak az a(t) ismeretlen. A tovdbbiakban ezt az egyenletet nevezziik Fridman-
egyenletnek.

Térjiink vissza befejezésiil a (41.9) egyenletre, amely a (41.8) kifejtett alakja. Az egyenlet valéban az
energiamegmaradéssal fiigg Ossze, de nem azt fejezi ki, hogy a galaxisok tomegében és a sugarzasi térben
felhalmozott energia allandé. Az egyenlet atirhato6 a

d 2

T [(,002 + wr) a3] = —aa“w,

alakra. Ha a jobboldalon nulla allna, az egyenlet azt fejezné ki, hogy egy kijelolt galaxiscsoport altal elfoglalt
taguld térfogatban a nyugalmi energia és a sugarzasi energia Osszege id6ben allando. A jobboldal azonban
kiillonbozik nullatél és ez azt mutatja, hogy a metrika idofiiggése kovetkeztében @ > 0-nal a szobanforgd
térfogatban az energia csokken, a sugarzasi tér — amelynek az energiastiriiség mellett nyomésa is van — munkat
végez a téridon. Mivel a térid6 a dinamika egyik szerepl6je, nem is varhatjuk, hogy a tomeges anyagnak és a
sugarzasi mezének az energidja kiilon is megmaradjon.

Az energiacsokkenés sebességét a (41.10)-bél lehet legkénnyebben leolvasni. Trjuk ezt

d 3w,
4 (dw\ _ o
dt \ 1/a

alakban, amelybdl latszik, hogy a kiszemelt, rogzitett koordindtdju pontokat tartalmazé térfogatban a sugdrzdsi
energia 1/a(t)-vel ardnyosan csokken. Egységnyi térfogatra szdmolva a csokkenés 1/a*-nel ardnyos.

A kozmoldgiai voroseltolédas annak kovetkezménye, hogy a Vildgegyetem tagulisa kovetkeztében a frek-
vencia csokken: v ~ 1/a. Most latjuk, hogy nem csak a frekvencia, hanem a sugdrzisi energia is csokken:
Minden régzitett koordinataju pontokat tartalmazo térfogatban a sugarzasi energia mennyisége minden adott
frekvencidn a frekvenciaval ardnyosan valtozik: E,. ~ v.

Ez a konkluzié 6sszefér a fotonképpel. Ha feltessziik, hogy a sugarzasi tér kiillonb6z6 frekvenciaju fotonokbol
all, akkor a fotonsfirfiség 1/a3-nal ardnyosan, az egyes fotonok energidja pedig az ¢ = hv képlet szerint a
kozmolégiai voroseltolédas kovetkeztében 1/a-val ardnyosan csokken.

Torténeti megjegyzés: Einstein eredeti elgondolasa az volt, hogy az Univerzum statikus 3D gémb, vagyis
a "mai allapot" 6rokké fennall (Einstein-univerzum). Ha a (41.4), (41.7) Fridman-egyenleteket erre az esetre
specializaljuk (a = ag, a = d =0, p = po, w, = wyg = 0), akkor a

8rG Ac? 0 e A, 0

S T A S
egyenletekre jutunk. Ha feltessziik, hogy a csillagaszati megfigyelésekbdl ismerjiik po-t, ezekbdl az egyenletekbol
kiszamithatjuk ag-t és A-t.

Einstein azonban eredetileg nem irta be a —g;; A tagot a téregyenletébe, és ezért az elébbi egyenleteket is a
A-t tartalmazé tagok nélkiil kapta meg. Igy viszont a két egyenlet ellentmond egymadsnak. Ez az ellentmondés
sugallta Einsteinnek a kozmoldgiai dlland6 bevezetését az elméletbe.

Késébb az is kideriilt, hogy az Einstein-univerzum instabil, ezért a tovabbiakban nem foglalkozunk vele.
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42. A Fridman-egyenlet megoldasa

A po, a wro és a A dimenziés mennyiségek: [poc?] = [wyo] = J/m3, [A] = 1/m?. Vezessiik be helyettiik az Q,,,
Q,., Qp standard dimenziétlan mennyiségeket, amelyek a mai allapotra vonatkoznak:

3H? 3H?c? 3H?
—q, 2 o =00 A0 2.1
pO m87TG’ w 0 87TG A 02 ( )
([poG] = [H?] = 1/5?). A (41.12) Fridman-egyenlet ekkor a kévetkezd alakot 6lti:
LN\ 2 3 4 k 2
(a) — H? {Qm (%) e (%) + QA} - (42.2)
a a a a

Ebben az egyenletben azonban nem mindegyik paraméter fiiggetlen egyméstol, mert a harom 2 paraméter
egyértelmiien meghatarozza k-t. Ahhoz, hogy ezt beldssuk, irjuk fel az egyenletet a mai allapotban, amikor

N\ 2
a=ap, @ =agy és (a) = H?, és rendezziik ugy, hogy a k-t tartalmazé6 tag a baloldalra keriiljon:
a

kc? 9
Ebbél 1atszik, hogy a geometriat az
Q=0Q,, +Q, +Qp (42.4)
Osszeg egyértelmiien rogziti:
+1 ha Q>1,
k=<—-1 haQd<l, (42.5)
0 ha Q =1.

A (42.3)-bél az is 1dthaté, hogy ha k = +1, akkor®®
c

A (40.10)-ben definialt lassuldsi paraméter is kifejezheté a harom  paraméteren keresztiil. Ehhez a (41.7)
masodik Fridman-egyenletett kell a mai allapotra felirni:

ag (42.6)

do 4G 2 A 2
P _ T Qo) + =c2.
ag 3c? (pc * w0)+ 3¢

A (42.1) és a ¢ = —ip/H?ag definicié alapjan innen

1
q= §Qm + Q. — Q. (42.7)

Térjiink vissza a (42.2) Fridman-egyenlethez és fejezziik ki benne kc-t (42.3) segitségével az Q paraméte-
reken keresztiil:

s (2) = [ - ()] o [ - (@) ron [ ()] (%) ey

68 Amikor k = 0 az ag skdlafaktor értéke tetszblegesen vélaszthato.
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Ennek az elsbrendii kozonséges nemlinedris differencidlegyenletnek a megoldédsa adja meg az a(t) fiiggvényt a
standard modellben.

Az Univerzum mai dllapota tdmeg-domindlt, mert 0, < Q,,, (wy0 < poc?). A kordbbi dllapotokban azonban
a sugarzas energidja o0sszemérhetd, s6t nagyobb is volt, mint a részecskéké. Amig a hémérséklet magasabb volt,
mint kb. 10% K, az elektroméagneses sugarzés és a toltott elemi részecskék intenziven kdlesénhatottak egymassal,
és a sugarzas termikus egyensilyban volt a részecskékkel. Késébb, a hémérséklet csokkenésével a toltott elemi
részecskék semleges atomokat képeztek, amelyek 1ényegesen gyengébben hatnak kolcson a sugéarzassal. Ettol
kezdve p és w, egymastdl fliggetleniil valtozott, a sugarzasi tér lecsatolodott az anyagrol.

Az €l6z6 fejezetben lattuk, hogy barmely, adott koordinataju pontokat tartalmazé térrészben a szemcsés
anyag energidja (a galaxisok nyugalmi energidja) idében allandd, a sugdrzasi tér energidja azonban 1/a(t)-
vel ardnyosan csokken. Ennek kévetkeztében a sugdrzds a mai allapotban mar csak a 2,7 K hémérsékletii
hdttérsugdrzdsként van jelen, amelynek energiatartalma elhanyagolhaté a részecskéké mellett.

A (42.8) tovabbi analizisénél ezért az ), paramétert nulldnak vesszitk. Ennek kovetkeztében a megoldést a
mai allapottdl visszafelé csak addig érvényes, amig ez a kozelités elfogadhatd. Az alabb kévetkez6 matematikai
analizisben azonban ezt a korlatozast nem vessziik figyelembe.

A matematikai analizis érdekében vezessiink be j dimenziotlan fiiggetlen és fligg6 valtozot az

a
xr = Ht, Yy = =
a
relaciékkal. A pont tovabbra is a t szerinti derivalast fogja jelolni, az = szerinti derivalas jele pedig a vessz6
lesz. Ekkor

a? a

azZaz . . ,
C__¥_ _g¥ (42.9)

a Yy Yy

A (42.8) Fridman-egyenlet ezekben a valtozékban 2, = 0-nél a kovetkez:
W) =52 [Qt® + (1= Qn — Qn)y? + Q4] - (42.10)

Az egyenlet a valtozdk szeparalasaval integralhato:

x::I:/ - dy .
Y/ 3 + (1= Qa — Qn)y? + Qp

(42.11)

Ez a képlet a keresett y(x) fiiggvény inverzét hatdrozza meg, de ez csupan apré kényelmetlenséget jelent.
A (42.11)-ben a hatdrokat nem rogzitettiik, mert a megvalasztdsuk fiigg a

P(y) = Quy® + (1 = Q% — Qn)y® + 0 (42.12)

poliném nullhelyeitél. Csak annyi bizonyos, hogy a(t) pozitivitdsa miatt az integrdldsi tartomény nem terjedhet
ki a negativ y-tengelyre.

Tegyiik fel, hogy az ) paraméterek olyanok, hogy P(y)-nak nincs nullhelye a pozitiv y-tengelyen. A neve-
z6beli y szorzotényez6 miatt az integral y = 0-nal divergal, ezért nem valaszthatjuk integralasi tartomanynak
a (0, y) tartomdnyt. A (42.10) egyenletet azonban az (y, co) vilasztassal is kielégitjiik:

_ [Ty
:z:_:lz/y TP (42.13)
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Az egyenlet z-szerinti derivalasaval konnyen meggy6z&dhetiink rola, hogy a felsé eléjelhez tartozé megoldasban
az egész pozitiv y tengelyen ¢’ < 0, az alsé el8jelhez tartozéban pedig y' > 0. Mivel a ~ 1/y, a fels6 eléjelnél
a(t) az id6 monoton névekvd, az alsénal monoton csokkend fliggvénye. A kozmoldgiai voroseltoléddssal ezért
csak a felso elojel van 6sszhangban.

A hatarok alapjan megallapithaté, hogy ebben a megolddsban y — oo-nél x — 0, és y — 0-ndl z — oc.
Mivel ¢ ~ x és a ~ 1/y, ezért az a(t) sklafaktor ¢ — 0-ndl nulldhoz tart (Nagy Robbands), a t novekedésével
pedig monoton no.

A felsé eldjelhez tartozo megoldést a 17. dbran lathatjuk.

y — 00-nél% P(y) — Q,,y3, ekkor

1 < ody
x—>\/a/y J/2_3\/> y3/27

vagy masképpen

9 a 3/2
e
34/ QN0
Az a(t) fiiggvény tehat t — 0-nal t2/3-ként indul: a(t) ~ t2/3. Ne felejtsiik el azonban, hogy w, elhanyagolasa

miatt nagyon kis id6knél a megoldasunk mér biztosan érvénytelen.

»(x) a()

(@) (b)

17.4bra

y — 0-ndl P(y) — Q. Vélasszunk egy olyan 7 szdmot, hogy y < n-ndl P(y) jol kozelithetd Qx-val.
Ekkor y < n-nal

—lny + 4],

RO APy

ahol az A konstans. A maésik valtozdéparban ugyanez:

Ht— 1 {lna+A},
Joa Lao

69 Amikor a — jel nem szdmok, hanem fiiggvények kozott all, akkor "aszimptotikusan egyenlét' jelent: Amikor t — to-nal
f(t) — g(t), akkor ez tgy értendd, hogy az f(t)/g(t) hdnyados 1-hez tart. Ha ekdzben a fliggvények maguk végtelenhez tartanak,
a kiillonbségiik lehet véges.
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ahonnan
\/Qa-H -t
a(t) — konstans - e A .

t — oo-nél tehdt (pozitiv A-ndl) a tdgulds exponencidlis, minél nagyobb a kozmoldgiai dllandd, annél gyorsabb.

Jelenlegi ismereteink szerint 2, = 0,3, Q4 = 0,7 0, vagyis P(y) = 0,3y + 0,7. A pozitiv y-tengelyen
ez seholsem nulla, ezért a diszkutalt megoldas éppen a ma valdsdgosnak gondolt helyzetre vonatkozik. A
lassuldsi paraméter ¢ = Q,,/2 — Qp = —0,55, ezért gy latszik, hogy a mai allapotban a tadgulds mar a
gyorsul6 szakaszban van. A 18b. dbran ennek megfeleléen helyeztiik el a mai allapothoz tartozé6 M pontot. A
Nagy Robbanés 6ta eltelt idét a megoldas ismeretében gy szamithatjuk ki, hogy megkeressiik azt az x = z¢-
t, amelynél y(xg) = 1 és elosztjuk H-val. Jelenleg ezt az id6t kb. 13,7 millidrd évre becsiilik. Ez ugyan
koordinataidé, de a standard modellben a galaxisokon a Nagy Robbandas 6ta eltelt sajdtidd is ugyanennyi.

Amikor  # 1, az ap-t (42.6)-bdl szémithatjuk ki.

A geometriat meghatarozé 2 = Q. + €, + Q4 azonban esetiinkben éppen 1-gyel egyenlé, ami a k = 0 sik
térbeli geometridnak felel meg (a téridé azonban gorbilt!). Az ag ekkor 6nkényesen vilaszthaté. Elgondol-
koztatd, hogy a boviil6 tapasztalati anyag egyontetlien az euklidészi univerzumot favorizalja. Ha megengedjiik
magunknak azt a luxust, hogy univerzumok anszambljaban gondolkozzunk, ez nyilvan végteleniil valdsziniitlen.
De még ha erre nem is vetemediink, akkor sem tekinthetjiikk ezt puszta véletlennek: Valésziniileg 1étezik egy
ma még felderitetlen szempont vagy torvény, amely megkoveteli az euklidészi jelleget.

A kozmologiai dllando és a finomhangolds problémdja:

Mint 1atjuk, mai ismereteink szerint a kozmoldgiai allandéra sziikség van ahhoz, hogy a megfigyeléseket
a standard modell keretei kozott értelmezni tudjuk. Ugyanakkor a kozmoldgiai alland6 a standard modell
egyetlen olyan paramétere, amelynek az értékét a kozmoldgiatol fiiggetleniil, a kvantumtérelméletben ki kellene
tudni szamitani.

Vigyiik 4t a kozmoldgiai dllandét tartalmazoé tagot a (38.1) Einstein-egyenlet jobboldaldra. Ha bevezetjik

A

Thij = 787TGgij = pACQQij = WAGij

energia-impulzus tenzor jellegli mennyiséget, ezt az egyenletet

8rG
— (Tij + Thij)

1
Ri; — iRgij = o

alakban is felirhatjuk, ami mutatja, hogy a kozmoldgiai allandé egy specidlis energia-impulzus tenzor jarulé-
kanak felel meg. A 25. fejezet energia-impulzus tenzoraival valé Gsszevetés alapjan megallapithatjuk, hogy
a wpg;; alak pozitiv A-nal pozitiv energiastiirliséget és negativ nyomdst jelent. A p, effektiv tomegstiriiséget
és a wy effektiv energiasiiriiséget a (42.1) definicidk segitségével kifejezhetjiik a standard modell paraméterein
keresztiil:

NN

Po Wmo Qm .

A kvantumtérelmélet szerint a vakuumfluktudcidok néven ismert jelenség kovetkeztében a kiilonféle részecs-
kéket leird kvantumterek energia-impulzus tenzoranak vakuumbeli varhaté értéke lehet zérustdl kiilonbozo, és
ha nem zérus, akkor konstans x g;; alaktinak kell lennie. A kozmoldgiai dllandé ezért valéban lehet kvantumtér-
elméleti eredetii. A konstans értékét azonban még a renormdlt kvantumtérelméletben sem sikeriilt mindezideig
kiszdmitani. Ebben all a kozmolégiai allandé problémaja.

70A (42.1) alapjan ehhez 1/vVA ~ ¢/H = 103 Mpc tartozik.
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De ha az Q5 mennyiség kvantumtérelméleti eredetii, miért egyezik meg az értéke nagysigrendileg (valéjaban
majdnem pontosan) §2,,-mel, amely tisztdn klasszikus fizikai természetli? Ez a finomhangolds problémdja,
amelynek igazi megoldasa csak az lehet, hogy a két fliggetlennek tiiné mennyiség mégis egyetlen kizds elmélet
két kiilonboz6 kévetkezménye legyen. A finomhangolds és a kozmolédgiai dllandé problémaja nyilvan szorosan
Osszefiigg egymassal, és az elméleti fizika egyik legfontosabb megoldatlan probléma&ja.

A (42.11) megoldést ugyanigy lehet diszkutélni tetszéleges ., > 0 és Qp mellett. A megoldés jellegét a
P(y) = 0 egyenlet pozitiv gyokei hatdrozzdk meg. A gyokok szamdatdl és jellegétél (egyszeres vagy tobbszoros
gyok) fiiggden nagyon kiilénbo6zé a(t) gorbéket kapunk. Az altaldnos analizist azonban mellézzik. Torténeti
jelent&sége miatt azonban egy esetet még megvizsgalunk: Az Q,. = Qp = 0-hoz tartozd Fridman-univerzumot.

43. A Fridman-univerzum

Ha ©, mellett még Q is nulla, akkor © = Q.. “=" 5o/ ppr, ahol
3H2
o sH 43.1
Prr = g7 (43.1)

a kritikus tomegstriség. A (42.5) szerint az Univerzum 3D gomb, ha Q > 1 (pg > pk.), 3D pszeudogomb, ha
Qu < 1 (po < prr) és 3D eukidészi tér, ha Q,, =1 (po = prr).-

A (42.11) megoldds most
| oo
x = .
y2 me +1- Qm

Amikor 0 < Q,, < 1, akkor a gyok alatti kifejezés a pozitiv valés y-tengelyen végig pozitiv, és igy az el6z6
fejezethez hasonléan a megoldés olyan, hogy y(x) monoton csokkend, a(t) pedig monoton névekvd. y — oo-nél
most is z ~ 1/y3/? és ezért t — 0-nal a(t) ~ t?/3. y — 0-nal azonban most

@ |

v AT A S AR
1—Q, /v ¥ N y\/me+1—Qm \/I—Qm Y

(43.2)

ezért )
Ht — ———— [a + 1} ,
1-9Q,, L%

tehdt t — oo-nél az a(t) fliggény aszimptétaja egy pozitiv irdnytangensii egyenes.

Ha ©,, > 1, akkor a pozitiv
Qn — 1 (42.6) c?
P— = 4 .
=T omira " (43.3)

-nal P(y) eltlinik: 1/ P(y) = 1/Qm-1/y — 1. A (43.2) nevezdjében ez integrdlhatd szingularitds. Mivel azonban
y < y1-nél P(y) < 0, ezért a (43.2)-beli integralast az y > y; tartomdnyra kell korldtozni:

1 /oo dy
ha0 <z <z,
o, )y VVy—un

x (43.4)

L / b dy h <r<?2
T a Ty, <z < 2T,
m ﬁQm " y2 /7y —n m m
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amelyben
1 e d 1 > d
a;m:—/ " E— / = (43.5)
Q Jn YV T U y:f/Z /Q,, /1 U vu—1 4yf/2 /Qm
Ezt a megoldast a 18. abran rajzoltuk fel.
yx) a()
t
(a) (b)
18.4bra
Itt T = 22, /H, am = ao/y1. A (43.3) és a (43.5) alapjén ebbdl kovetkezik, hogy T = 7?—;". 00 > Prr

esetben tehat az Univerzum toérténete Nagy Robbanassal kezdédik és véges idé utdn Nagy Osszeroppandssal
ér véget.

Mivel T ~ 2, ~ (1 —1/,,)73/% x 0 2, az Osszeroppanas anndl hamarabb kovetkezik be, minél nagyobb
a tomegslriiség (az Q,): A tomegsiiriiség a feliileti fesziiltség szerepét jatssza, amely Osszehizni igyekszik
az Univerzum 3D gémbjét, de ez a hatas csak p > pg-nal elég a kezdeti tdgulas megforditasara. Az el6z6
fejezet utolsé képlete pedig azt mutatja, hogy a (pozitiv) kozmoldgiai dllandé (az Qp) szétfesziteni igyekszik
az Univerzumot™' . Az Einstein-univerzumban (41. fejezet) a két hatés éppen kompenzélja egymést.

x_/oo dy 3
= : Y52 282

ot =0 (21) "

Az Univerzum ekkor folyamatosan lassulva tagul.

Végiil pg = prr-ndl Q,, = 1, ezért

vagyis

Mint latjuk, a Fridman-modellben szoros Osszefiiggés van a tér geometridja és az Univerzum termindlis
viselkedése kozott:

3D gomb (k =1) Nagy Osszeroppanés
3D pszeudogémb (k = —1) Folyamatos tagulds: a(t) — ¢t
k

3D euklidészi tér (k =0)  Folyamatos tagulds: a(t) — t2/3.

LA Thgo = pac? komponens ugyantgy pozitiv szam, mint a galaxisok témegével kapcsolatos pc? tomegsiiriiség, amely a tdguls
ellen dolgozik. Lényeges kiilénbség azonban, hogy pp nem ardnyos 1/a3-nal és a Thaq térszerti komponensek nem nulldk, hanem
negativ mennyiségek. Ezek az eltérések magyardzzdk, hogy a 00 komponens hasonlésiga ellenére a Ty;; — vagyis a A — nem
csokkenteni, hanem névelni igyekszik a geometriai tér a(t) skdlafaktorat.
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Amikor Q, (és/vagy . is kiillonbozik zérustdl, ez a szoros kapcsolat megsziinik, pl. gombi (k = +1) geomet-
ri4jt univerzum sem végzSédik minden esetben Nagy Osszeroppandssal. A Nagy Robbanés sem kotelezd kezdet:
Ha Qp > 1 és Q,, nem tdl nagy, akkor mind ¢ — 400, mind ¢ — —oo irdnyban az Univerzum folyamatosan
tagul, és kozben a(t) minimumon halad keresztiil.

Specidlis Q,,,, 25 kombinaciénél az is eléfordulhat, hogy a tiirﬁ>o a(t) hataresetek valamelyikében a(t) —

s > 0, vagyis a megoldas a megfelel6 irdnyban aszimptotikusan az Einstein-univerzumhoz tart.

44. A horizont-probléma

A kozmoldgiai hattérsugarzasrél a 42. fejezetben mar volt szd. Most a hattérsugarzassal Osszefiiggd u.n.
horizont-problémdt ismertetjiik.

A x, t koordindtarendszerben fogunk dolgozni‘“, amelyben a galaxisok vildgvonalai a standard modellben
a t-tengellyel parhuzamos egyenesek. A x = konstans vildgvonalat G,-vel jel6ljiik. A "mi" Galaxisunk (a
referencia galaxis) a x = 0-hoz tartozé Go.

A x, t térkép (19. 4bra) nagyon kényelmes, de — mint a térképek altaldban, — torzit. A galaxisok, amelyek
geodetikusai a térképen az egymadssal parhuzamos xy = konstans egyenesek, a t koordinataidé novekedésével
valéjdban tdvolodnak egymastél. A helyzet hasonlé a Fold térképeihez hengeres projekciéban, amelyeken a
hossztsagi korok parhuzamosak egymassal.

72

9 = konstans

t G G ¢ = konstans
% T
o
1 Lo
Go L Lo
1 | | 1
1 : | :
| I
1 : : :
(N |
| 1 X,
0 %r Yo
19.4bra

Melyek azok az események, amelyeket a mai dllapotban ("most", tg-ban) elvben megfigyelhetiink? Ezek
a x = 0, t = tp-hoz tartozd maltbeli fénykup pontjai, vagyis azok a "fénylé események", amelyeknek a fénye
t = to-ban ér el hozzank, a Gy vildgvonalra. Szigortian véve ty nem egy matematikai értelemben vett pillanat,
hanem egy sziik idéintervallum, amely azonban a kozmoldgiai idéskalan akkor is egy pillanatnak tekinthetd,
ha sok milli6 foldi évre terjed ki. Ezért a tovabbiakban a ty-t valoban egyetlen pillanatnak fogjuk tekinteni.

A széban forgd multbeli fénykup egy 3D hiperfeliilet, amelyet a t( pillanatban a xy = 0 koordinat4ja pontba
minden irdnybdl érkezd fénysugarak, mint "alkoték", rajzolnak ki. FEzeken a fénysugarakon ¢ = konstans és
@ = konstans, a ¢ és a x kozotti Osszefiiggés pedig a fényszeriiség

ds® = c2dt* — a*(t)dx* =0

72A x jelolés hasznélata nem jelenti azt, hogy zart univerzumra korldtozédunk: A x helyett hasznilhatnink X-t vagy r-t is.
Akarmelyik geometridrél legyen is sz, csak a tdgulasi szakasszal foglalkozunk.
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feltétele alapjan

to dt,
t) = — 0<t<tp). 44.1
W= 25 0=t (14.)
A Fridman-egyenlet Nagy Robbandssal indul6 megolddsai (£, # 0-ndl is) olyanok, hogy legalédbbis a tdgulds
kezdeti szakaszaban

a(t)=A-t* 0<a<l). (44.2)

A targyalas egyszeriisitése érdekében feltessziik, hogy ez a fiiggvényalak még a mai allapotban is érvényes. Az
"alkoté-fénysugarak" egyenlete ekkor a kévetkezd:

X(t) = m (th —t172). (44.3)

Ezek a fényszerii geodetikusok a Nagy Robbands pillanatdban (¢t = 0-ban) a

X(0) = mt};a = Yo (44.4)

koordindtaju pontbdl indulnak el, és mialatt elérnek "hozzank" (a x = 0 pontba), csak azokat a G, vildgvo-
nalakat metszik, amelyeken 0 < x < xo. Ennek kdvetkeztében a x > xo koordindtdju G, vildgvonalakrél a £
idépontig nem juthat el hozzank semmiféle informacié.

A vildgvonalaknak ezt a két tartomdnyat a G,, vildgvonal valasztja el egymastdl. Ez a Gy vildgvonal tg
pillanatdhoz tartozé részecske-horizont (1d. a 19. &brat, amelyen F a Gy vildgvonal ¢y pontjdhoz tartozd
multbeli fénykip alkotdja). Pontosabban, ez a vonal a részecske-horizontnak a kivélasztott 9, ¢ irdnyba es§
alkotéja. A teljes részecske-horizont ugyanis egy 3D henger a Gy mint tengely koriil, amelynek ¢ = konstans
metszetei gombok. Ezeknek a gomboknek az R(t) sugara a részecske-horizont sugara a ¢ pillanatban.

A (44.2) és a (44.4) alapjan

R(to) = alto) - xo = —

to.

1—a’

Mint varhatd, to novekedésével ez a tavolsdg nd. Azok az események, amelyek ezen az R(tg) sugard gémbon
kiviil torténtek, nem befolydsolhattdk a Go-n (a "mi" Galaxisunkon) addig végbement eseményeket.

Foglalkozzunk most mar a hattérsugarzassal, amelyrdl ugy tudjuk, hogy a ¢, ~ 300 000 év "koordinataid6
pillanatban" csatolédott le az anyagrél és azota haboritatlanul terjed. Nézziink abba a ¥, ¢ irdnyba amelyre a
19. abra vonatkozik. A hattérsugarzas, amely ebbdl az iranybdl érkezik hozzénk, azt a képet kozvetiti, amely
a Gy, vildgvonalon volt érvényes a ¢, koordinataidé pillanatban.

Helyezziik 4t most magunkat gondolatban erre a G, vilagvonalra, és tekintsiik ezt referencia-geodetikusnak.
A 19. abrardl leolvashatd, hogy az adott ¥, p-nél a G, geodetikus ¢, pillanatdhoz tartozé részecskehorizont
ugyancsak a G, vildgvonal, ezért a G, geodetikus ¢, pillanatdhoz tartozé részecske-horizont sugara a (44.3),
(44.4) alapjan

R(t;) = alt,) - (xo = xr) = 7——tr. (44.5)

Mésrészt, a sugarzéds lecsatoléddsanak a pillanatdban a G, a Gy-tdl

L(t) = a(t) xr = altr) (1) = ArF - = (7 = ) = 5 [ (t)t} (44.6)

tavolsagra volt.
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Milyen A szog alatt latjuk "mi" az ehhez a ponthoz tartozd R’(t,) sugart részecske-horizontot? A AfS
nagysigrendileg azzal a legnagyobb szoggel egyenld, amely alatt az L(t,) (nagy) tdvolsagbdl egy (kis) R(t,)

szakaszt latunk:
R(t,) t, 1

L)  tot /to)® —tr  (to/tr)i@ —1°

Ha tg ~ 13,7 -10° év, t, &~ 3- 10° év, akkor to/t, ~ 4-10%. Ha a 42. fejezet alapjan elfogadjuk, hogy o = 2/3,
akkor

A =~

AB~2,88-10"2rad = 1,65°.

A AB nyildsszogli térszog nagysagrendileg AB? szteradidn, ezért az éggdmbon 4m/AB? ~ 10* olyan kiilénboz
irdny talalhato, amelyek fénykupjai a sugarzas lecsatolédasa idején nem fedték at egymast.

Altaldban gy tekintik, hogy a standard modell kévetkezményeként a kiilsnbozé tartomanyokbél kiilonbozd
tulajdonsagt hattérsugarzasnak kellene érkeznie. Mivel azonban ilyet nem tapasztalunk, ezt a standard- modell
hibajanak tekintik. Ez a horizont-probléma. Eszerint a modell szerint a sugarzas paraméterei minden irdnyban
azonosak, de az egy-két fokndl finomabb skaldan a paraméterek fluktudlnak. A megfigyelések ezt igazoljak is.

De vajon a részecskehorizontok 1éte a standard modellben biztosan azt jelenti-e, hogy az Univerzumot kitélt6
anyag barmely adott koordindtaidé pillanatban felbomlik olyan tartoményokra, amelyek korabban sohasem
hatottak egymasra? A 19. dbra y, t térképén a részecskehorizontok tényleg elkiilonitik a galaxisokat egymastol,
de mint tudjuk, ez a térkép torzit: A galaxisok térbeli tavolsdga a t csokkenésével csokken, és ¢ = 0-ban, a Nagy
Robbanés pillanataban, nullaval egyenls. Ezért taldn nem zarhatoé ki, hogy a Nagy Robbanés maga hozza 1étre
azt a korrelaciot, ami a hattérsugarzas egynemiiségét biztositja minden irdnyban.



