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Ebben a kurzusban a speciélis relativitaselméletrol lesz szo, az altalanos re-
lativitaselmélettel nem foglalkozunk. Most — batoritasként — azzal kellene
folytatnom, hogy csak az altalanos relativitaselmélet az, ami nehéz, a specia-
lis relativitdselmélet egyaltaldn nem az, de ez igazi atverés volna. A specialis
relativitaselméletnek csak a matematikdja egyszerd, a fogalmi alapjait tekintve
azonban kifejezetten nehéz diszciplina. Csak nagyon komoly gondolati és kép-
zeleti erdfeszités aran lehet valoban megérteni. Az elGadasokban természetesen
minden t6lem telhet6t meg fogok tenni, hogy érthetd legyek, de a Ti eréfeszité-
setek nélkiil semmire se fogunk jutni.

1. A fénysebesség allando6sagarol

1865 mérfoldks volt a fizika torténetében: Ebben az évben publikalta J. C.
Mazwell az elektromégneses mez6 egyenleteit. Maxwell arra a kérdésre kereste
a valaszt, hogy hogyan lehet szamitassal meghatarozni az elektromosan toltott
testek és az elektromos dramok &ltal létrehozott elektromos és magneses mezGt.
Az egyenleteinek azonban volt egy olyan kovetkezménye is, amelyre valdszind-
leg el6re nem szamitott: Elektromos és magneses mezé akkor is létezhet, amikor
se toltések, se aramok nincsenek jelen a térben, de ezek a mez6k nem statiku-
sak, hanem hullamszerden terjednek pontosan az akkor mar kétszaz éve ismert
fénysebességgel. Mai (SI) jelolésekben ezt az eredményt kapta:
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Lényeges természetesen, hogy a jobboldalon szerepld mennyiségeket a fény ter-
jedéseétsl teljesen fiiggetlen kisérletekbdl is meg lehet hatarozni.

Ez nagyszerd eredmény volt, de nem volt teljesen precedens célkiil a fizi-
kiban. A hang terjedési sebességét a Principidban mar Newton kiszamitotta,
ami 1687-ben igazan rendkiviili teljesitmény volt'. Abbol a feltevésbdl indult
ki, hogy a hang ,, nyoméas-16ket”. Ezt a képletet kapta a hangsebességre:
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A képletben py és pp a kozeg normalis nyomésa és strtsége, a p; és a p1 pe-
dig ezek megvaltozott értéke a , 16ketben”. Newton ismerte a Boyle-torvényt,
amely szerint konstans hdmérsékleten a stirliség aranyos a nyomaéassal (és meg-
forditva). Az (2) alkalmazasahoz tehat nem kell ismerni se pi-et, se pi-t, mert
a hangsebesség nem maés, mint ennek a Boyle-torvényben szerepls aranyossagi
tényezének a négyzetgyoke. Az ardnyossigi tényezét a levegére Newton em-
pirikusan hatarozta meg. A hangsebességre vonatkozoan akkor mér léteztek
mérési eredmények (M. Mersenne, 1640). Az (1) képlet ezekkel nagysagrendileg
megegyezett, de kb. 15%-kal alatta maradt a mért hangsebességnek. A hiba
azonban — érdekes médon — nem a képletben van, hanem Newton ott kdvette
el, hogy az aranyt alland6 hémérséklet mellett hatarozta meg. A hang azonban
gyors folyamat, inkabb adiabatikus, mint izoterm. Ha ezt figyelembe vessziik, a
képlet korrektnek bizonyul.

Az (1) és a (2) képlet strukturalis kiilonbozGségén persze nem csodalko-
zunk, hiszen gyokeresen kiilonb6z6 természetii folyamatokra vonatkoznak. Van
azonban egy olyan kiilonbség is kozottiik, amelynek nem kellene lennie. A (2)
esetében vilagos, hogy nyugvd kiézegre vonatkozik és a kisérleti ellenGrzésénél
ezt lehet is biztositani (pl. ne fajjon erds szél). Azt a kozeget azonban (az
étert), amelyben a fény terjed, egyaltalan nem érzékeljik, ezért nem is tud-
hatjuk, hogy amikor fénysebességet mériink, nyugszik-e vagy mozog ez a kozeg
hozzénk képest. Michelson kitalalt ugyan egy moédszert az éterszél mérésére, de
a nevezetes Michelson-Morley kisérlet arra a paradoxalis kovetkeztetésre veze-
tett, hogy az éter mindenkihez képest nyugalomban van: Akirmilyen mozgést
végzett Michelson és Morley interferométere, éterszelet sohasem észlelt.

A torténetet mindenki jol ismeri, ezért at is ugrom azt a kb. negyedsza-
zadot, amelyben Lorentz és mésok megkisérelték Osszeegyeztetni az éter 1étét
a Michelson-Morley kisérlet negativ eredményével. 1905-ben Einsteinnek az a
gondolata tamadt (a Michelson-Morley kisérlettsl egyébként fiiggetleniil), hogy
hatha a fény tényleg ugyanazzal a c¢ sebességgel terjed minden vonatkoztatasi
rendszerhez (testhez) képest, akdrmilyen sebességgel mozogjon is az. Ezt a fel-
tevést tette meg az elmélete egyik posztulatumava és hozzalatott, hogy egy erre
a posztuldtumra alapozott elméletet dolgozzon ki.

Amit eddig elmondtunk, lényegében megtalalhatd barmely relativitaselmélet
konyv bevezet§jében. De most vegylink egy nagy lélegzetet és jatsszunk el a
gondolattal, hogy Einstein tulajdonképpen eljarhatott volna masképp is: Nem

!Newton gondolatmenetérsl 1d. http://mathpages.com/home/kmath109/kmath109.htm



kezd rogton elméletet épiteni a posztulatuméara, hanem a kisérleti fizikusokhoz
fordul azzal a kéréssel, hogy legyetek mar szivesek kisérletileg leellenérizni, hogy
tényleg ugyanaz-e a fénysebesség minden inerciarendszerben, mert hatha nincs
is igy, és akkor minek farasszam magamat egy egészen 1j elmélet kidolgozasaval.

Meggy6zddésem — bar bizonyitani nem tudom —, hogy Einstein az 1905-6s
cikkében azért nem tért ki a fénysebesség dllanddsiganak kozvetlen ellenGrzé-
sére, mert trivialis volt a szdmaéara, hogy egy ilyen mérésnek nincs elvi akadalya.
Valésziniileg eszébe se jutott, hogy ezt hangsilyozni kellene. Pedig jol tette
volna, mert sok félreértésnek vette volna ezzel az elejét. Még ma is vannak
ugyanis olyanok, akik tgy gondoljak, hogy elvi okokbdl lehetetlen kisérletileg
meggy6zGdni a fénysebesség allandosagarol?, de valoszintleg még sokkal tobben
vannak, akik ,, csak” bizonytalanok. Val6jaban a posztulatum kisérleti ellenérzé-
sének csak az az akadalya, hogy még tirhajokkal se lehet olyan laboratériumokat
létrehozni, amelyek a fénysebességgel Gsszemérhetd sebességgel mozognak egy-
mashoz képest. Ha a technikai lehetGségek megvolnanak, példaul igy lehetne
eljarni:

1) Mindenekel6tt meg kell gy6z6dniink réla, hogy a laboratériumunk (vonat-
koztatasi rendszeriink) valoéban inerciarendszer. Ennek ellenérzése nem igényel
idémérést: A nyugvo izolalt testeknek nyugalomban kell maradniuk, a girosz-
képok tengelyének folyamatosan a fal ugyanazon pontjara kell mutatniuk.

2) Két egymds mellett nyugvé azonos szerkezeti idedlis orat szinkroniza-
lunk (a mutatoallasukat azonos allasba hozzuk), majd egy egyenes mentén pon-
tosan ellenkez6 irdnyban szimmetrikus mozgéssal eltavolitjuk Sket egymastol
ugy, hogy az egyik a P, a méasik a @ pontban alljon meg. A szimmetriat pél-
daul a kovetkez6 modszerrel biztosithatjuk: Az orakat két azonos szerkezetd
,, holdjaron” helyezziik el, amelyek egyszerre indulnak el egymassal ellenkezd
irdnyba és csak egyenesen tudnak haladni. A kocsik mozgasat olyan belsé prog-
ram vezérli, amely mindkét jarmiivon pontosan egyforma, és a végrehajtashoz
sziikséges idGjeleket maguk a jarmtveken elhelyezett (kordbban szinkronizalt)
idedlis o6rak szolgaltatjak.

3) Ezutan fényjeleket kiildiink P-bol Q-ba, feljegyezziik az 6sszetartozo indi-
tési és érkezési idpontokat és kiszamitjuk a repiilési id6k T'pq empirikus atlagat.
A két pont Lpg tavolsagat a ,, holdjarok” kerekeinek a keriiletét ismerve abboél
szamithatjuk ki, hogy hany fordulatot tettek meg.

4) Az Lpg/Tpg hanyados megadja a fénysebességet a tetszélegesen megva-
lasztott P — @ irdnyban. Ha Einstein posztuldtuma igaz, akkor egy ilyen mé-
réssorozatnak azt kell mutatnia, hogy ez a sebesség minden inerciarendszerben
minden irdnyban ugyanakkora.

Einstein nyilvanvaléan helyesen jart el, hogy kozvetlen kisérleti bizonyiték

elmélet 2. posztulatuma volt) és abban bizott, hogy az elmélet specialis ko-
vetkezményeinek kisérleti igazolasa egyben az elmélet posztulatumait is alata-

2Ezt az allaspontot képviseli L. Szabo Laszlo A nyitott jévé problémdja c.kdnyvében (Ty-
potex 2002).



masztja majd. Emlékeztetek ra, hogy az 1. posztuldtum az inerciarendszerek
teljes egyenértékiiségét mondja ki.

A szemlélet szamara a fénysebesség allandosaga képtelen feltevésnek tinik:
Hogy lehet valaminek a sebessége ugyanakkora kiilonboz6 sebességgel mozgod
targyakhoz képest? Ez a probléma akkor meriil fel kiilonts élességgel, amikor
egyetlen fényjel sebességérsl van sz6 kiilonb6z6 mogaséallapotd vonatkoztatasi
rendszerekhez (pl. egy mozgd vonathoz és a vasuti toltéshez) képest. Eins-
tein tudatdban volt, hogy ez a feltevés csak akkor lehet igaz, ha csak a fényre
érvényes, a lassan mozgd testekre nem. A sebességgel kapcsolatos fogalmaink
ugyanis csak lassan mozgo testekre vonatkoznak. A feladata tehéat kettds volt:
(1) meg kellett mutatnia, hogy a fénysebesség allandosiga nem tartalmaz logikai
képtelenséget, és (2) az erre a feltevésre felépitett mechanika kis sebességek ese-
tén visszavezet a newtoni mechanikéra és igy nincs ellentmondéasban a kozvetlen
tapasztalatainkkal.

2. Az egyidejiiség relativitasa

Einstein azzal kezdte, hogy ramutatott: A fénysebesség allanddséga elss latasra
logikai képtelenségre vezet, az egyidejiség relativitdsdra. Ez volt a hires vonatos
gondolatkisérlet.

Legyen a vasutallomés (amelyen a vonat megallas nélkiil halad keresztiil) az
egyik inerciarendszer, az egyenes palyan egyenletes sebességgel mozgd vonat a
masik. Tegyiik fel, hogy megmeértiik a fény terjedési sebességét az 1. fejezetben
leirt eljarassal az &lloméson is, a mozgd vonaton is, és valéban azt talaltuk, hogy
mindkét esetben mindkét irdnyban ugyanazzal a c-vel egyenld. Inditsunk fényje-
let a vonat kozéppontjabol, amely a vonat elején és végén elhelyezett tolteteket
felrobbantja. Egyidejti-e ez a két robbanas? Erre a kérdésre nincs egyértelmi
valasz — a két inerciarendszerhez viszonyitva a jelenséget eltéré konklaziéra
jutunk. A vonat inerciarendszerében a robbanasok egyidejiek, mert a fényfel-
villanas a kdzéppontban tortént, és a fény sebessége mindkét irdnyban egyforma.
A f6ldi inerciarendszerben azonban a vonat végén a robbanas el6bb kovetkezik
be, mint az elején, mert a két fényjel ehhez képest is ugyanazzal a c sebességgel
terjed mindkét irdnyban, de a vonat vége elébe megy a fényjelnek, az eleje pedig
szalad eldle.

De tényleg olyan abszurd-e ez a kovetkeztetés, ahogy elsé hallasra gondol-
nank?

Miel6tt erre a kérdésre valaszolnank, egy példa. Egyenes orszagiton 120-szal
megy egy kocsi, utana egy méasik 100-zal. Biztos, hogy egyiranyba mennek? Héat
nem. Mert ha egy olyan inerciarendszerbdl figyeljiik meg 6ket, amelyik maga
110 km/s sebességgel mozog ugyanabba az irdnyba, mint a kocsik, akkor azt
latjuk, hogy a kocsik kiilonb6z6 iranyba haladnak: Az egyik jobbra megy 10
km/s-kel, a masik balra ugyanilyen sebességgel. Megint a két inerciarendszer
egyenértéklisége miatt nem donthetd el, hogy ugyanabba az irdnyba mozognak-e
vagy seml.

Két tdvoli esemény egyidejliségén toprengve, példakat analizalva arra a ko-
vetkeztetésre jutunk, hogy akir létrehozni szandékozunk két egymastol tavoli



egyidejd eseményt, akir meg akarunk gy6z6dni két tavoli esemény egyidejtiségé-
r6l, az eljarast minden esetben ugyanazon a helyen térténd eqyidejii eseményekre
vezetjik vissza. Az azonos helyen torténd események egyidejisége ugyanis ab-
szolut. Ezt a vonatos példaban is kihasznaltuk: Akar a vasatallomason, akar a
vonaton allunk, abban megegyeziink, hogy a fényjelek inditdsa egyetlen pontbol
tortént ugyanabban a pillanatban.

De gondoljunk csak a hétkoéznapokra. Ha az 6rankrol kideriil, hogy pontat-
lan, a radié alapjan allitjuk be. ,, A sipjel pontosan 12 orat jelez” — halljuk, és
a mutatokat a 12-re allitjuk. Ha ugyanezt a varos kiillonb6zs pontjaiban A is, B
is, C' is megteszi, akkor egyiddben cselekednek. De ezt csak onnan tudjuk, hogy
a radidadé mindharmojuk felé egyidében inditott radidjelet.

Ha két esemény ugyanabban a pontban (ugyanazon a helyen) torténik, akkor
az, hogy egyidejliek-e vagy sem, kozvetleniil az események alapjan allapithato
meg anélkiil, hogy sziikség lenne mashonnan szarmazé kiegészité informaéciora.
A téavoli események egyidejiségének az eldontésénél ezzel szemben mindig sziik-
ség van kiegészits informaciora.

Probaljuk elképzelni ennek az ellenkezgjét. Két egymastol tavoli radios idén-
ként észlel egy-egy intenziv radidjelet (impulzust). Tetszleges modon analizal-
hatjak a jeleket, azt is megallapithatjak, mennyi id6 telik el két egymas uténi
jel kozott. Csak egyet nem tehetnek: Azt, hogy az oraikat a kozponti radio-
adéson keresztiil szinkronizaljak egymaéssal, ahogy az el6bb leirtuk. A beérke-
zés sorrendjében megszamozzak a jeleket, mindegyikhez odairjak az adott jel
megfigyelt tulajdonsiagait, majd 6sszejonnek valahol. Egymas mellé teszik a
jegyzokonyveiket, és egyikiik felteszi a kérdést: Egyidejd volt-e az én altalam
megfigyelt 1. szamu jel a te altalad megfigyelt 1. szamu (vagy akarmelyik mas)
jellel? Ha erre a kérdésiikre lehetne vélaszolni, akkor az egyidejtség (vagy nem-
egyidejiiség) az eseménypar belsd tulajdonsdga volna, és sz6 se lehetne arrol,
hogy az egyik inerciarendszerbdl nézve egyidejiek lehetnének, a masikbol nem.

A Természet azonban a tapasztalataink szerint ilyen lehet&séget nem enged
meg, ezért ebbdl a szempontbsl nem lehet kifogast tamasztani az egyidejiiség
relativitasa ellen, vagyis hogy a vonatos példaban a robbanasok az egyik iner-
ciarendszerbdl nézve egyidében, a masikbol nézve kiilonb6z6 idében kovetkezzen
be.

Mindenesetre Einstein vilagossa tette, hogy ha a fénysebesség minden iner-
ciarendszerben minden irdnyban ugyanakkora, akkor ez nem is lehet masképpen.

De ha a tavoli események egyidejlisége tényleg nem abszolut (nincs bele-
kodolva magukba az eseményekbe), akkor ez felbolygatja az egész dinamikai
vilagképiinket.

Nézziink példaul két égitestet, amelyek az tirben véletleniil egymas kdzelében
haladnak el és a palyajuk a tomegvonzas kovetkeztében elhajlik. Newton elmé-
lete szerint az elhajlas mértékét a G My Ms/r? gravitacios erd segitségével lehet
kiszamitani. De amikor az 1. égitest éppen itt van, az r nagysiga attol fiigg,
hogy ugyanabban a pillanatban hol van a 2. szamu. Vagyis a newtoni mozgas-
egyenlet tényleges alkalmazasanal ki kell tudnunk jelolni a két égitest palyajan



az egyidejd pontokat (eseményeket). De ha az egyidejliség nem abszolut (nem
allapithat6 meg magéabol a jelenségbdl), akkor ez a feladat teljesen értelmetlen.

A probléma ugyan silyos, de a valaszt a kordbbi meggondolésaink mar tar-
talmazzdk. A probléma csak akkor lenne Gsszeegyeztethetetlen az egyidejiiség
relativitasaval, ha a newtoni fizika azt allitana, hogy az egyideji pontokat a két
égitest palyajan valosdgosan meg is figyeljiik. Errdl azonban sz6 sincs, mert az
egyidejii pontok kijeldlésére csak a szamitdsok elvégzéséhez van szikség. Amikor
a szamitds eredményét megfigyeléssel ellendrizni akarjuk, akkor mar nincs sz6
tavoli események egyidejiiségérdl, hiszen példaul azt figyeljiik meg, hogy egy
adott id6pillanatban az obszervatériumban (ez egyetlen pont!) milyen iranyboél
érkezik be a két égitestrdl a fénysugéar.

Onmagaban véve az tehit nem baj, hogy a mozgasegyenletek tényleges al-
kalmazasadhoz mindig valasztani kell valamilyen inerciarendszert és az egyideji
eseményparok kijelolése a kiillonb6zd inerciarendszerekben mas és méas. A lénye-
ges az, hogy a szdmitas az inerciarendszer megvalasztasatoél fiiggetlen mennyi-
ségekre (invaridnsokra) mindig ugyanazt adja, akirmilyen inerciarendszerhez
viszonyitva végeztiik is el.

Einstein nagy felismerése volt, hogy ez akkor lesz igy, ha a mozgasegyenletek
(a testeké is, meg az elektromos mez6é is) invaridnsak a Lorentz-transzformd-
cioval szemben. Ezzel a nehéz feladattal ebben a kurzusban nem fogunk foglal-
kozni, de azt nem keriilhettiik el, hogy a feladat sziikségességét megvilagitsuk.

3. A koordinataidd

Az id6 mibenlétét (vagy legalabb is a fizikai id6ét) korabban még sohase vizs-
galtdk olyan mélyrehatéan, ahogy Einstein tette a relativitaselmélet megalko-
tasaval. Kovessiik 6t tovabb.

Az s = f(t) képlet azt fejezi ki, hogy hogyan fligg egy test altal megtett t
az id6tsl. Ha pl. a test sturlodasmentesen csiszik lefele egy o hajlasszogi lejtén,
akkor ez a képlet a kdvetkezs:

_9 sin .
—

S

Mit jelent a ¢t ebben a képletbe? Ha ilyen batran és hatarozottan beirtuk a
képletbe, meg is kell tudnunk magyaréazni, hogy pontosan mit értiink rajta.

A valaszt a képlet idedlis kérilmények kozott térténd ellendrzési mdodjanak
a lefrasa tartalmazza. Az ideélis koriilmények miatt természetesen csak gondo-
latkisérletrol lehet szé, de ha ezt a gondolatkisérletet nem fogalmazzuk meg a
kell§ részletességgel, akkor nem tudhatjuk, milyen idealhoz kell kozeliteniink a
reélis kisérleteinket.

sin
g t? képletet (vagy bar-

Minél pontosabban kivanjuk ellendrizni az s =

milyen hasonl6 jellegii s = f(t) Osszefiiggést), annal pontosabb ordkra van
sziikségiink, annal strtibben kell 6ket elhelyezni a trajektoria (a lejtd) men-
tén a kontrollalatlan késési idék kikiiszobolése érdekében, és annél pontosabban
kell szinkronizalni 6ket egyméssal. Ennek alapjan megallapithatjuk, hogy az



s = f(t) tipust képletekben szerepls t id6t a vonatkoztatdsi rendszerinkben
strin széthelyezett, helyesen szinkronizdlt, nyugvo idedlis orik mutatndk, ha
valdban ott volndnaek. Ez a megfogalmazas fejezi ki, hogy mit is értiink a kép-
leteinkben szerepls t-n. Az s = f(t) képlet valosagos ellenérzésénél arra kell
torekedniink, hogy néhany elegend&en pontos és tébbé-kevésbé jol szinkronizalt
ora segitségével minél jobban megkdzelitsiik ezt az idedlt.

Nem tudok roéla, hogy a relativitaselmélet létrejotte el6tt a fizikai ¢ idének
nak tudom be, hogy a természettudoésok el6tt az idének ezek a tulajdonsigai
valoszinileg olyan természetesek voltak, mint a lélegzetvétel. Az explicit meg-
fogalmazas csak akkor valt sziikségessé, amikor Einstein rajott, hogy a helyes
szinkronizalassal, amely a fenti megfogalmazas fontos eleme, lehetnek problé-
mak. Korabban nyilvinvalonak tekintették, hogy az éradkat a széthelyezésiik
el6tt egy kozos helyen kell szinkronizalni egymassal. Ez az eljaras azon a hall-
gatolagos feltételezésen alapult, hogy idedlis esetben az 6rak szétvitele kézben
a szinkronizaltsaguk nem romlik el. Egy ilyen feltételezést elvben tapaszta-
latilag is lehet ellenérizni dgy, hogy a kozos helyrdl az egyik orat elvissziik a
szamara kijelolt helyre, majd visszavissziik a kozos kiindulépontba. Ha ezutan
még mindig szinkronizalva lesz a tobbi folyamatosan ott lévs oraval, akkor ez
a szinkronizalési eljaras korrekt. Ez a kritérium teljesen egyértelmd, mert nem
igényli kiilonbo6z6 helyen 1év6 orék el6zetes szinkronizacidjat.

Erre a szinkronizacios eljarasra, amelyet hazi hasznalatra newtoninak ne-
vezhetiink el, kés6bb még visszatériink. Latni fogjuk, hogy a vazolt ellenbrzési
eljarason bizony elbukna. Az 1905-6s alapcikkében Einstein egyaltalan nem is
foglalkozott vele, hanem egy olyan szinkronizacios eljarast javasolt, amelyben az
orakat a szinkronizaldsuk wtdn mar nem kell egyik helyrél a mésikra mozgatni.

A gondolat nagyon természetes. A t-id6t mutaté elképzelt tokéletesen pon-
tos(idealis) orak tomegébdl valasszuk ki az egyiket. Ez lesz az A ora, ezzel fogjuk
Osszeszinkronizalni az Osszes tobbit (a B-ket). Valasszuk ki ez utobbiak koziil az
egyiket. Inditsunk A-tol fényjelet B felé, amelyet a B mellett all6 tiikor azonnal
visszaver az A irdnydba. Tegyiik fel, hogy A a fényjel inditasakor t4; id6t, a
fényjel visszaérkezésekor t 4. id6t mutatott, a B 6randl pedig a visszatiikroz6dés
a tp pillanatban tortént. A 2. posztuldtum szerint a fénysebesség minden iner-
ciarendszerben minden irdnyban ugyanakkora, ezért a két orat akkor tekintjiik
helyesen szinkronizaltnak, ha az A — B uton eltelt Zt =tp — ta; id6 egyenls
az A + B uton eltelt At = ty, — tp id6vel:

= 4
A helyes szinkronizécio feltétele: At = At,

1
vagyis tp = §(t Ai +tac). Ez a feltétel természetesen nem teljesiil automatiku-
san, a

1, = <
— (At — At
5 5( ) ©
deszinkronizdltsdg altaldban nem lesz nulla. Amikor étp > 0, a B 6ra ,, elGtte
jar” a helyesen szinkronizalt idének, ezért dtp-vel vissza kell allitani. A dtp <0

1 1
dtp =tp — §(tAi +tac) == [(ts —tai) — (tac — tp)] =



esetben természetesen elGreallitast kell végezni. Vegyiik észre, hogy az eljarashoz
nem kell ismerni a két 6ra kozotti tavolsagot. A 6. fejezetben majd latunk fontos
konkrét példat erre az eljarésra.

Ezt az einsteini szinkronizdldst érdemes egy maésik nézépontbdl is megvi-
lagitani. Az 1. fejezetben hangsulyoztuk, hogy a Maxwell-egyenletek alapjan
ki lehet szamitani a c fénysebesség értékét. Ezekben az egyenletekben persze
szintén szerepel az a t, amelyrél eddig csak a mechanikai mozgas kapcsan volt
sz6. De ha egyszer a Maxwell-egyenletekbdl az kovetkezik, hogy a fény minden
irdnyban c sebességgel terjed, akkor ezzel automatikusan feltételezziik, hogy a ¢

id6t értjlik, amelyet a vonatkoztatasi rendszeriinkben stirtin széthelyezett, he-
lyesen szinkronizalt, nyugvoé idealis orak mutatnak, ha valoban ott volndnak. A
helyes szinkronizaciot mar elintéztiik. Most az utols6 mellékmondattal, a ,, ha
ott volnanak”-kal kell foglalkoznunk. Azt ugyanis senkise gondolja, hogy a la-
boratériumunkat tényleg sirtn telerakjuk helyesen szinkronizalt éradkkal. Ezek
a ¢ 1d6t mutato ordk virtudlisak, csak a képzeletiinkben léteznek. Csak annyit
realizalunk bel6liik, amennyire éppen sziikség van. Ha pl. az s = MtQ kép-
let helyességét akarjuk ellendrizni, akkor kezdetnek elég egy-egy orat elhelyezni
a lejts tetejére és a vegére. Csak ezt a kettSt kell ténylegesen szinkronizalni. Es
a relativitaselmélet szerint ezt nem gy kell megtenni, hogy a két éra mutatoit
még a raktarban azonos allasba hozzuk, hanem fényjelekkel kell szinkronizalni
6ket, amikor mar a helyiikon allnak. Vagy gy, ahogy az el6bb leirtuk, vagy
pedig ha elég pontosan ismerjiik a kozottiik 1évs tavolsagot és magét a fényse-
bességet, akkor gy, hogy megmérjiik veliik a fénysebességet, és akkor tekintjiik
6ket helyesen szinkronizaltnak, ha az ismert c-t kapjuk eredményiil.

A tényleges kisérletek matematikai analiziséhez t6bbnyire elkeriilhetetlen,
hogy koordinatarendszert is odaképzeljiink a laboratériumba. Tényleg csak oda-
képzeljiik, még akkor is, ha azt mondjuk, hogy ,, felvessziik” — gondoljunk csak a
bolygomozgas szamitasanal hasznalt koordinatarendszerre. A harom térkoordi-
nataval ebbdl a szempontbél pontosan ugyanaz a helyzet, mint a ¢ idével: Ahhoz,
hogy valamit kiszamithassunk, oda kell képzelni koordinatavonalak stird hal6za-
tat, benne a koordinataid6t mutaté nyugvé virtualis érdk halmazaval, mert csak
igy tudunk az eseményekhez szamszertien helyet és idGpontot hozzarendelni, és
a palyakat © = f(t) képletekkel jellemezni.

A leglogikusabban akkor jarunk el, ha a -t éppentgy koordinatanak tekint-
jik, mint a harom térkoordinatat. Ezek egyiitt alkotnak egy koordinatarend-
szert a tériddben. A virtudlis 6rak ennek a koordinatarendszernek a tartozékai.
Amikor az einsteini eljarassal képzeljiik szinkronizaltnak Sket, akkor ezt a négy-
dimenzi6s koordinatarendszert Minkowski-koordindtarendszernek hivjuk. Ha az
XY Z koordinatarendszer orig6jaban nyugvo orat valasztjuk A-nak, akkor az
Einstein elSirdsa szerint szinkronizalt ¢ id6t Minkowski-idének (is) nevezik.

Ez a felfogasmoéd az egyik oka annak, hogy a t-t, amelyr6l eddig beszéltiink,



koordindtaiddnek hiviak. A maéasik ok az, hogy amikor az = = f(t) képlettel
megadott palyat papiron abrazoljuk, az egyik tengelyen az x-et, a masikon a ¢-t
mérjiik fel.

4. A sajatido

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy egy tomegpont péalyaja mentén a koordinataid st
mindig mas és mas o6ran olvassuk le (gondolatban!), azon, amelyik mellett a test
éppen elhalad. Az z = f(t) képlet ¢ koordinataideje sok kiilonbozs (virtualis)
6ra mutatoallasabol jon Gssze.

Amikor azt kérdezziik, mennyi id6 alatt jut el egy test az egyik (mondjuk P)
pontbol a masikba (mondjuk @-ba), az idén koordinataid6t értiink. A kérdés
hatterében ugyanis mindig az x = f(t) képlet all, ez hatérozza meg a At =
to — tp idSkiillonbséget az xp = f(tp), o = f(tg) képletek alapjan. Amikor
arrol van sz6, hogy mennyi id6 telt el két konkrét esemény kozott, ezen is mindig
koordinataidé kiilonbséget értiink.

De teljesen elképzelhets, hogy egy mozgo test visz magaval egy idealis orat.
Az is mutat valamilyen id6t. Tegyiik fel, hogy a palya egyik P pontjaban a
testhez rogzitett 6ra mutatéallasat a P-ben nyugvo koordinataid6t mutatd ora
mutatoallasinak megfelelGen allitjuk be. Vajon a testhez rogzitett ora a @
pontba érve ugyanazt az id6t fogja mutatni, mint az a koordinataidét mutato
ora, amelyik a @) pontban nyugszik?

Nem létezik semmiféle kényszerit6 ok, ami ezt megkovetelné, ezért erre a
kérdésre csak a tapasztalat vagy a fizikai elmélet (jelen esetben a relativitasel-
meélet) alapjan adhato6 valasz.

Mindenekel6tt azonban rogzitsiik a terminologiat: Azt az id6t, amit egy
adott 6ra mutat, az dra sajatidejének hivjuk. Ez a fogalom kiterjeszthetd az 6ra
nélkiili (pontszertinek gondolhato) testekre is, hiszen mindig elképzelhetiink egy
testhez rogzitett orat, amely a test sajdtidejét mutatja®. A sajatidst lehetdleg
7-val jeloljiik, amelyet sziikség esetén megfelel indexekkel lathatunk el.

Amikor iddét mondunk, ezen mindig koordindtaiddét értiink.
A sajatids helyett nem mondhatunk egyszerten idét.

Most meg tudjuk fogalmazni a kérdésiinket pontosabban. Tekintsiink egy
tomegpontot, amely egyenletes V' sebességgel mozog, és az egyenlete Minkowsk:
koordindtdkban x = Vit + xp. Vegylk a palya egy szakaszit, amelyen a At
koordinataidé intervallumhoz tartozik. Milyen kapcsolat van A7 és a hozza
tartozd At kozott?

Egy specilis esetben nagyon kénnyd valaszolni a kérdésre: amikor a test
nyugszik (V = 0). Ekkor a testhez rogzitett 6ra, amelynek a sajatidejére kivan-

csiak vagyunk, nyugalomban van az éppen mellette 1év6 virtualis, koordinataid6t

3BEgy kiterjedt test minden pontjanak , sajat sajatideje” van, amelyet az ott nyugvé idealis
6ra mutat.



mutato oraval egyiitt. Mivel mindkettd idedlis, ezért tokéletesen egyforma litem-
ben jarnak, bar altaldban nem mutatjik ugyanazt az idét (nem gondoskodtunk
a szinkronizalasukrol). De ez nem baj, mert csak intervallumok kozotti kapcso-
latrol érdeklgdiink és erre a véalasz most

At = AT amikor V' = 0. (4)

Az altalanos esetben (amikor V' # 0) a At és a A7 kozott a kapcesolat
linearis marad. A A7 ugyanis a At, a V és a c fliggvénye, ezért dimenzios
alapon aranyosnak kell lennie At-vel, az aranyossagi tényez6 pedig — amelyet
~-val fogunk jelolni, — a dimenziotlan V/c hanyadostol fiigg:

At =~v(V/e)Ar. ~(0) = 1. (5)

Hogyan lehet meghatérozni az ismeretlen v(V/c) fiiggvényt? Lehetne mérés-
sel, de ez persze praktikus okokbol szoba se johet. Egyediil a két posztulatum
az, amire tdmaszkodhatunk. Tébb gondolatmenettel is megkaphatjuk a helyes
valaszt, de egyik se nagyon egyszerd.

A legegyszertibben talan az optikai Doppler-effektus segitségével ériink cél-
hoz.

Képzeljiink el egy adoberendezést, amely szabélyos id6kdzonként rovid fény-
impulzusokat general, és egy vevet, amely ezeket tudja észlelni. Amikor a vevé
nyugszik az adéhoz képest, ugyanolyan id6koézonként észleli a jeleket, mint ami-
lyennel az ado kibocséatja Gket. Amikor azonban a vevs mozog, valamilyen mas
periodusidst észlel. Ez a jelenség a Doppler-effektus. A peridodusidé helyett
természetesen beszélhetnénk frekvenciarol is, amely a periddusidé inverze.

Vezessiink be megfelels jeloléseket. Az ado altal emittalt jelek kozotti id6-
tartamot altaldban Tp-al szokas jelolni. Ez az id6tartam azonban sajdtidd inter-
vallum, mert az adé mellett nyugvo egyetlen 6ran olvashatoé le, ezért helyesebb
lenne Tp helyett a sajatidére egyértelmten utald Arp-lal jelolni. Az egyszertség
kedvéért mégis megtartjuk a megszokottabb Ty jelolést. A megfelels frekvencia
természetesen vy = 1/Tj.

A veve altal észlelt jelek kozotti idGtartamot altalaban T-vel jelolik. Ez az
id6 is sajatidé intervallum, mert a vevével egylittmozgd egyetlen 6ran olvashato
le, ezért T helyett A7-val kellene jelolni. De most is megtartjuk inkabb a T-t.
A megfelel$ frekvencia v = 1/T.

Tegyiik fel, hogy a vevd és az adé a konstans V' sebességgel tavolodik egy-
méastol. Ekkor az észlelt v/vy ardny 1-nél kisebb konstans, és természetesen
tokéletesen fiiggetlen attél, hogy az adot vagy a vevét tekintjilk nyugvénak.
Hogyan lehet kiszamitani ezt az ardnyt?

Végezziik a szamitast abban az inerciarendszerben, amelyben a vevé nyug-
szik (1. 4abra). Az id6tengelyen természetesen a koordinataid6t mérjik fel,
ezért a t jelolés korrekt. A rajzon feltiintettiik az adé palyajat (z = xzo + V),
a féenyjelek palyait (z = konst — ct), a vevs palyaja pedig maga a t-tengely.
A koordindtaids fogalménak megfelelGen ezek a képletek is a koordinataidst
tartalmazzak.
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VEVO - - - ADO

Fényjelek

Ado sebessége

X=X, + Vt

A szaggatott vonalak
egyenlete:

x=konst.- ct

Szamitas a vevé nyugalmi
rendszerében

1. &bra.

A palyak metszéspontjai alapjan azonosithatjuk a fényjelek kibocsatasanak
és észlelésének megfelels Aty és At periodusidsket. Ezek az idGtengely szakaszai,
ezért maguk is koordinéta id6 intervallumok, amelyeket a

Aty =v(V/e)To, At=~0)T=T (6)

képletek segitségével lehet a megfelels sajatids intervallumokon keresztiil kife-
jezni. A maéasodik képletben kihasznaltuk, hogy a vevs nyugszik, ezért a vevs
altal észlelt periddusideje koordinataidGben és sajatidGben ugyanakkora.

Az 1. abran a jelek kibocsatasi és észlelési periddusait a sajatidé interval-
lumokon keresztiil fejeztiik ki. Milyen a kapcsolat a kettd kozott? Ezt dgy
allapithatjuk meg, hogy a kiilon is kirajzolt satirozott haromszog h magassa-
gat kifejezziik mind az ad6 palyajanak irdnytangense segitségével, mind pedig
a fénysugarak palyajanak iranytangensén keresztiil:

h=~(V/c)Ty x V, h= (T - '7(V)T0> X c.
A két kifejezés egyenlitésébdl kapjuk meg a keresett Osszefliggést a periodusidék
kozott:

T/To =~(V/e)(1+V/c). (7)

Ismételjiik meg most a szadmitast az ado nyugalmi rendszeréhez viszonyitva
is (2. abra).
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4— | VEVO | <--- ADO

Vevé sebessé Fényjelek

\ \ \ A szaggatott vonalak
\ \ \\ egyenlete:
\ \ v x=konst- ct
\
\

X=X, - Vt

Szamitas az adé nyugalmi
rendszerében

2. abra.

Amikor az ado6 nyugszik, az (6) helyett a

képlet lép érvénybe, a T'/T, hanyados kiszamitasa pedig a

h=~(V/c)T xV, h = <”y(V/c)T - To> X ¢

képletek jobboldalainak egyenlitésével torténik. Az eredmény:

1
1(V/e)(1 =V/e)

Figyeljiink fel ra, hogy a relativitaselmélet 2. posztulatumanak megfelelGen fel-
tettiik, hogy a fény mind az adéhoz, mind a vev6hoz képest ugyanazzal a c
sebességgel terjed. Megfelel§ technika birtokaban ezt — mint lattuk, — kozvet-
leniil is lehet igazolni (vagy cafolni).

De figyeljiink fel most arra is, hogy a két szamitas eredménye nem ugyanaz:
A (7) és a (9) két kiilonbozs formula a Doppler-effektust jellemzs T'/T, aranyra.
Marpedig akarmilyen kisérleti eljarast gondoljunk is ki ennek az ardnynak a
mérésére, egyetlen jol meghatarozott értéket fogunk kapni ra, mert a vizsgélt

T/To= (9)
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jelenségben magaban semmiféle utalas sincs arra vonatkozoan, hogy melyik iner-
ciarendszert, az adé nyugalmi rendszerét-e vagy a vevéét tekintjiik-e vonatkoz-
tatasi rendszernek.

Ez az a pont, ahol az 1. posztulatumhoz kell folyamodnunk, amely szerint
mindkét vonatkoztatasi rendszer tokéletesen egyenértéki, és ezért a (7) és a (9)
képletnek ugyanarra a megfigyelhetd T /Ty ardnyra kell vezetnie.

Ez a feltétel egyértelmien rogziti a v(V/c) figgvényt. Ha ugyanis a (7) és a
(9) baloldala egyenls egymassal, akkor a jobboldalak is egyenlsk:

1

7'(1+V/C):m7

és innen

1

v

Ezt most visszahelyettesithetjiik akar (7), akar (9) jobboldalaba, ugyanazt az
eredményt kapjuk:

(10)

T [1+V/e
TO_ 1—V/C'

(11)

A frekvencidkon keresztiil kifejezve:

v [1-V/e
1/_0: 1+V/e (12)

Ennek a képletnek a helyességét gyorsan mozgd ionok sugérzasi spektrumanak a
mérésével igazoltdk. Megjegyezziik még, hogy amikor a vevs és az ado6 kozeledik
egymashoz, (11) és (12) érvényes marad, csak a sebesség elGjelét kell benniik
ellenkezGjére valtoztatni.

A képleteinkben felleps /1 — V?2/c? négyzetgydk miatt fel kell tenniink,

hogy a valosagos orak (testek) sebessége mindig kisebb a fénysebességnél. Az
1905-6s alapcikkében errsl Einstein a kovetkezot irjat:

A fénynél nagyobb sebesség esetében fejtegetéseink értelmetlenné
valnak; a kovetkez6kbsl egyébként is kitinik majd, hogy elméle-
tiinkben a fénysebesség fizikailag a végtelen nagy sebesség szerepét
jatssza.

(Nagy Imre forditasa)

Latni fogjuk, hogy a Newton-féle mozgésegyenlet relativisztikus altaldnositasa
Osszhangban van ezzel a feltevéssel: A fénynél lassabban haladoé toltéseket pél-
daul nem lehet elektromagneses térben fénysebességre felgyorsitani. De nem

4 A mozgo testek elektrodinamikdjihoz, (Albert Einstein valogatott irasai, Typotex 2010,
98. oldal). A kotet sajnos Einstein cikkének csak a felét tartalmazza, amelyet a szerkesztGk
— ugy latszik, — nem vettek észre.
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lehet minden konkrét gyorsitasi lehet&séget elére megjdsolni, és azt sem lehet
kizarni, hogy bizonyos részecskék mar eleve agy keletkeznek, hogy a fénynél
gyorsabban mozognak (tachionok). Ezért feltehetGen akkor jarunk el helye-
sen, ha posztuldljuk, hogy a fénynél lassabban mozgé testeket nem lehet fény-
nél nagyobb sebességre (vagy akar csak fénysebességre) felgyorsitani, és ezért a

\/1 —=V?/c*ben a gyok alatti kifejezés mindig pozitiv. Ami pedig a tachionokat
illeti, elég lesz akkor torédni veliik, ha val6ban léteznek.

Most valaszolhatunk az eredeti problémankra, amely igy hangzott: ,, Tekint-
siink egy tomegpontot, amely egyenletes V' sebességgel mozog, és az egyenlete
Minkowski koordindtdkban x = Vit + xo. Vegyiik a palya egy szakaszat, amelyen
a At koordinataidd intervallumhoz tartozik. Milyen kapcsolat van A7 és a hozza
tartozo At kozott?”

Azt talaltuk, hogy a keresett kapcsolat At = v(V/c)Ar, amelyben v(V/c)-t
(10) hatarozza meg. A képletet azonban gyakrabban szokték a A7r-ra megoldott

alakban felirni:
AT = Aty /1 - V?Z/c2 (13)

A képlet jelentése nagyon egyszerd. Jeloljlink ki az inerciarendszeriinkben egy A
és egy B pontot és helyezziink el mindkettSben egy-egy helyesen (fényjelekkel)
szinkronizalt ideélis 6rat. Tekintsiink egy harmadik érat, amely egyenletes V'
sebességgel mozog ugy, hogy elébb az A, majd késébb a B ponton is athalad.
Tegyiik fel, hogy az A pontban pontosan ugyanannyi id6t mutat, mint az A-ban
nyugvo 6ra. Mennyit mutat, amikor a B-be ér? Kevesebbet, mint az ott nyugvo,
A-beli oraval szinkronizalt 6ra, mert az A-bol a B-be vezet§ dton a mozgd
oran eltelt A7 sajatidd kisebb, mint az inerciarendszeriinkben eltelt megfelels
At koordinataids. A két idGtartam aranyat (13) adja meg. Ez a jelenség az
idddilatdcio.

Idédilataciéo nemcesak akkor 1ép fel, amikor az 6ra egyenletes egyenesvonala
mozgast végez, hiszen a gorbevonali mozgéas minden infinitezimalisan kis sza-
kasza egyenesvonalunak tekinthets. A (13) képlet

dr = dt\/1 -V (t)*/c. (14)

valtozata azt mondja meg, hogy a (t,t + dt) koordinataids intervallumban,
amelyben a mozgo ora sebessége V (t), mekkora dr id6 telik el rajta.

Ezek a képletek csak Minkowski-koordinatakban érvényesek, vagyis csak ak-
kor, ha a koordinataidst fényjelek utjan (,helyesen”) szinkronizalt (virtualis)
orak mutatjak. A specialis relativitaselméletben azonban ezt mindig felteszik
(hacsak az ellenkezgjét nem allitjak explicite), ezért ezt a feltevést sem sziikséges
minden esetben kiilon kihangsilyozni.

A fejezet végén kiemeljik a sajatidé és a koordinataidd kozotti alapvetd
kiilonbséget:

14



3. abra.

1) Egy testen (6ran) torténd két esemény kozott eltelt A7 sajat-
id6 abszolit, fiiggetlen a koordindtarendszer megvalasztasatol.

2) Két esemény At koordinataids kiilonbsége relativ, kilonb6zs
modon valasztott koordinatarendszerekhez képest més és mas.

5. A Lorentz-kontrakci6

Az egyidejiiség relativitasa a mozgo testek rovidiilését idézi el6. Ezt megint egy
mozg6 vonattal illusztralhatjuk. Egy mozgasban lévé vonat hossza az eleje és a
végpontja kozotti tavolsdggal egyenls ugyanabban az iddpontban. Nem meglepd,
hogy az egyidejliség relativitasa maga utan vonja a hosszisag relativitasat.

A mozgd vonat [ hosszat tgy meérhetjiik meg, hogy a toltésen allva egy
stopperrel megmérjiik, mennyi id6 alatt haladt el mellettiink és a kapott id6-
tartamot megszorozzuk a vonat sebességével. Az igy kapott szam ugyanis azt
mutatja meg, milyen messze van a vonat eleje a végétsl abban a pillanatban,
amikor a stoppert ledllitjuk, tehat valéoban a mozgd vonat hosszaval egyenld.

A koordinataids és a sajatidé vilagos megkiillonboztetése alapjan nagyon
egyszeriden le lehet vezetni a Lorentz-kontrakci6 képletét.

Legyen a stopperen leolvasott idStartam A7 (ez nyilvan sajatids, hiszen egy
adott oran olvassuk le). A mozgasban 1év6 vonat hossza eszerint | = VAT,
Ennek a képletnek a jobboldalaba kell valahogy becsempészni azt az [y hosszat,
amilyennek a vonaton utazok talaljak a sajat vonatukat. A vonatban iilék azt
latjak, hogy a menetirdnnyal szemben elsuhan mellettiik egy ember, akinek a
palyajat a 3. Aabra egyenese mutatja (az x tengely a vonaton menetirdnyba,
balrdl jobbra mutat). Az egyenes egyenlete x = Iy — Vt. Ebben az egyenlet-
ben a t természetesen koordinataids, amelyet a vonaton el6zetesen szétrakott és
fényjelekkel szinkronizalt 6rak mutatnanak, ha valoban ott lennének (a szemlé-
letesség kedvéért gondolhatjuk ugy, hogy a vonat egyetlen hosszu kocsibol all).
A vonatban utazok, ha akarndk, megmérhetnék azt a At id6t, amely alatt a
stoppert tarté alak elsuhan mellettiik, de a valésdgban ezzel persze nem kell
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foglalkozniuk. Mi anélkiil is tudjuk, hogy ez az id6 lo/V -vel egyenls, és ugyanez

a At = ly/V id6 szerepel a AT = Aty/1 — V?/c*6sszefiiggés jobboldalan. Ko-
vetkezésképpen

=V -Ar =V -At/1 -V?/? =lgy/1 - V?/c (15)

Ez a Lorentz-kontrakcio képlete.

A Lorentz-kontrakcio fontos jellegzetességét tudjuk megfogalmazni, ha ab-
bol az Zy nyugalmi rendszerbdl figyeljiilk meg a jelenséget amelyben a vonat
nyugszik. Az Zp-ban a nyugvo, Iy hosszisaga vonat mellett allva latjuk, hogy
kiilénb6z6 sebességgel mozgd vonatkoztatasi rendszerek haladnak el mellettiink
(ezeket is elképzelhetjiik hosszu vonatoknak), benniik a nélkiilézhetetlen meg-
figyel6kkel. Mindegyiket sorban felhivjuk telefonon, hogy mondjak mér meg,
milyen hosszinak taldljak a vonatunkat. Mindegyik rovidebbnek talalja, mint
az lp nyugalmi hossz, annal révidebbnek, minél gyorsabban latjak mozogni a
vonatot magukhoz képest. Ekdzben persze a vonattal nem térténik semmsi, ott
all mellettiink, iigyet se vetve ra, ki és honnan nézve méri a hossztisagat. Ebben
az értelemben mondhatjuk azt, hogy a kontrakcié csupan ldtszat.

De ett6l még a mozgd vonatkoztatasi rendszerekben mért megrévidiilt hossz
nagyon is valosagos, vagyis a vonat tényleg olyan hosszi, amilyennek ldtszik: A
latszat ebben az esetben nem csal. Ez teljesen nyilvanvalé mar abbdl, ahogyan
a fejezet elején a kontrakcios képlet levezetésénél mozgod vonat hosszat értettiik:
egyenlének vettiik a sebességnek és annak az idének a szorzataval, amely alatt
elhalad mellettiink. Mi lehetne ez a szorzat mas, mint a vonat valésédgos hossza?
Ennek ellenére tanulsdgos lesz a kontrahalt hossz realitasat egy masik moédon,
a pajta-rid paradozon segitségével is demonstralni, amelyet azonban a pajta
és a rud helyett egy masik torténetbe illesztiink bele. De el6bb rogzitjik a
szohasznalatot:

Amikor egy mozg6 test méretérsl beszéliink, ezen mindig a
Lorentz-kontrahdlt méretet értjik. Amikor a nyugalmi hosszra
gondolunk, a ,, nyugalmi” jelz6t nem hagyhatjuk el.

A paradoxon: Egy rablébanda elhatarozza, hogy kirabol egy kincsszallité
vonatot. A terv alapja az, hogy a vonat dthalad egy alagiuton. A banda az alagut
két bejaratara titokban erés, kapuszerd sorompét szerel fel, amelyeket radidjellel
lehet lezarni. Az egyik bandatag az alagit két végétsl egyenls tavolsagra 1évs
pontban helyezkedik el a jeladoval és a bandavezértsl azt a parancsot kapja,
hogy amikor a vonat eltiinik az alagttban, hozza miikédésbe a sorompokat (4.
abra). Az alagtutban rekedt vonatot azutan a banda tobbi tagja elfoglalja és
kifosztja.

A bandavezér azonban varatlan tizenetet kap a szerelvény Osszeallitdsaban
segédkezd egyik vasutastol, aki a btintarsa. Eszerint a szerelvény hosszabb, mint
amire szamitottak, véletleniil pont olyan hosszt, mint az alagit, ezért az akciot
le kell fajni. A bandavezér azonban, aki f6allasban elméleti fizikus, megnyugtatja
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jelado ¥

4. abra.

az informatort: A Lorentz-kontrakcié miatt a vonat teljes egészében el fog férni
az alagitban, a terv tehat végrehajthat6 marad.

A vonat elindulasa utan a titkosszolgalat valahogy megneszeli a késziil6 raj-
taiitést és mobiltelefonon utasitja a vonatvezetst, hogy azonnal allitsa le a vona-
tot. A vonatvezet$ azonban jo volt fizikdbol és megnyugtatja a titkosszolgélat
emberét: Az alagut a vonathoz képest Lorentz-kontrakciot szenved, a vonatnak
legalabb az egyik vége biztosan ki fog 16gni az alagttbol, ezért a jeladonél figyels
bandatagnak nem lesz alkalma beinditani a sorompok mikddését.

Kinek van igaza, a bandavezérnek vagy a vonatvezetének? Es miben tévedett
a masik?

A magyardzat: A bandavezérnek van igaza. A jeladd szimmetrikus hely-
zetben nyugszik az alagit A és B végpontjahoz képest, ahol a sorompokat a
banda felszerelte. Ennek kévetkesztében az alagat (vagyis a vasuti toltés) Z
nyugalmi rendszerében a sorompok zarasa egyidében torténik. A vonat az Z-
hez képest V' sebességgel mozog, ezért Lorentz-kontrakciot szenved. A feladat
szerint a nyugalmi hossza egyenl6 az alagit nyugalmi hosszéval, igy a Lorentz-
kontrakci6é kovetkeztében Z-ben rovidebb, mint az alagut: Amikor a vonat a
vége eltlinik az alagit A bejaratanal, az eleje (a b pontja) még nem éri el az
alagut B kijaratat. Ezért ha a jeladot ebben a pillanatban mikodésbe hozzak,
a vonat valoban bent ragad az alagtutban, és a banda megrohanhatja.

Természetesen jol fel kell szerelkezniiik langvagokkal, mert a B kijarati ka-
puba torténé beleiitkdzés kovetkeztében a szerelvény hossza még a mozgasi
hossznal is révidebbre préselédik 6ssze. A vonat elejének (a b pontnak) a hirte-
len lefékez&désénél keletkezd ,, 16ket” ugyanis legfeljebb fénysebességgel haladhat
végig a vonaton, és ennek kovetkeztében a vonat vége (az a pont) egy ideig még
mozgasban marad a vonat elejének hirtelen ledllasa utan is.

Miben tévedett a vonatvezet$? Abban teljesen igaza volt, hogy mivel a
vonat nyugalmi rendszerében az alagut Lorentz-kontrakciot szenved, a vonatnak
legalabb az egyik vége mindig biztosan kiloégna, ha nem zdrndk le az alagut
kijdratdt. Azonban nem vette figyelembe az egyidejliség relativitasat, amelynek
kovetkeztében a vonat Z’ nyugalmi rendszerében a sorompoédk miikddése nem
egyid6ben torténik, és azt sem, hogy a hatdsok még a hétkdznapi értelemben
szilard anyagokban sem terjedhetnek a fénynél gyorsabban.
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5. abra.

A vonat 7’ nyugalmi rendszerébdl nézve az események lefolydsa a kovet-
kez6. Mivel az alagtut a vonathoz képest —V irdnyban mozog, a jeladébdl a B
felé halado radiojel el6bb zarja le a B sorompoét, mint a masik radiojel az A
soromp6t®. Amikor a B-beli soromp6é beleiitkdzik a nyugvé vonat b elejébe, a
vonat vége (az a pont) az alagut Lorentz-kontrakcioja kovetkeztében meég kilog
az alagutbol és a lokés véges terjedési sebessége kovetkeztében egy ideig még
nyugalomban marad. Még akkor is nyugalomban lesz, amikor az A kapu atha-
lad rajta és az egész vonatot elnyeli az alagtut. A vonat elejébdl kiindulo 16kés
csak ezutan éri el a vonat végét. Ett6l a pillanattol kezdve hurcolja magéaval az
alagut az egész Osszeroncsolt vonatot, amelynek a hossza a roncsolédas kovet-
keztében még a mozgasi hossznal is révidebb, hiszen kiilonben nem férne el a
V sebességgel mozgo alagutban, amelynek mozgasi hossza megegyezik a vonat
7Z-beli mozgasi hosszaval a ledllas elGtt.

Eddig nem volt sz6 a testek gyorsitasardl. Legyen az T vonatkoztatasi rend-
szerben nyugvo test hossza lg. Kezdjik el gyorsitani, amig el nem éri a V
sebességet és azutan hagyjuk, hogy ezzel a sebességgel mozogjon egyenletesen
tovabb. Milyen hossztunak fogjuk latni tovabbra is az Z-b6l megfigyelve?

Erdemes egy nagyon egyszert konkrét példaval illusztralni a feladatot (5.
abra). Az Z-ben nyugvo edényt lezar6é mozgathato dugattyu helyzetét (az o
tavolsagot) a gaz nyoméasénak és a rugo huzoerejének az egyensulya hatarozza
meg. Ezt az edényt gyorsitjuk fel V' sebességre. Gyorsitas kozben a rugd hossza
kiilonféle valtozasokon mehet keresztiill. Miutadn azonban a V végsebességgel
egyenletesen halad, abban az 7’ inerciarendszerben lesz nyugalomban, amelyik
ezzel a sebességgel mozog Z-hez képest . A relativitaselmélet 1. posztuldtuma
szerint a két inerciarendszer egyenértékd egymassal, ugyanazok a fizikai torvé-
nyek érvényesek mindkettében, ezért a nyomaéas és a rugd huzodereje 7 ’-ben is
ugyanazt az lg tavolsdgot allitja be, mint Z-ben. De akkor a mozgé edény mé-

5Az alaguttal egyiitt a jeladd is mozog, de ennek nincs jelentSsége, mert a radidjelek
sebessége fiiggetlen az add mozgasatol.
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retét az eredeti Z-b6l nézve kontrahaltnak latjuk, Iy helyett | = lgy/1 — V2/c2
méretet tapasztalunk.

Ez azonban csak abban az esetben lesz igy, ha a gyorsitési szakaszban fellépé
er6k nem idéznek el¢ maradando6 karosodast (pl. a rugoédllando megvéltozasat).
Ennek az esetlegességnek az elkeriilése érdekében feltessziik, hogy a gyorsitas
mindig kiméletes (adiabatikus).

Ez a gondolatmenet nyilvan érvényes minden olyan esetben, amikor a vizsgalt
hossztisagot (méretet) fizikai torvények allitjak be. A vonatnal és a méterradnél®
is ez a helyzet. Elképzelhet6k azonban mas tipusd szituacidk is. Tegyiik fel,
hogy két egymastol fiiggetlen motorkocsi all az allomason (az Z inerciarend-
szerben) egymastol [y tavolsagra ugyanazon a sinparon. A ¢ = 0 pillanatban
mindketts elindul 4gy, hogy azonos szamitégép program Aaltal vezérelve egy
bizonyos ¢ = T pillanatban elérik a V' sebességet és azutén ezzel a konstans
sebességgel haladnak tovabb. Mekkora tavolsag lesz ezutan kozottiik a palyatest
nyugalmi rendszerébdl (Z-bol) nézve?

Az ember az els6 pillanatban ravagja, hogy termeészetesen loy/1 — V?2/c?, de
ez tévedés, mert a tavolsag végig minden pillanatban lp marad. Ezt kénnyd
latni, ha felirjuk a két kocsi palyajanak x = f(t) egyenletét Z-ben:

&(t) +1p az egyik motorkocsira,
Tr =
() a masikra.
Itt természetesen ¢ < 0-nal £(t) = 0, t > T-nél pedig £(t) = Vt + b valamilyen
konstans b-vel, de ennek nincs kiilénosebb jelentGsége. A két kocsi tavolsagat Z-

hez viszonyitva barmely t-ben Ggy kapjuk meg, hogy a kocsik x koordinatainak
egyideji kiilonbségét képezziik:

[£(t) +Lo] = £(t) = lo-

Kontrakcié ebben az esetben azért nem 1ép fel, mert a két motorkocsi té-
volsagat nem valamilyen természeti torvény ,, allitja” be, amely minden inercia-
rendszerben ugyaniugy miikddik. Miutdn a kocsik elindultak, a mozgasukat a
mindkettjiibe betaplalt azonos program vezérli. Egymastol teljesen fiiggetle-
niil mozognak, nem gy, mint mondjuk egy méterrud két végpontja, vagy az 5.
abran a rug6 végpontjai.

6 A speciilis relativitaselmélet fogalmi rendszere megkéveteli, hogy — legalabbis elvben —
létezzenek idedlis 6rak és méterrudak, amelyek semmilyen behatésra se valtoztatjak meg a ja-
rasuk litemét, illetve a hosszusdgukat. Az elmélet 6rakra és méterrudakra vonatkozé allitdsai
ilyen objektumokra vonatkoznak. A relativitaselmélet ezért csak akkor alkalmazhaté a valosa-
gos vilagra, ha ilyen tulajdonsagi mérgeszkozok elvileg tetszéleges pontossaggal realizalhatok.
Mar ebbdl az alapkovetelménybdl lathatod, hogy fontos szerepe van az olyan objektumoknak,
amelyek az egyik inerciarendszerbdl a masikba felgyorsulva megérzik a méretiiket, tehat az

eredetihez képest a /1 — v?/c?szeresiikre csGkkennek.
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6. A deszinkronizaci6é

Nyugodjon egy vonat a palyatest Zp vonatkoztatasi rendszerében, amelyben a
Minkowski-féle (fényjelekkel szinkronizalt) koordinataidét a stirtin (igy tobbek
kozott a vonaton is) széthelyezett nyugvo virtualis (elképzelt) idealis 6rdk mu-
tatjak. Tegyiik fel, hogy ezek koziil ketté valosagos ora, amelyek a vonathoz
vannak rogzitve. A baloldali 6ra legyen az A, a jobboldali a B.

Képzeljiik el, hogy egy nagyon révid fényjel ,, cikdzik” ide-oda az 6rak kozott.
A két ora helyes szinkronizaltsaga kovetkeztében az a At idG, ami alatt a jel
az A-bol a B-be ér, pontosan megegyezik a visszauton eltelt At idével. Ha az
orak kozotti tavolsag [, akkor mindkét idGtartam [/c-vel egyenls. Az 1.tablazat

példajaban At — At — 10.

1.A nyugvé 6rak mutatoallasa
a fényjelek visszatiikr6zésének pillanataban
Az A 6ra mutatoallasa || 10 30 50 70
A B 6ra mutatoallasa 20 40 60

Tegyiik fel most, hogy a vonat elindul jobbra (ez lesz a pozitiv irany), fo-
kozatosan (adiabatikusan) gyorsulva eléri az U sebességet” és ezutan ezzel a
sebességgel halad tovabb. A konstans U sebességl vonat inerciarendszer, ame-
lyet Z-vel fogunk jeldlni.

Az A és a B ora kozott ekbzben folyamatosan cikazik ide-oda a fényjel. Az
oda- és a visszaut idStartama azonban valtozik. Az Zy-bol (a toltésrol) szemlélve
a fényjel mozgasat ezeket az idGtartamokat a

C'ZtOZZQ+U'ZtO, C-Ztozlo—U-Zto (16)
egyenletek hatarozzak meg, amelyekbdl

- lo el lo
Aty = —— Aty = .
0 _U; 0 C+U

A képlet felirasanal figyelembe vettiik, hogy amikor a vonat mozog, a nulla index
segitségével meg kell kiilonboztetniink az Zp-ban mért mennyiségeket az Z-ben
mért (index nélkiili) mennyiségektsl. Nekiink azonban a At-t és a At-t kifejezs
képletekre van sziikségiink, amelyeknek a jobboldaldn a mozgé vonaton mért [
tavolsag szerepel®.

Az (16) els6 egyenlete azt fejezi ki, hogy az A oratol elindulo fényjel és a
vele egyszerre U sebességgel indulé B éra Aty koordinataidével késébb talal-

_>
kozik egymaéssal. A B 6ran ezalatt Atgy/1 — U?/c* sajatids telik el. Ezt az

TA sebességre azért hasznaljuk a megszokottabb V helyett az U jelslést, hogy a lehetd leg-
jobban megkiilonboztessiik a vonathoz képest v sebességgel halado test sebességétsl, amelyrél
a fejezet végén lesz szob.

8 Az el6z6 fejezetben az 5. abrahoz flizdtt diszkusszio alapjan feltessziik, hogy a két ora
kozotti tavolsag a gyorsitas soran nem valtozik, hanem végig [ marad. Vegyiik észre, hogy ! a
két ora kozotti szakasz nyugalmi, lp-pedig a mozgasi hossza.
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- - -
idGtartamot jeloljiik At-vel, vagyis At = Atgy/1 — U?/c?. Ez a sajatids in-
tervallum egyben koordinataidé intervallum is, hiszen a B egyike azoknak az
oraknak, amelyek a vonaton a ¢ koordinataid6t mutatjak.
— —
Teljesen hasonloan lathato be a At = Atgy/1 — U?/c? képlet is, amely az
A ora sajatidejét fejezi ki. Végiil a két ora kozotti [ vor&ti tavolsag a toltésrol
ﬁ
nézve kontrakciot szenved, ezért lo = 14/1 — U? / . Ha At képleteiben a nulla
indexd mennyiségeket ezeknek a Osszefiiggéseknek a segitségével index nélkiili
mennyiségekkel fejezziik ki, a

l l
Rt=-(1+U/e), At='(1-U/e)
c c
képletekre jutunk (a szampéldankban az elgbbi legyen mondjuk 12, az utébbi
pedig 8, 1d. a 2.tablazatot).

2.A mozgé 6rak mutatoallasa
a fényjelek visszatiikr6zésének pillanataban
Az A 6ra mutatoallasa || 10 30 50 70
A B 6ra mutatoallasa 22 42 62

Nyilvanvalo, hogy az U sebességgel mozgd vonat nyugalmi rendszerében —
az 7T inerciarendszerben, — ez a két 6ra mincs helyesen szinkronizélva. Ha
ugyanis az 1. fejezet legelején véazolt kisérlettel megmeérnénk a vonaton a fény-
sebességet, mindkét irdnyban egyforman c-nek talalnank. Természetesen utolag
szinkronizalhatnank 6ket példaul gy, hogy a B 6ra mutatéallasat megfelels
meértékben (a szampéldaban 2-vel) visszaallitjuk (vagy az A 6raét ugyanennyi-
vel el6revissziik). Ezt azonban most nem tessziik meg, mert azt akarjuk éppen
tisztazni, hogy milyen kdvetkezményei vannak a gyorsuldsnak, ha az egyszer
mar helyesen szinkronizalt (virtualis vagy valosdgos) ordkhoz tobbet mar nem
nytalunk hozza.

A koordinataid6rol szolo 3. fejezet (3) képlete szerint a deszinkronizacié
mértékét a
Ul
o2

St = %(Zt ~At) = (17)

formula hatérozza meg. Ennyivel kellene visszaallitani a (gyorsulas iranyaba
es6) B ora mutatoallasat ahhoz, hogy helyesen legyen szinkronizalva A-val.

Vonjuk le a kdvetkeztetést: Amikor egy inerciarendszert gyorsitunk, a hozza
rogzitett helyesen szinkronizalt 6rak deszinkronizdlddnak®. A deszinkronizacio

9Lényeges pont, hogy ha a fénysebesség nem lenne minden inerciarendszerben ugyanaz
minden irdnyban, akkor az idealis 6rak sohase deszinkronizalodnanak . Tegyiik fel egy pilla-
natra, hogy a relativitaselmélet téves, van elektromagneses éter, amely torténetesen az Zo-hoz
(a t61téshez)_k>épest nyugaﬁmban van. A két tablazat ebben az esetben lényegében érvényben

maradna (a Zt helyett a <Eto—t tartalmazné), mégsem fejezne ki deszinkronizaciot. Az Z-beli
fénysebesség ugyanis ilyen feltételek mellett valoban kiilonbdzne a két irdnyban, mert kizardlag
a nyugvd éterben (Zp-ban) lenne izotrop. A két tablazat adatai ezt a tényt fejeznék ki teljesen
korrekt modon. A deszinkronizacio6 ezért a fénysebesség allandésaganak — a relativitaselmélet
2. posztuldtumanak — egyenes kdvetkezménye.
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nem annak a kovetkezménye, hogy az 6rak szerkezetében a gyorsulas valamilyen
valtozast okoz, hiszen ezek az 6rak idedlis szerkezettiek, a kiils6 behatasoktol tel-
jesen fiiggetleniil, a maguk monoton ritmusaban jarva a sajatidejiiket mutatjak.
Ha az eredetileg nyugvo vonat padlojan allt egy labda, a vonat elindulasakor
elkezd hatrafele mozogni, és amikor a vonat mar egyenletesen halad U sebesség-
gel, a labda folyamatosan gurul hozza képest ugyanezzel a sebességgel visszafele
(vagy legalabbis gurulna, ha a vonat elég hosszt volna). Ezt a mozgist nem
az okozza, hogy valami hatott a labdara, hanem éppen ellenkezéleg: Azért gu-
rul a labda visszafele, mert nem hatott r4 semmi, ami arra kényszeritené, hogy
atvegye a vonat sebességét.

A deszinkronizaci6é ugyanebbe a kategoridba tartozo tehetetlenségi jelenséy.
Az 6rak a mozgb vonaton is gy jarnak tovabb, ahogy a palya Zy inerciarendsze-
rében szinkronizaltak 6ket. Ez az inerciarendszer azonban ,, kiszaladt” aloluk,
de 6k nem vettek errdl tudomast. Vagyis — szandékosan paradoxalisan fogal-
mazva, — a deszinkronizaci6 annak kovetkezménye, hogy az 6rakkal nem tortént
semmi. A deszinkronizicié mégis éppen olyan valosagos jelenség, mint a labda
megindulasa hatrafele. Ha a két 6rahoz megfelel hardvert csatlakoztatunk, pa-
pirszalagon rogzithetjiik azokat a pillanatokat, amikor az 6rakhoz tartozo tiikrok
visszaverik a fényjelet. Az 1. és a 2. tablazat adatai ennek a papircsiknak a
két végén lesznek rajta: Amikor a vonat még nyugodott és amikor mar egyenle-
tes sebességgel halad. A kiilonbéget akar sebességmeérésre is felhasznalhatnank.
A jelenség lényegét roviden ugy foglalhatjuk Ossze, hogy a deszinkronizdcio az
egyik — taldn legkdzvetlenebb — megfigyelhetd aspektusa annak a ténynek, hogy
a koordindtaiddt a kilonbozd inerciarendszerekben kilonbozd orasokasdgok mu-
tatjdk'®.

Miel6tt tovabbmennénk, foglaljuk 6ssze a deszinkronizacié elGjelszabalyat:

Az orapar gyorsulds irdnyaba es§ tagja mindig siet, ezért re-
szinkronizaciomal a (3)-nak megfelel6 mértékben vissza kell al-
litani.

A deszinkronizacio egy fontos kovetkezményét a vonatos példa tovabbgon-
dolasaval vilagitjuk meg. Képzeljiik el a vonat egyik, mondjuk 60 méter hossz1,
vasuti kocsijat, amelyben konnyen végig lehet sétalni, és méterenként faliorak
talalhatok rajta. Az utasok kozott van egy fizikus, aki mar nagyon unja az
utazast és elhatarozza, hogy ellendrizni fogja az idgdilatéaciot.

— Szerencsére a karoram egészen kiilonosen pontos szerkezet, csekély id6-
eltérések mérésére is kivaloan alkalmas — gondolja elégedetten. — A faliorak
is pontosak, és amikor felszalltam a vonatra, lattam, hogy a szerel6k éppen
fényjelekkel szinkronizaljak Gket.

Azzal elindul és menetiranyban egyenletes sebességgel végigsétal a kocsi vé-
gétsl az elejéig. Kozben gondosan {igyel ra, hogy a faliérdk alapjin az utja

10 A deszinkronizéacio fogalma tudomasom szerint el6szér a Basic Relativity — an Introduc-
tory Essay cimii konyvemben fordul el6 (Springer 2011)
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pontosan 1 percig tartson (At legyen 60 s), vagyis a sebessége legyen pontosan
v=1m/s. A séta idGtartamat a karorajan is leméri, és azt talalja, hogy a séta
kozben 1 percnél révidebb id6 telt el rajta (AT < 60 s).

— Igen, ez az idédilataci6 — mondja magaban, — a AT = Aty /1 —v?/c?
képlet szerint pont ennek kellett torténnie.

De gyakorl6 fizikusként ismeri a szabalyt, hogy egy mérés nem mérés, ezért
megismétli a sétajat, ezuttal visszafelé agy, hogy a faliérak szerint megint egy
perc alatt érjen a kocsi egyik végébsl a masikba. Meglep&dve tapasztalja, hogy
a karordjan ezuttal hosszabb id6 telt el, mint az elgbb. Természetesen elGszor
arra gyanakszik, hogy valami hibat kovetett el, de akdrhanyszor ismétli a kisér-
letet, a karérajan mindig ugyanazt a két kiilonb6z6 idStartamot olvassa le: A
menetirdnyban a sajatids kisebb, mint ellenkezs iranyban (A7 < AT).

Némi toprengés utan fizikusunknak eszébe jut a deszinkronizacio.

— Hogy is nem gondoltam ra azonnal? — csap a homlokara. — Hiszen épp
nemrég olvastam rola egy cikket a Fizikai Szemlében. Az igaz, hogy a szerelGk
gondosan szinkronizaltak a faliérdkat. De ez még az alloé vonaton tortént, és a
vonat elinduldsa utdn bekovetkezett a deszinkronizacio. Amikor el6re megyek a
faliorak altal meghatéarozott sebességgel, akkor minden kévetkezs falidra tobbet
mutat, mint ha helyesen lenne szinkronizalva az el6z6vel — 1 mésodperc idékii-
16nbséget jelez, pedig csak mondjuk 0.8 masodperccel kellene tobbet mutatnia.
A visszadton pont forditva torténik. Ezért van az, hogy a karéram mutatoja az
els@ esetben kevesebbet halad el6re, mint a mésodikban. Mindenesetre most jol

megtanultam, hogy ilyen esetekben nem hasznalhatom a AT = Aty/1 — 02 / &
képletet a sajatidé meghatarozasara, mert az mindkét irdnyd sétara ugyanazt a
sajatid6t adja.

Elhatarozza, hogy kiild egy SMS-t az egyik kollégdjanak és megkéri, keresse
mar el§ valahonnan a A7 = Aty/1 — v?/c? képletnek azt az altalanosabb alak-

jat, amelyik az 6 jelenlegi helyzetében is alkalmazhat6. Ezeket az informéciokat
kozli vele:

e Indulas el6tt a faliorakat korrekt médon fényjelekkel szinkronizaltdk és
azota senkise nyult hozzajuk.

e A vonat jelenleg egyenletesen halad U sebességgel.

o A faliérdk meg vannak szdmozva 0-t6l 60-ig. Az egymés utani 6rak kozotti
tavolsag az indulas el6tt és most, az egyenletes sebesség elérése utan is
pontosan 1 méter.

e Amikor a kocsin végigsétalok, az 6rdk helye és mutatoalldsa alapjin a
sebességem egy konstans v érték (torténetesen v = 1 m/s sebességet va-
lasztottam, de a keresett képlet szempontjabol ennek nincs jelent&sége).

e A kérés az, hogy kiildje el azt a képletet, amely megadja a A7 és a At
kapcsolatat ebben az esetben.
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A kért képlet nemsokara megérkezett. A figyelmes kolléga A1 és At helyett
az infinitezimalis d7 és dt n6vekményekre irta fel, mert ez akkor is alkalmazhato,
amikor a sétalas v sebessége nem konstans (v = v(t)):

=i (120 e a9

Ez a képlet pozitiv v-nél menetiranyba, negativ v-nél az ellentétes irdnyba tor-
ténd sétalasra vonatkozik.

Napokkal késébb, amikor utazé fizikusunk a munkahelyén talalkozik a kol-
légajaval, megkéri 6t, mutassa meg a képlet levezetését. A magyarazat a kovet-
kez6:

Nézziik mondjuk a pozitiv irdnyd séta egy dl hosszisigu infinitezimélisan
rovid A — B szakaszét, amely a deszinkronizalt 6rdk szerint dt ideig tartott.
Az ennek megfelels helyesen szinkronizélt d¢ idGtartam (17) szerint

Udl

dl
az ezzel szdmolt sebesség pedig v = TR A korrigalt (feliilhizott) mennyiségekre

_ dt dl dt
brvé i dr = diy/1—%/c* képlet. Mivel v = —— = —
érvényes az eredeti dr d v°/c* képlet ivel v T dtv’ ezt
atirhatjuk a

df dt\? di\?
—at- S () w272 = S 22
dr =dt dt\/l (dt) v2/c dt\/(dt) v2/c

alakba, amelyben (19) alapjan

dt ) Uv
dt 2’
. Ezt behelyettesitve kapjuk a bizonyitando (18) osszefiiggést.

Fogalmazzuk meg a vonatos példank tanulsagat. Ha a vonat egész torténetét
tekintjiik, a veszteglését az indulas el6tt, a gyorsulasat és azutan az egyenletes
sebességi haladasat, akkor nyilvanvald, hogy a vonat o6rait nem lehetséges Ggy
beéallitani, hogy ebben az egész iddszakban helyesen legyenek szinkronizalva. A
példaban ugy képzeltiik, hogy az érdkat még a nyugvé vonaton szinkronizaltak
fényjelekkel, de akkor az indulas utan a deszinkronizacio kévetkeztében mar nem
lesznek helyesen szinkronizalva. Megtehettiik volna azt is, hogy az alloméason
nem fényjelekkel szinkronizaljuk 6ket, hanem mesterséges moédon olyan bealli-
tast valasztunk, hogy majd a deszinkronizacié kovetkeztében éppen jol legyenek
szinkronizalva, amikor a vonat egyenletesen halad. De ekkor persze az llomason
lennének a fényjelek szempontjabol rosszul szinkronizalva. De valaszthatnank
barmilyen mas szinkronizaciot, ha mar a legtermészetesebb einsteini szinkroni-
zé&ci6 ugysem hajthaté kdvetkezetesen végre.
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A deszinkronizacié kovetkeztében tehat Minkowski-koordindtarendszer csak
inerciarendszerekhez rendelhetd. Az ilyen koordindtarendszerben ugyanis a ko-
ordinataidé definicié szerint olyan, hogy a fénysebesség mindig, minden irany-
ban ugyanazzal a c-vel egyenlé. Gyorsuld vonatkoztatési rendszerben azonban
a folyamatos deszinkronizacié megakadalyozza, hogy a nyugvé érék ilyen tulaj-
donsagu koordinataid6t hatarozzanak meg.

Felmeriil a kérdés, hogy akkor a gyorsuld vonatkoztatasi rendszerekben mi-
lyen eljaras (recept) alapjan kell a koordinataidst megvalasztani, vagyis milyen
protokoll szerint kell a vonatkoztatasi rendszerben nyugvo, koordinataid6t mu-
tato (virtualis) orakat szinkronizalni. A vélasz az, hogy ilyen &ltalanos recept
nem létezik, minden eset kiilon dontést igényel. Megjegyezziik, hogy inerciarend-
szerben sem kotelez6 a fényjelekkel szinkronizalt Minkowski-koordinataids hasz-
nalata. A koordinatarendszer valasztasahoz hasonloan a koordinataidé megva-
lasztasa is nagymeértékben Onkényes. A valasztas fGszempontja a vizsgalando
probléma targyalasanak az egyszertisitése. A Minkowski-koordinataids elényei
azonban ebbdl a nézépontbol annyira szembettindek, hogy inerciarendszerben
gyakorlatilag minden esetben ezt a koordinataid6t hasznaljuk.

Adr =dty/1 —0? / ¢? képlet csak inerciarendszerben érvényes,
amikor a koordinataidé Minkowski-féle. A képlet ekkor valtozo
sebességl mozgasra is alkalmazhat6. Az analdg formula minden
maés esetben specidlis levezetést igényel.

7. Az 6raparadoxon

Két kiilonb6z6 palyan mozgo test két taldlkozasa kozott nem ugyanannyi id6
telik el az egyiken, mint a masikon — ez az éraparadoxonnak (vagy ikerparado-
xonnak) nevezett jelenség. Az id6kiilonbség a megszokott, vagy a megszokottol
nem nagyon eltérd koriilmények kozott rendkiviil kicsi, ezért az éraparadoxon-
nak jelenleg nincs semmiféle gyakorlati kovetkezménye. Elvi szempontbol azon-
ban a jelent&sége nagyon nagy, mert a fizikai id6fogalom alapjait érinti.

Két test mozgésat vizsgaljuk az 7 inerciarendszerben felvett Minkowski-ko-
ordinatarendszer z-tengelye mentén. A két test egy ideig nyugalomban van az
x-tengely egy pontjaban (6.4bra). A ¢, pillanatban azonban az egyikiik — legyen
ez a 2. szamu test, — elindul pozitiv irAnyba, majd visszatér a korabbi helyére
és a tovabbiakban ott marad nyugalomban a maésik (az 1. szamud) test mel-
lett. Szamitsuk ki, mennyi sajatids telt el a két testen a (¢, tp) koordinataids-
intervallumban.

A nyugvo test sajatideje megegyezik a koordinataidével, ezért Am = t, —t,.

A 2. szami test palydja a ({4, tp) intervallumban legyen = = f(t), a sebessége
df (t)

% = (). A (14) alapjan a rajta eltelt sajatidé a kovetkezs

pedig v(t) =
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6. abra.

integrallal egyenl6:

Aa:/ttb dfz/ttb \/l—v(t)z/Cthz/t:b J1—a@?dn (20)

a a

Mivel /1 —v(t)*/c? < 1, ezért Ay <ty — ta = Amy: A mozg6 testen a két
talalkozas kozott kevesebb idd telt el, mint a nyugvon.

Ez a kovetkeztetés gyokeresen ellentmond a mindennapi — és a newtoni —
id6fogalomnak, ezért is olyan jelent6s. A relativitaselmélet keretein beliil azon-
ban nagyon egyszeri és szemléletes allitds. Errdl konnyen meggy6z6dhetiink a
kovetkezd modon.

y

7. abra.
A 7. abra nagyon hasonlit a 6. dbrahoz, de semmi koze a relativitaselmé-

lethez. Két gorbét abréazol az xy koordinatasikon, amelyek az z-tengely (24, xp)
szakaszan kiilonboznek egyméstol. Az egyikiik vizszintes egyenes, amelynek a
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hossza AL; = xp — z,. A masik gorbe egyenlete ezen a szakaszon y = f(x).
A hosszanak a meghatarozasahoz induljunk ki abbol az infinitezimalisan kicsi
derékszogli haromszoghdl, amely az dbran a kék gorbe alatt latszik. Ennek
a dl hosszusagu atfogoja a gorbe egy infinitezimalis darabja, ezért a keresett
gorbeszakasz hossza ennek a dl integréaljaval egyenls:

Tp
ALs = / dl.

a

A kis derékszogi haromszog két befogdja a dl atfogod két végpontjahoz tartozo
dx és dy koordinatakiilonbség, ezért

dl = \/do? + dy? = day |1 + (%)2 = di\/1+ [f'(x)]”.

Ha ezt behelyettesitjiik az el6z6 képletbe, a gérbeszakasz hosszara a

Ty Tp
ALQZ/ dl:/ 1+ [f(2))? da. (21)
képletet nyerjiik.

A (20) és a (21) képlet nagyon hasonlit egyméshoz, noha az el6bbi egy t6-
megpont idébeli palyajara, az utébbi pedig egy zy sikbeli gorbére vonatkozik.
A formai hasonlosagon til abban is megegyeznek, hogy adott végpontok mellett
ATy 2 is, ALj o is fiiggetlen a koordinatarendszer megvalasztasatol (mindegyik
invaridns). Ez a szoros analdgia feljogosit arra, hogy a sajatidét is egy palya
hosszanak tekintsiik, mégpedig egy tomegpont téridGbeli palyaja szekundumban
kifejezett ,, hosszuisdganak”.

A két képlet kozott azonban van egy fontos strukturalis kiilonbség a négyzet-
gyok alatti masodik tag el§jelében, amelynek kovetkeztében az xy sik két adott
pontja kozott az egyenes a legrévidebd Ut, a téridében azonban egy témegpont
palyajanak két pontja kozott az egyeneshez a leghosszabb sajdtidd (,,ut”) tar-
tozik. Mivel az = f(t) pélya akkor egyenes, amikor a tomegpont gyorsulasa
nulla, ezért azt is mondhatjuk, hogy két adott (z, ¢) koordinatakkal jellemzett
eseményt 6sszekotd palydk kozil azon a pdlydan telik el a leghosszabb sajatidd,
amelyiken a tomegpont egyenletes sebességgel mozog't (vagy nyugszik).

* ok 3k

Az o6raparadoxonnak fontos szerepe van a newtoni szinkronizéicio kritikaja-
ban. A newtoni szinkronizaciorol a 3. fejezetben volt sz6. Ezt irtuk rola:

'Ha a 6. abran felrajzolt palydkat egy egyenletes sebességgel mozgd inerciarendszerbsl
szemléljlik, akkor egy egyenletesen mozgd és egy t6le egy idére eltdvolodd mésik testet 1a-
tunk. Mivel a taldlozasaik kozott eltelt sajatids valtozatlan marad, ezért a konkluzionk az
egyenletesen mozg6 testre is érvényes.
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Korabban nyilvanvalénak tekintették, hogy az érékat a széthe-
lyezésiik el6tt egy kozos helyen kell szinkronizalni egymassal. Ez az
eljaras azon a hallgatolagos feltételezésen alapult, hogy idedlis eset-
ben az o6rak szétvitele kozben a szinkronizaltsaguk nem romlik el.
Egy ilyen feltételezést elvben tapasztalatilag is lehet ellenérizni ugy,
hogy a ko6z06s helyrdl az egyik orat elvissziik a szamaéra kijelolt helyre,
majd visszavissziik a kozos kiindulépontba. Ha ezutdn még mindig
szinkronizalva lesz a tobbi folyamatosan ott 1évé éraval, akkor ez a
szinkronizalasi eljaras korrekt. Ez a kritérium teljesen egyértelmd,
mert nem igényli kiilonbo6z6 helyen 1év6 6rék elézetes szinkronizéci-
bjét.

Erre a szinkronizacios eljarasra, amelyet hazi hasznalatra newto-
ninak nevezhetiink el, kés6bb még visszatériink. Latni fogjuk, hogy
a vazolt ellenérzési eljarason bizony elbukna.

Most tényleg latjuk, hogy az 6raparadoxon kovetkeztében a visszavitt ora

késni fog a tobbi ott 1év6 érahoz viszonyitva. Ez egyértelmtien bizonyitja a
newtoni szinkronizacié alkalmatlansagat.

8. Az o6raparadoxon kapcsolata a deszinkronizaciéval

Induljunk ki az el6z6 fejezet konklaziojabol. Nyugodjon egy test az Z inercia-
rendszer egy pontjaban. Egy méasik test gy mozog, hogy kétszer talalkozik az
el6z6vel. Ehhez valahol biztosan kellett gyorsulnia. Ezért a két talalkozas kdzott
az els6 testen hosszabb sajatidé telt el, mint a mésodikon.

Ez a relativitaselmélet teljesen hatarozott allitdsa. Semmi okunk sincs ra,
hogy az igazsagat kétségbe vonjuk. Azért foglalkozunk vele mégis alaposab-
ban ebben a fejezetben, mert amikor konkrét példakon részletesebben is meg
szeretnénk vizsgalni ennek az altalanos tételnek a mikddését, konnyen zavarba
joviink.

A zavar kiindulopontja az idddilatdcio szimmetridja. A gordiilékenyebb els-
adasmod kedvéért a két orat a tovabbiakban személyekhez kotjiik, és az egyik
ora tulajdonosat Incinek, a mésikét Francinak fogjuk hivni. Az idédilatécio
szimmetridjat ezutan igy foglalhatjuk 6ssze roviden: Ha az Incihez képest V/
sebességgel mozgd Franci oraja késik Inci 6rajahoz képest, akkor Inci éraja is
késik Franci 6rajahoz képest.

Ez igy elég képteleniil hangzik, de nagyrészt annak kovetkeztében, hogy a
megfogalmazas erésen hianyos. A pontos allitas a kovetkezd: Nyugodjon Inci az
Zr, Franci pedig az Zr inerciarendszerben (az egyik lehet mondjuk a vonatallo-
més, a masik az athaladé vonat), és abban a pillanatban, amikor egymas mellett
elhaladnak, az 6raik mutassidk ugyanazt az id6pontot. Mindkét inerciarendszert
gondolatban telerakjuk nyugvo, helyesen szinkronizalt virtuélis 6rakkal, amelyek
a ty, illetve a tp koordinataid6t mutatjak. Az allitas az, hogy a taldlkozasuk
utan Inci o6rdja késik a Franci Zp inerciarendszerében nyugvd azon Op Ora-
hoz képest, amely mellett éppen elhalad, és forditva, Franci éraja is késik az
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Inci Z7 inerciarendszerében nyugvo azon Oy 6rahoz képest, amely mellett éppen
elhalad.

Ez igy méar egyaltalan nem paradoxdlis, hanem , csak” figyelemre mélto.
Hasonlitsuk ezt 6ssze mondjuk azzal az allitassal, hogy Franci hatarozottan ma-
gasabb, mint Inci, és ugyanakkor Inci is hatarozottan magasabb, mint Franci.
Ez nyilvan logikai képtelenség. De abban a kijelentésben, hogy Franci maga-
sabb, mint Inci higa, és Inci is magasabb, mint Franci 6ccse, mar nincs semmi
kivetnivalo'2.

Na jo, de mit mondjunk a kovetkezs esetben: Inci a vasutélloméson a sin
mellett all, Franci az dthalad6 vonaton il. Amikor éppen egymas mellé keriil-
nek mindketten feljegyzik a sajat 6rajuk mutatoallasat. Aztan amikor a vonat
jon visszafele Francival egyiitt, megint feljegyzik, mit mutat a karorajuk a ta-
lalkozas pillanataban. Ezutan egy kivonassal mindketten megallapitjik, mennyi
id6 telt el a sajat karordjukon a két talalkozas kozott. Mi lesz az eredmény?
Az idédilatacioé szimmetridja alapjan azt varnank, hogy Franci 6rajan kevesebb
id6 telt el, mint Inci 6rajan, de persze Inci 6rajan is kevesebb id§ telt el, mint
Francién. Ez azonban nyilvan lehetetlen, ezért gondoljuk meg jobban a dolgot!

Inci a vasutalloméason all (legyen az alloméas neve mondjuk Alszeg), amelyet
az egész vasuti palyaval egyiitt inerciarendszernek tekinthetiink. Franci mond-
juk Felszegre tart6 vonata ehhez képest V' sebességgel mozog, ezért az oraja

\/1 = V?/c*-szer lassabban jar, mint Incié. Ha a két taldlkozds kozott Inci ora-
jan TT sajatidé telt el, és Franci vonata elhanyagolhatoan rovid id6 alatt valtott
iranyt Felszegen, akkor a Franci 6rajan eltelt sajatids Tp = T71/1 — V?/c*-tel
egyenld, ami kevesebb T7-nél. Ez alighanem vitathatatlan kovetkeztetés, amely
Osszhangban van azzal a tételiinkkel, hogy két talalkozas kozott azon az 6ran
telik el kevesebb sajatids, amelyik a két talalkozas kozott gyorsult. Marpedig
Franci vonatanak ahhoz, hogy visszamehessen Alszegre, meg kellett allnia és el
kellett Gjra indulnia visszafele — vagyis valéban gyorsulnia kellett.

Masrészt azonban a két talalkozas kozott Franci vonata is praktikusan végig
inerciarendszer volt, hiszen Felszegen a vonat irdanyvaltasa feltevésiink szerint
elhanyagolhatoan rovid id6 alatt tortént. A vonat csak ezalatt gyorsult, ezért
odadton is, visszadton is végig inerciarendszer volt, amelyhez képest Inci V'

sebességgel mozgott, és az 6 6rajanak ezalatt /1 — V2 /c?-szer lassabban kellett
jarnia, mint Franci 6rajanak. Ennek kovetkeztében a két talalkozas kozott az
Inci 6rajan eltelt idére a Tr = Try/1 — V2/c2 értéket kapjuk, ami Tr-nél kisebb.
Ez a kovetkeztetés pont az ellentéte annak, amit az el6z6 bekezdésben kaptunk,
és bizonyosan hibas, mert az altalanos tételiink alapjan biztosak lehetiink benne,
hogy Inci 6rajan telt el hosszabb ids. Hol kovettiik el a hibat, amikor az ezzel
ellentétes kdvetkeztetésre jutottunk?

Az els6 gondolatunk valészintleg az, hogy a pillanatszeriinek tekintett irany-
valtas végtelen gyorsulast jelent, és Franci éraja ezt mar nem birhatja ki. De
ez komolytalan kritika. Az elméleti meggondolasokban ugyanis végig azt kell

12 A megfeleltetés a kovetkezd: Franci 6raja <— Franci, Inci 6raja <— Inci, O <+— Franci
occse, Oy +— Inci huga.
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— Pozitiv irany A koordinataidét mutaté

6rak a toltés mentén

8. abra.

feltételezniink, hogy az oraink idealisak, vagyis meghibasodas nélkiil vészelnek
4t barmilyen igénybevételt. El6bb, amikor arra a korrekt kovetkeztetésre jutot-
tunk, hogy Franci 6raja késik az Inciéhez képest, hallgatolagosan igy is jartunk
el: Feltettiik, hogy a pillanatszerd iranyvaltas Franci idealis 6rajanak a jarasat
egyaltalan nem befolyéasolja. Ehhez végig tartani kell magunkat.

Csak egyet tehetilink: A lehetd leggondosabban kielemezziik a gondolatmenet
els6 részét, amikor helyes eredményre jutottunk, és lépésrél 1épésre ugyanugy
jarunk el a masodikban is.

A szamitast elGszor az dllomas és a vasuti toltés nyugalmi rendszerében vé-
geztiik el, amelyben Inci nyugszik. Ez inerciarendszer, de ez énmagaban nem
elég ahhoz, hogy az Inci és a Franci 6rajan eltelt id6t a dr = dt4/1 — V2/c2 kép-
let alapjan lehessen Gsszehasonlitani egymassal. A relativitaselméletben ugyanis
— a newtoni fizikdban megszokott id6fogalomtol eltérGen — nincs egyszer s min-
denkorra adott ¢ id6, ezért ahhoz, hogy a 7 és a t kdzotti kapcsolatrol egyéltalan
beszélhessiink, el6bb meg kell mondanunk, hogyan valasztjuk meg a ¢ koordi-

nataidét. Mint a 4. fejezetben lattuk, a dr = dty/1 — V2/c2 képlet csak akkor
érvényes, amikor a koordinataidét fényjelekkel helyesen szinkronizalt érdk mu-
tatjak (vagyis Minkowski-koordinatarendszerben kell dolgoznunk).

A 8. abréan fel is tiintettiink néhany ilyen 6rat a palya mentén. A szemlé-
letesség kedvéért agy is képzelhetjiik, hogy ezek kozbeesd alloméasok 6rai, ahol
azonban Franci vonata nem &ll meg. Ha fényjelekkel vannak helyesen szinkro-
nizalva, akkor Franci azt fogja tapasztalni, hogy a sajat 6raja, amelyik a 7p
sajatid6t mutatja, egyre jobban és jobban késik a t; koordinataid6t mutatod
orakhoz képest, amelyek mellett az oda-vissza Gton egymas utan elhalad.

Francinak ezt a tapasztalatit rajzoltuk fel a 9a. abran. A vizszintes tenge-
lyen a t; a koordinataidd Inci inerciarendszerében. Az L az Alszeg-Felszeg tavol-
sag, ezért a vonat Gtja egy iranyban L/V ideig tart, és igy Inci 6rajan — amelyik
szintén a t; koordinataid6t mutatja, — a két talalkozas kozott Tr = 2L/V id6
telik el. Mivel Franci utjanak minden egyes dt; ideji szakaszan az 6raja csak
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Az oraparadoxon létrejotte az allomas (a) és a vonat (b)
nyugalmi rendszerében

9. abra.

adrp = dtj\/1-V? / ¢? sajatid6vel megy eldre, ezért az ajboli talalkozaskor
\/1 = V?/c*szer kevesebb idét fog mutatni, mint Inci 6raja. A két taldlkozas
kozott tehat Franci ordjan csak Tp = T74/1 — V2/c2 id6 telik el. Mint az ab-

ran is lathato, feltételeztiik, hogy az elsé talalkozaskor mindkett§jiik o6raja nulla
id6t mutatott.

Most attérhetiink a gondolatmenet masodik részére, amelyben arra a hibas
kovetkeztetésre jutottunk, hogy Inci 6rajan telik el kevesebb idg, hiszen ugy is
felfoghatjuk a dolgot, hogy 6 mozog V sebességgel Francihoz képest.

Alszeg —»
[Franci [ ) [ ) [ ] [ ) ®
INCI —»
<5 Felszeg *=5 Alszeg
Franci [ ] [ ] [ ) [ ) ® ]
5 INCI
<«— Alszeg
Franci [ ) [ ) [ ) [ ) [ I
“+— INCI
—  Pozitiv irdny Y A koordinataidét mutaté

6rik a vonaton

10. abra.

Tekintsiik tehat a vonatot nyugvéonak, Incit pedig mozgoéonak hozza képest
(10. abra). Incivel egyiitt persze az egész taj, Alszegestiil Felszegestiil mozgas-

31



ban van. Vagyis nem Franci érkezik Felszegre, hanem Felszeg érkezik a nyugvo
Francihoz. Kell hozza némi id6, amig az ember belehelyezkedik ebbe a felfo-
gasba, de nincs benne semmi, amit kifogasolni lehetne.

Ahogy megallapodtunk, most pontosan ugyandgy kell eljarnunk, mint az
el6z6 esetben, amelynek a legfontosabb tanulsaga az volt, hogy a minket érdekld
sajatidoket mindaddig nem tudjuk kiszamitani, amig nem rogzityik a koordind-
taidét. A vonat — legalabbis a fordulds pillanataig — inerciarendszer, ezért
feltehetjiik, hogy a tr koordinataidejét fényjelekkel helyesen szinkronizalt 6rak
mutatjdk. Ahhoz azonban, hogy Inci vonathoz viszonyitott utjanak minden
pillanataban legyen a vonaton olyan 6ra!'®, amelynek alapjén koordinataidét
rendelhetiink hozza, a vonatnak legalabb olyan hossztinak kell lennie, mint az
Alszeg-Felszeg tavolsadg. Ezt nyugodtan megengedhetjiik, hiszen a vonat valo-
jdban csak metafora, amely egy vonatkoztatasi rendszert helyettesit.

Inci palyaja a nyugvé vonathoz képest két részbgl all: egy pozitiv ird-
nya odautbol, és egy negativ iranyu visszautbol. Az ut hossza mindkét eset-
ben az Alszeg-Felszeg tavolsagnak (L-nek) a Lorentz kontrahaltja, hiszen a
mozgo6 vonaton azok a pontparok, amelyek éppen Alszegen és Felszegen van-

nak, Ly/1 — Vz/c2 tavolsagra vannak egymastol. Inci odatutja tehat a vonat tp
koordinataidejében mérve

Nip = <Lm> vV

ideig tart. Az idddilatacio miatt Inci 6rajan ennél y/1 — V?2/c?-szer kevesebb,
azaz I

Rrr = Rtpy/1 - V22 = =V
sajatidé telik el.

Mi lesz a visszauton? A vonat koordinataidejét mutato orak jarasat a vonat
visszafordulasa nem befolyasolja, ezért Inci visszattja ugyanannyi koordinata-
ideig tart, mint az odautja:

Aitp = Aty = (L\/l - V2/c2) V.

Mennyit megy elére ezalatt Inci 6rdja? A hibas valasz erre az volt, hogy

1 — V?/c*-szer kevesebbet, hiszen most 6 az, aki V sebességgel mozog a vo-
nathoz képest. Inci palydjanak ebben a masodik szakaszdban azonban a vo-
nat visszafordulasa utan vagyunk, amikor a vonati 6rdk mar deszinkronizalod-
tak. Ennek kovetkeztében a sajatidé és a koordinataids kapcsolatat mér nem

— —
a A1y = Atpy/1—V?/c? képlet irja le helyesen, mert a 1/1 — V?/c? tényezét
(18)-cal kell helyettesiteni:

2
Arr = ZtF\/(l - U—f) —w2/e2, (22)
C

13Ezek az orak felelnek meg az alloméasok 6rainak az el6z6 gondolatmenetben.
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A jobboldal kiszamitasdhoz ki kell fejezniink U-t és v-t a V-n keresztil. Az U
definici6 szerint a vonat végsebessége ahhoz az inerciarendszerhez viszonyitva,
amelyben a gyorsuldsa el6tt nyugalomban volt. Ennek az inerciarendszernek
a sebessége esetiinkben a vonat —V kezdGsebessége, ezért ha a newtoni fizika
érvényes volna, az U sebesség 2V -vel lenne egyenls. A relativitaselmélet sebes-
ségosszeadasi képlete ezt
2V

1+ V22

-re modositja. A v Inci sebessége a deszinkronizalt érék szerint, amelyrél egy-
szertien beldthat6'*, hogy

U (23)

14+V2/c?

v=Viovee

(24)

Amikor v-nek és U-nak ezeket a kifejezéseit (22)-be irjuk, rovid atalakitas utan
a
1+V?2/c? L
Ry = Rep 2V Ly ) (25)

/1—V2/c2 |4

Mint latjuk, A7r-re, amely A7y és ZT] Osszege, ugyanazt a 2L/V értéket
kapjuk, mint amikor az allomas nyugalmi rendszerében végeztiik el a szamitast.

Erdemes felrajzolni a 9a. abra analogonjat a a vonat nyugalmi rendszerében
végzett szamitasra (9b. abra). Mint latjuk, a T értéke ugyanaz, mint a 9a.
abran (és ugyanez igaz persze Tp-re is). Ez annak koszonhets, hogy a visszatit-
nak megfelels egyenesszakasz iranytangense (25) szerint nagyobb 1-nél, vagyis
Inci palyajanak ezen a masodik részén — a pélya elsé felével ellentétben — a
sajatidé nem lassabban, hanem gyorsabban telik, mint a koordinataidé.

A deszinkronizéci6 alapjan pontosan ez varhaté. Helyezkedjiink el ugyanis
gondolatban a jobbrol egyenletes sebességgel érkezé vonaton. Ez természete-
sen inerciarendszer. A visszafordulaskor felléps gyorsulas jobbra mutat, ezért
barmely eredetileg helyesen szinkronizalt A, B orapar A tagja, amelyik az 1Gj
menetirdnyhoz viszonyitva a B mogott halad, kevesebbet mutat, mint ha helye-
sen lenne B-vel szinkronizalva. Ennek kovetkeztében egységnyi koordinataids

képletet kapjuk eredményiil.

4 Hasznaljuk tr helyett a t jelslést, és — ugyantigy, mint a 6. fejezetben, — a helyesen
szinkronizalt koordinataidé legyen . Akkor Inci t-ben és t-ben kifejezett sebessége
dl 6 dl
— =, s — =
dt dt

A v-t ki kell fejezniink V-n keresztiil. Irjuk fel ezért (19)-et
dt dl
. Ud - uv

dt ' erdt T 2
alakban. Igy a a .
V= — = —=— )
dt — df *di 1-Yy
c

Ha a nevez6ben U-t kifejezziik V-n keresztiil, valoban a (24) képletet kapjuk.
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alatt a visszatton Inci 6raja tobbet megy elére, mint az odatton anélkiil, hogy
a koordinataid6t mutaté vonati 6rdkhoz kozben barki hozzanyult volna. Ez
teszi lehet6vé, hogy Inci éraja a palyajanak mésodik szakaszaban ledolgozza a
hatranyat, és amikor djra talalkozik Francival, az ¢ 6raja mutasson tobbet.

A legmeglep&bb az egészben az, hogy ekodzben Inci 6rdja egyaltalan nem
kezd el gyorsabban jarni. Egyaltalan, a gondolatmenetben szereplé mindegyik
ora (Incié, Francié és a koordinataid6t mutatod Osszes 6ra) a maga monoton
ritmusaban jarva mutatja a sajatidejét: Idealis voltuk nem engedi meg, hogy
lassitsanak vagy gyorsitsanak. Mint a 6. fejezetben lattuk, a relativitaselmélet
2. posztuldtumaval egyiitt az 6rdknak pont ez a befolyasolhatatlansaga okozza
a deszinkronizaciojukat, amely az oraparadoxont megmagyardzza. A parado-
xon feloldasanak a lényege tehat az, hogy a deszinkronizéci6 fogalma segitségé-
vel explicite visszavezettiik a fénysebesség allandosagara (a 2. posztulatumra).
Magat ezt a posztulatumot azonban semmilyen triikkel se lehet szemléletessé
tenni.

9. A gyorsulasdeficit

A newtoni fizikdban a gyorsulas fliggetlen az inerciarendszer megvélasztasatol.
A gyorsulas ugyanis a
v(t +dt) — v(t)
dt
tort hatarértéke dt — 0-nal. Amikor attériink egy V sebességgel mozgd masik
inerciarendszerre, a szamlalé mindkét tagjabol ki kell vonni V-t, de a kiilonb-
ségiikdn ez nem valtoztat. A gyorsulds ezért ugyanaz marad.

A relativitaselméletben a helyzet bonyolultabb. A targyalas egyszertsitése
érdekében ezért korlatozodjunk egyenes vonalu (az z-tengellyel parhuzamos)
mozgasokra.

Mozogjon egy tomegpont véaltozd v(t) sebességgel és valtozod a(t) = o(t)
gyorsuldssal az 7 inerciarendszer z-tengelye mentén. Valasszunk ki gondolatban
egy to pillanatot és tekintsiik azt az Zy inerciarendszert, amely a konstans v(tg)
sebességgel mozog. Nyilvanvalo, hogy ehhez az inerciarendszerhez viszonyitva
a tomegpont a t = t( pillanatban éppen nyugalomban van, ezért Zyp-t a tp-hoz
tartozo pillanatny: nyugalmi rendszernek hivjuk.

A vizsgélt test sebessége a pillanatnyi nyugalmi rendszerben definicié sze-
rint nullaval egyenld, a gyorsuldsa azonban altaldban kiilonb6zni fog nullatol.
Jeloljiik ezt ag-lal. A newtoni fizika szerint — mint az el6bb lattuk — a = ay,
a relativitaselméletben azonban

a=agx (1—v2/2)*2 (26)

Mindjart megadjuk a képlet levezetését, de el6bb fogalmazzuk meg a fizikai
jelentését. Hasonlitsuk Ossze a newtoni a = ag képlettel. Mindkét képlet arra a
kérdésre ad valaszt, hogy ha egy nyugvoé test gyorsuldsa ag, akkor milyen a-val
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gyorsul abbdl a vonatkoztatasi rendszerbdl nézve'®, amelyben a sebessége v. A

newtoni fizika szerint ugyanazzal az ag-lal, de a relativitaselmélet szerint ennél
kisebb gyorsulassal, amelyet (26) hataroz meg. Roviden ezt tgy fejezhetjiik
ki, hogy a relativitdselmélet szerint gyorsuldsdeficit 1ép fel a newtoni fizikdhoz
képest.

A (26) bizonyitasahoz irjuk fel a gyorsulasokat a sebesség iddderivaltjaként:

dvg ) dv

ag = — és a=—,
07 dto dt

ahonnan
_ dvg dt dv  dvy dt
ao_%xd—toxa—%~d—to'a
A dtg a nyugvo testen eltelt infinitezimalisan rovid idStartam, a dt az ennek
megfelels id6tartam abban az inerciarendszerben, amelyben a test v sebességgel
mozog. Elég nyilvanvald, hogy a kettd ugyanigy aranylik egyméshoz, mint
az Osszetartozo sajatids és koordinataidd intervallumok. A (14) alapjan tehat

dt = dto/+/1 —v?/c?, ezért

dvo a
apg = d—i
v 1—1}2/62

A dvp/dv ardnyt a kovetkezs meggondolassal szamithatjuk ki. A dt infinitezi-
malis id6intervallumban az a gyorsulas konstansnak tekinthets, ezért az Z-ben
megtett at e + v - dt-vel egyenlé. A masodik tag nem fiigg a gyorsulas-
tol, hanem csak a mar meglévs sebesség kovetkezménye. Ezért a gyorsulassal
Osszefiiggs utat dl-lel jelolve a

dl = Sdt* = %dv - dt

képletre jutunk. Az Zp-ban ugyanez a gondolatmenet még egyszertibb, mert ott
csak a gyorsulds miatt van elmozdulas. Ennek kovetkeztében

aon 1
dly = 7dt%; = 5dvo - dto

E két képlet alapjan
dly dl dt _dg 1

dvg:dv=0 . % % Po_
VS G L dly  dl 12 )

mert dtg = dty/1 — v2/02 és dl = dlgy/1 — v2/c2. Ha ezt az ap-ra kapott el6bbi

kifejezésbe irjuk, az
a

képletre jutunk, amely a (26) atrendezett forméja.

ag = (27)

15Az a és az ap kozotti kiilonbséget legvildgosabban az tirhajo példajan mutathatjuk be:
Amikor az trhaj6é gyorsulasa ahhoz az inerciarendszerhez képest, amelyben mozog, a-val
egyenld, az Girhajos (és miszerei) altal érzékelt gyorsulas ag.
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10. A mozgisegyenlet

Einstein méar az 1905-6s alapcikkében megmutatta, hogy a newtoni fizika ma =
F mozgasegyenletének relativisztikus &ltaldnositasa teljesen egyértelmi elja-
ras'®. Abbol kell kiindulni, hogy a newtoni mozgasegyenlet v < c-nél igen jo
kozelités. Ezt ugy lehet pontosan megfogalmazni, hogy nyugvé testre (vagyis az
7y pillanatnyi nyugalmi rendszerben) valtozatlan formaban teljesiil: moag = Fj.
Ezutan mar csak annyit kell tenni, hogy ebben az egyenletben a pillanatnyi
nyugalmi rendszerre vonatkozé nulla-indexidi mennyiségeket kifejezziik abban az
Z-ben érvényes mennyiségeken keresztiil, amelyben a test v sebességgel mozog.

A gyorsulas esetében ez annyit jelent, hogy az moag = Fy képletben ag
helyébe (27) jobboldalat helyettesitjiik be:

a

————— = Fp.
(1— v2/02)3/2 0

mo

A jobboldal megfelels atirasa fiigg attol, hogy milyen er6rél van szé. Amikor pl.
egy e toltésd test mozog E homogén elektromos térben, akkor az atiras véletleniil
nagyon egyszeri: eFy = eF. Az &ltalanos esetben csak annyit tehetiink, hogy
a nulla index elhagyéaséval jelezziik, hogy az Z-ben érvényes er6rél van szo:

a
moi(1 ~ v2/02)3/2 =F.

Végiil Einstein feltette, hogy a tdmeg a relativitaselméletben éppenolyan moz-
gastol fiiggetlen, konstans paramétere a testeknek, mint a newtoni fizikiban,
vagyis'”

mo = m.

Ha ezt is kihasznaljuk, a relativitaselméletben érvényes mozgasegyenletre a
ma = (1 —v?/c?)%?F. (28)

képletet kapjuk.

A relativisztikus mozgasegyenlet jobboldalan a jellegzetes (1 — v?/c?)%/? te-
nyez$ a gyorsulasdeficit egyenes kovetkezménye. Azt eredményezi, hogy meg-
adott erd anndl kevésbé tud gyorsitani egy testet, minél kozelebb van a sebessége
a fénysebességhez. A Lorentz-erG esetében példaul ez azzal a kdvetkezménnyel
jar, hogy a fénynél lassabban mozg6 toltéseket nem lehet fénysebességre felgyor-
sitani (emlékezziink az Einstein cikkébdl vett idézetre fentebb a 4. fejezetben).

16 Einstein ezt a haromdimenzios esetre mutatta meg, mi azonban az egyszertiség érdekében
tovabbra is az egyetlen z-dimenzidéra korlatozédunk.
17 Az elterjedt hibas felfogas szerint a tdmeg az
mo .
m=-———— (nem igaz)
1—0?/c?
képletnek megfelel§en annal nagyobb, minél nagyobb a test sebessége. Ha valoban ez lenne

a helyzet, akkor a mozgasegyenletb6l a 3/2 hatvanykitevé hidnyozna (1 &llna helyette). A
tapasztalat — és egyébként a relativitaselmélet egész struktaraja — azonban (28)-t igazolja.
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d
A kozvetett derivalas szabalya alapjan a (28) mozgéasegyenlet d_lt) = F alak-

ban is felirhato, amelyben
mu

p=—F—. (29)
1—v%/c?

A relativitaselméletben ez a mennyiség tolti be a tomegpont impulzusdnak a sze-
repét, mert az impulzus definicié szerint az a mennyiség, amelynek idgderivaltja
az erd.

11. A mozgéasi energia

Egy v sebességii test K mozgdsi energidja azzal a munkaval egyenls, amit a testre
hat6 er6 végez, mikozben a kezdetben nyugvo testet v sebességre gyorsitja fel.
A gyorsulasdeficit noveli a mozgasi energiat, mert az adott sebességet hosszabb
uton lehet csak elérni, mint amikor a gyorsulasdeficit nulla. Ezért azt varjuk,
hogy az adott v-hez tartoz6 mozgéasi energia a relativitdselméletben nagyobb,
mint a newtoni fizikdban. A szamités ezt igazolja is.

Ennek a definiciénak megfelelen a kinetikus energia megvaltozasa egy in-
finitezimélis ds uton dK = F -ds = Fv - dt-vel egyenl6. A newtoni eset-

d
ben az F helyébe ma = md—: keriil, a relativisztikus esetben pedig (28) sze-

d
rint ma(l — v?/c?) 73?2 = m(1 — v2/02)_3/2—v. Amikor ezek barmelyikét a
dK = Fwv - dt képletbe beirjuk, a dt egyszertisodik és az integralast dv szerint

kell elvégezni, ami jol simul a feladathoz.
Eszerint a newtoni esetben

v 1
K= m/ v-dv = —mv? (30)
0 2

ahogy vartuk. A relativisztikus esetben pedig

v 2
_ v _ me 9
K= [ = e - 31
0 1—v/c

(a méasodik esetben az integralas helyességérdl legegyszertibben visszaderivalas-
sal gy6zddhetiink meg). A v?/c? szerinti sorfejtéssel konnyen igazolhatjuk, hogy
a v?/c? legalacsonyabb rendjében a (31) képlet a (30)-be megy at.

12. A nyugalmi energia

» A mozgo testek elektrodinamikdjdhoz’ cimi 1905-6s alapcikkben megtalalhato
a (31) képlet (mas jelolésben). Einstein nem fiiz6tt megjegyzést ahhoz a furcsa
tényhez, hogy a (30) newtoni energia-képlet rendkiviili egyszertségével szem-
ben a relativitaselmélet megfelel§ formuldja egy viszonylag bonyolult kéttaga
kifejezés. Sehol sincs ugyanis megirva, hogy egy mennyiség képletének hany
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tagbol kell allnia, és ha tobb tagbol all, akkor kiilon-kiilén minden tagnak meg-
hatarozott fizikai jelentéssel kell rendelkeznie. Azonban nyilvan elgondolkozott
a dolgon, mert harom hoénappal késébb egy rovid cikkben megmutatta, hogy a
masodik tagnak egészen alapvets fizikai jelentése van. Azt fejezi ki, hogy egy
nyugvé m tomegid testben

Ey = mc? (32)

mennyiségi energia van tarolva.
Az Ey-t belsd, vagy nyugalmi energidnak hivjuk. Ennek a fogalomnak e
felhasznalasaval a (31) képletet

mc2

E=—"°  _K+E (33)
1—v?/c?

alakban is felirhatjuk. Ez azt mutatja, hogy az mc?/y/1 — v?/c? tért, amelyet
E-vel jeloltiink, a szabadon mozgo test teljes energidjdval (vagyis a mozgasi és
a bels6 energia Osszegével) egyenld.

Az Ey = mc? képlet a relativitdselmélet talan legnagyobb hordereji 6sz-
szefiiggése, amely joggal valt az elmélet szimbolumava. A képlet harom olyan
mennyiség kozott allapit meg nagyon szoros kapcsolatot, amelyek méar a relati-
vitaselmélet el6tt is fontos szerepet jatszottak a fizikaban.

Arrol, hogy a fénynek lehet sebessége, mar legaldbb Galilei 6ta tOprengtek
a természetkutatok!®, A fénysebesség szamértékére elGszor Romer Olaf dan
csillagasz kovetkeztetett 1675-ben a Jupiter legbelsé holdjanak a mozgasaban
tapasztalhat6 anomaliabol.

A tomeg Newton mozgasegyenleteiben nyert pontos fizikai jelentést mint a
tehetetlenség mértéke, amely az egyenletekben a gyorsuldst szorozza. De a t6-
meg a sulyer6 képletében is megjelent a gravitacios gyorsulas szorzofaktoraként.
Abban a gondolatmenetben, amellyel Einstein 1905 szeptemberében eljutott az
Ey = mc? képlethez, az m a gyorsulast szorzo tehetetlen témeg volt. Tiz évvel
késgbb az altalanos relativitaselmélet megalkotasaval azonban azt is megmu-
tatta, hogy ennek az Gj gravitacio-elméletnek a fényében a stlyer6 a tomeg és a
gyorsulés szorzatat tartalmazoé taghol ered és ennek kovetkeztében a g-t szorzo
silyos tomeg azonos a tehetetlen tomeggel. Ezért ma mar nem kiilonboztetjiik
meg egymastol ezt a kétfajta tomeget és mindkettst egyszertien tomegnek hiv-
juk. Ez az a tdmeg, amely az Ey = mc? képletben a fénysebesség négyzetét
szorozza és amelyet mikrorészecskékre a tablazatok tartalmaznak.

A képletben szereplé harom mennyiség koziil az energia a legkésébbi, a me-
chanikai mozgéasokra a XIX. szazad els6 évtizedeiben fogalmazodott meg. Az
Ey = mc? képletben azonban nem ez a mechanikai energia szerepel. Csak a
XIX. szazad végére valt vilagossa, hogy a testek a mechanikai — mozgasi és
potencialis — energian kiviil méas természet energidkkal is rendelkeznek, ame-
lyeket k6z6s néven belsd energidnak neveziink. A belsd energia leguniverzélisabb

18Galilei: Matematikai érvelések €s bizonyitdsok, (Eurépa 1986), 55-57. oldal.
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forméaja a héenergia. Amikor egy testet meghatarozott koriilmények k6zott me-
legitiink, energiat kozliink vele. A h& mechanikai egyenértékének ismeretében
pontosan kiszamithatjuk, hogy a belsé energia megndvekedése milyen mennyi-
ségli mechanikai energidnak felel meg. Az Ey = mc? képletbdl kovetkezik, hogy
melegitéskor nemcsak a test hémérséklete, hanem a tomege is megng. Eins-
tein el6tt erre senkise gondolt. A belsG energia egy mésik jol ismert formaja
az elektromosan toltott objektumok elektrosztatikai energidja, amely a testet
koriilvevé elektromos mezé energidjaval egyenls. Természetesen a magnesezett
testek belss energidja is tartalmaz olyan jarulékot, amely a mégneses mezs tér-
energiajabol szarmazik.

Elég nyilvanval6 azonban, hogy a hGenergia vagy az elektroméagneses energia
semmiképpen sem meriti ki egy test teljes bels6 energiadjat. Hiszen a testeket al-
kot6 hémozgast végz6 elektronoknak és atommagoknak maguknak is lehet — és
bizonyosan van is — bels6 energidja. Azt hiszem, még a mai fizikai ismereteink
sem elégségesek ahhoz, hogy ezek természetét kielégitGen jellemezhessiik. Ennek
ellenére az Ey = mc? képletb6l pontosan ismerjiik ennek a bizonytalan termé-
szetld belsS energianak az 6sszmennyiségét: A test tomegének és a fénysebesség
négyzetének a szorzataval egyenls.

Az Ey = mc? képlet csak olyan objektumokra vonatkozik, amelyek rendel-
keznek tomeggel. A fizikdban persze foglalkozunk olyan objektumokkal is, ame-
lyeknek nincs tomege. Ez nem azt jelenti, hogy a tomegiik nulla, hanem azt,
hogy egyaltalan nem jellemezhetSk tomeggel, mert nem alkalmazhatok rajuk a
Newton-egyenletek (energidja azonban minden objektumnak van). Ilyen témeg
nélkiili objektum példaul egy rovid radidjel, amely mondjuk egy trszonda és a
foldi iranyitoé kozpont kozott terjed. Noha az elektromégneses mezének — és
igy a jelnek is — van energidja, az Eg = mc? képlet mégsem alkalmazhaté ra,
mert ,, nincs neki m-je”’. Az elektromégneses mez6 kvantumja, a foton is olyan
objektum, amelynek energidja ugyan van, de tomege nincs, ezért az Ey = mc?
képlet nem vonatkozik ra.
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