Planck és Einstein
Hraské Péter
PTE Elméleti Fizika tanszék

A cim félrevezet6, mert csak egyetlen nézépontbol szandékozunk a két tudos
teljesitményét Gsszehasonlitani egymaéssal. A kérdés ugyanis, amelyre meg-
prébalunk valaszolni, a kovetkezd: Jogos-e Einsteint tekinteni a tomeg-energia
relacié egyediili felfedez6jének, vagy inkabb azt kell mondanunk, hogy 1905-
ben Einstein csak megsejtette ezt a relaciot, amelynek szigori bizonyitdsdt két
évvel késébb Planck adta meg. Ez utdébbi nézetet képviseli példaul A fizika
kulturtérténete ciml impozans kotetében Simonyi Kdaroly, aki szerint ., ... a té-
tel altaldnos kijelentése itt [Einsteinnél] még csak egy zsenidlis sejtés, amely
még pontos megfogalmazasra és bizonyitasra var,” és majd csak Planck vezeti
le 1907-ben 4ltaldnos form4ban!.

Mint ismeretes, 1905-ben Einstein két dolgozatot publikalt a relativitésel-
méletr8l. Mar az els6 (juniusi) dolgozatban elemzi az elmélet szinte minden
lényeges aspektusat, de a tomeg-energia relaciérol ebben a munkdjaban még
egyaltalan nem esik sz6. Ezt a rendkiviili jelentGségti tételt csak harom hénap-
pal késébb publikélja lakonikus (szeptemberi) kozleményében?. Els6 feladatunk
ennek a munkanak az elemzése.

1 A szeptemberi dolgozat

Képzeljiink el egy m tomegi testet, amely a K inerciarendszerben nyugszik és
egy adott pillanatban kibocsat két teljesen egyforma elektromégneses hullam-
csomagot (gondolhatunk klasszikus fényjelre vagy fotonra is, egyremegy), ame-
lyek pontosan egymaéssal ellentétes iranyban haladnak. A két csomag energiaja
egyenként legyen €/2. 1905-ben mér lehetett tudni, hogy a két hullimcsomag-
nak impulzusa is van, amely az energidjuk c-ed része: p = €/2c. Mivel azon-
ban a két csomag /C-ban pontosan ellenkez6 irdnyban mozog, a test impulzuséat
meghagyjék nullinak, az Fy belsd (vagy nyugalmi) energidjdt azonban e-nal le-
csOkkentik. Ha az emisszié utani mennyiségeket feliilvonassal kilénboztetjitk
meg az emisszié eléttiektol, akkor az energiamegmaradas tételét K-ban az

E0:E0+6 (1)

képlet fejezi ki.

Szemléljik most ugyanezt a folyamatot K xz-tengelye mentén v sebességgel
pozitiv irdnyban mozgb K’ koordinatarendszerbél! Ehhez a koordinatarend-
szerhez viszonyitva a test az emisszios folyamat elétt —v sebességgel mozog,

11Ld. a kényv elsd, 1978-as kiaddsanak 350-351-edik oldalat.

2A szeptemberi cikk magyar forditdsa megtaldlhaté az Albert Einstein wdlogatott irdsai
(Typotex 2010) gyfijtemény 104. oldaldn. A kotet sajnos a juniusi dolgozatnak csak az els§
felét tartalmazza.



ezért az energidja — a valtozatlanul FEy-al egyenlé belsé energia mellett —
még valamekkora K mozgdsi energiat is tartalmaz, amely a test sebességének
(pontosabban a sebesség abszolit értékének) és tomegének a fiiggvénye: K =
K(v,m). Az emissziét megelézéen tehdt a test teljes energidja K-ben

E' = Ey+ K(v,m). (2)

A hulldimcsomagok emisszigja utdn a test K-ban nyugalomban marad, ennek
kovetkeztében a K’-ben megtartja eredeti —v sebességét. A tomege azonban
az emisszié kovetkeztében megvaltozhatott, ezért K’-beli energidja az emissziot
utan a kovetkezo:

E' = Eq+ K(v,m). (3)

Ahhoz, hogy K’-ben is felirhassuk az energiamegmaradas egyenletét, at kell
tudnunk szamitani a két hullimcsomag IC-beli € 6sszenergiajat K’-be. Tegyiik
fel, hogy K-ban az egyik csomag ¢ szoget zar be az z-tengellyel (a mésik csomag
szoge ekkor ¢ + 7). Ezt a feladatot Einstein mar a juniusi cikkben megoldotta
és egy K-ban € energidju, az z-tengellyel ¢ szdget bezard csomag K’-beli ener-
gidjara az
,:el—(v/c)cosga (4)

1—v%/c?

g

képletet kapta. Esetiinkben mindkét csomagra ¢ = ¢/2, de a terjedési irdnyuk
ellentétessége miatt a szamlalé koszinuszos tagjanak el6jelében kiilonboznek
egymdstol. A két csomag KC’-beli energidjanak 6sszegébdl ezért a koszinuszos

tag kiesik, és ennek kovetkeztében ez az Osszeg €/4/1 — v? / c2-vel egyenl§.
A K’-ben tehét az energia megmaradasit az

€

1—v%/c?

Eo+ K(v,m) = Eg + K(v,m) +
képlet fejezi ki, amely (1) felhasznaldséval a
Kw,m)—K@w,m)=€¢| ——————1 (5)

alakba frhato at.

Ebben a képletben a v-t tetszOlegesen valaszthatjuk meg, és ami benniinket
érdekel, az a v-t0l fiiggetlen konstans m és m kapcsolata. Olyan v-t kell tehéat
valasztanunk, amely az (5) alapjdn a két konstans tomeg Osszefiiggésének a
legegyszeriibb meghatarozasat teszi lehetové. Elég nyilvanvald, hogy erre a célra
az infinitezimdlisan kis v— pontosabban a v < ¢ hatéreset — a legalkalmasabb.

Az (5) jobboldala ,, a negyed- és magasabb rend{i mennyiségek” elhanyagoldsa

v
utan e x ﬁ—tel egyenld. A baloldalon a mozgési energia relativisztikus alakjat
c



Einstein vehette volna a juniusi dolgozat 10. paragrafusabdl, de a v — 0 hatéare-
setben erre nem volt sziikksége. Abbdl az dltaldnos kovetelménybdl kiindulva
ugyanis, hogy ebben a hataresetben a relativitaselmélet a newtoni mechanikaba
megy at, jogosan hasznalhatta a K = muv?/2 képletet. Eszerint

v? v?

R —m)) = X —
(m—m) = e x o,

. (6)

ahonnan v?/2-vel torténd osztas és (1) kihasznaldsa utdn megkapjuk a témeg-
energia relaciét az -
m—m = (Eo - Eo)/c2

alakban: A bels6 energia megvaltozdsa a tomeg megvaltozisinak c?-szeresével
egyenld.

Biztos, hogy ugyanezt az eredményt kapnank akkor is, ha tetszdleges (c-
nél kisebb) v-t vdlasztanank az m és az m kapcsolatdnak a meghatdrozdsira?
Mivel a tomeg és a belsé energia fogalmukbdl kévetkezéen a koordinatarend-
szer valasztasatol fliggetlen invaridns mennyiségek, ezért ha a relativitdselmé-
let kovetelménye alapjan Lorentz-transzformacioval térink at a v sebességgel
mozgd koordindtarendszerre, a kolcsonds kapcesolatukra minden v-nél ugyanazt
az Osszefliggést kell kapnunk. Errol egyébként kénnyen meg lehet gy6z&dni, ha
(5)-ben a kinetikus energidra a juniusi cikkben levezetett

K (v, m) = mc? ;—1 (7)

1—v%/c?

képletet haszndljuk az mv?/2 hatareset helyett.

Mint latjuk, Einstein nem az Ey = mc? relaciét, hanem az ennél gyengébb
AEy = Am-c? torvényt bizonyitotta be. Ez a korldtozas annak kévetkezménye,
hogy a bizonyitds az energia (és az impulzus) megmaradédsan alapul, és megengedi,
hogy a testek tomegének legyen olyan része, amely — a newtoni fizika témegfo-
galmédhoz hasonléan — egyéltalan nem fligg 6ssze a belso energiaval. De minden
jel szerint bizonyosra vette, hogy az egész témeg a belsé energidhoz kotodik.

A Dbizonyitassal szemben az a birdlat is elhangzott, hogy a torvény csak
arra a specialis emisszios folyamatra érvényes, amely a bizonyitas alapja. Ez a
kritika azonban nem &llja meg a helyét, mert egy izolalt test termodinamikai al-
lapotat bels6 energiajanak megvaltozasa hatirozza meg az energia kozlési mod-
jatol fiiggetleniil; ha d@Q hét kozliink egy testtel, a tomege dQ/c*-tel megné.

Erre az ellenvetésre Einsten ki is tér a kozleménye végén:

Nyilvanvaléan lényegtelen, hogy a testtél elvett energia éppen
sugarzasi energiava alakul at, igyhogy az alabbi altalanosabb kovet-
keztetésre jutunk:

A testek tomege energiatartalmuknak a mértéke>; ha az energi-
ajuk e-nal valtozik, tomegiik ugyanolyan értelemben €/9 - 106-nal

3Ez a megfogalmazis megalapozatlan, mert a bizonyitatlan Eg = mc? relaciét fejezi ki.
Tény azonban, hogy a késébbi fejlemények igazoltdk Einsteint.



valtozik, ha az energiit joule-ban, a tomeget pedig kg-ban mérjiik?.

Einstein bizonyitasaval szemben a Fizika kultirtérténetében megfogalmazott
bizalmatlansiag azonban egy sokkal stlyosabb allitdson alapul: azon, hogy a
szeptemberi cikk bizonyitasa logikailag elfogadhatatlan, mert korkords.

2 A korkorosség vadja
A konyv idézett helyén ugyanis ezt olvassuk:

A hivatésszertien fizikatorténettel foglalkozd kutatok szinre 1épé-
sével, mint ahogy ezt mér tobb izben lattuk, sok régi fizikatorténeti
kozhely atértékelése sziikségessé valt. Igen sokszor az atértékelés el-
lenére is a kozhely kozhely maradt. 1951-ben ugyanis H. E. Ives
kimutatta, hogy az Einstein fenti [szeptemberi| cikkében adott leve-
zetés alapvetéen hibas; a bizonyitas elején Einstein plauzibilis fel-
tevéseket vezet be, amelyek segitségével jut el azutan a tomeg és
az energia kozotti kapcsolathoz. Ives éppen azt mutatja be, hogy a
kiindulé feltételekben burkoltan benne van a levezetni kivant kapcso-
lat: bizonyitdsandl tehat a petitio principiinek nevezett logikai hibat
koveti el. (akkor estink a petitio principii hibdjéba, ha a bizonyitas
kiindulé feltételeibe — nyiltan vagy burkoltan — belecsempéssziik
azt az allitast, amelyet éppen bizonyitani akarunk.).

Vegyiik hat eld Ives® dolgozatit® és nézziink bele. Az Enstein-féle bizonyitas
kritikajat a Fliggelékben talaljuk meg.

Ives birdlatdnak a kézéppontjdban a (2), (3) képlet all, amelyeknek a korrekt
forméaja szerinte a kévetkez6:

E' =Ey+ K(v,m) (27)

(m —m)c?

€

E = o+ K (v, m). (3)

(m —m)c?
Azzal, hogy ezek helyett Einstein a gondolatmenetének kiindulépontjiba a (2),
(3) képleteket allitotta, hallgatélagosan feltételezte, hogy az €/(m —m)c? faktor
1-gyel egyenlé. De ezzel éppen a bizonyftandé € = (m — m)c? allitast elSlegezte
meg, ezért korkoros a bizonyitasa.

4A jelolést és az egységeket megvéltoztattam.

5 Herbert Bugene Ives (1882-1953) a 20. szézad els6 felében az elektro-optikai kutatdsokat
irdnyitotta az AT&T Bell-laboratériumédban. A hiszas években rovid ideig az Amerikai Op-
tikai Tarsasag elnoke. A fizikdban az 1938-ban publikalt Ives-Stilwell kisérlet tette a nevét
ismertté, amelyben elGszor nyert kisérleti igazolast a tranzverzdlis Doppler-effektus. Ez a
jelenség az idédilaticié egyenes kovetkezménye, ezért az Ives-Stilwell kisérlet az idédilatacié
kisérleti igazoldsdnak is tekinthet6. A Wikipédia szécikke szerint azonban Ives nem fogadta
el a relativitdselméletet és a kisérlet eredményét masképpen interpretilta.

SH. E. Tves, J. Opt. Soc. Am. 42, 540 (1952)



Ives tehat kétségbe vonja, hogy egy szabadon mozgd test teljes energiaja
mozgasi a bels energidjanak az egyszerii 6sszegével lenne egyenlo. Az egyszeri
Osszeg helyett javasolt (27) és (3’) azonban fizikailag aligha értelmezhetd. A (27)
példaul azt allitja, hogy a szabadon mozgo test teljes energidaja mdr a hullam-
tomegétol.

De hogyan jutott erre a — szerintiink képtelen — gondolatra?

A Fiiggelék Einstein gondolatmenetének a reprodukélasaval kezd6dik, és tar-
talmazza az

(E' — Ey) — (E' — Ep) = ¢ . (8)

1—v%/c?

képletet, amely (5)-bdl kaphaté (2) és (3) figyelembe vételével, és szerepel Ein-
stein dolgozataban is. Ives ezutan alkalmazza a két kinetikus energiara a pontos
(7) formulat:

1
K(v,m) = mc? -1
1—0v%/c?
- _ 9 1
K(v,m) =mc 1],
1—v?/c?
ahonnan
K(v,m)—K(@w,m)=(m—-m)c* | —— -1
1—v%/c?
1 e [
Az | ————=—= —1] kifejezést innen behelyettesiti (8)-ba:
1—v?/c?
— — € —
(B"— Eoy) — (' — Eo) = m—m)@ (K(v,m) — K(v,m)), (9)

és ebbdl vonja le azt a kovetkeztetést, hogy nem (2) és (3), hanem (2’) és (3’) a
teljes energia helyes felbontdsa bels6é és mozgasi energidra. De ez a konkluzidja
hibas, mert az a + b = ¢ + d egyenléségbdl nem koévetkezik a = c és b =d. A
(9)-bé8l a (2) és a (3) alapjdn a helyes kévetkeztetés az, hogy €/(m — m)c? = 1,
vagyis a tOmeg-energia relacié.

3 Planck 1907-es dolgozata

A tomeg-energia relaciéval osszefiiggésben Planck 1907-ben publikalt dolgoza-
tara szoktak hivatkozni, amelynek nem tul jé mindségi angol forditasa meg-



taldlhaté a neten”. A cikk egy hosszii bevezet&bdl és 19 fejezetbdl &ll. A tomeg-
energia relaciorél a 16. fejezetben van szo.

A 19 fejezetb6l 18-at Planck a kdovetkez6 feladat megolddsanak szenteli: Mo-
zogjon egy makroszkopikus test konstans v sebességgel p nyoméast, T hémérsék-
let{i kornyezetben. A mozgés legyen adiabatikus, azaz minden pillanatban 4lljon
fenn termikus és mechanikai egyensily a testen és a kornyezetet képezd koze-
gen beliil, valamint a test és a kdrnyezete kozott. A megvalaszoland6 kérdés a
kovetkezd: Milyen képlet segitségével lehet megadni a mozgd test (teljes) ener-
gidjat, nyomasat, entrépiajat a p, a T és a test V térfogatdnak a fliggvényében,
amelyek mind a kdzeghez képest nyugvd rendszerre vonatkoznak.

Planck altaldnos eljarast dolgozott ki az ilyen tipust kérdések megvala-
szolasara, de csak egy konkrét feladatra alkalmazta: Az olyan lires sulytalan
edényre (iiregre), amely csak hémérsékleti sugdrzast tartalmaz (a nyomdski-
egyenlités biztositasdhoz merev fald tireg helyett valojaban egy dugattyt belse-
jére kell gondolnunk). A milt szdzad tizes éveiben ezzel a problémaéval tobben is
foglalkoztak, mert azt remélték, hogy mind mechanikai, mind elektrodinamikai
szempontbol végigszdmolhatod, és bepillantast enged a mozgd testek elektrodi-
namikdjaba (amiben azonban Einstein sokkal radikdlisabb megkozelitési médja
bizonyult végiil sikeresnek). Planck szisztematikus vizsgilata megerésitette az
ireg energidjara és impulzusdra nem sokkal kordbban egyik tanitvanya &altal
levezetett képleteket:

1+ v2/3c? v
E = (11;2//¢:2)3GT4V’ G= C—Q(E +pV). (10)

A dolgozat bevezetdjében Planck hangsilyozza, hogy ezek a képletek azért
is fontosak, mert kivétel nélkiil minden test tartalmaz hésugdrzast, amely bi-
zonyos koriilmények kozott nem is elhanyagolhatd a szokasos modon értelmezett
belsé energidhoz képest. A példaja azonban ugyancsak egy silytalan edénybe
zart idedlis gaz, ezuttal persze molekularis. A mechanika igazan fontos objektu-
mairél, a szilard testekrél nem beszél. Az olyan elemi részecskékre pedig, mint
az elektron, amelynek mozgédsat 1907-ben mér javaban tanulmanyoztak, Planck
indoklasa nyilvan egyaltalan nem alkalmazhato.

Ahhoz, hogy egy kicsit jobban beleldssunk a (10) képletek természetébe,
helyettesitsiik benniik a a kézeg nyugalmi rendszerében érvényes T, p, V val-
tozékat az direg nyugalmi rendszerére vonatkozé Ty, pg, Vp-al. Planck dolgoza-
tanak természetesen fontos része a kapcsolat tisztazasa a valtozok e két fajtdja
kozott. A kovetkez6 eredményre jut:

V =Voy/1— 0%/, T =To\/1 —v?/c*, valamint p = py. (11)

Az els6 ezek koziil a Lorentz-kontrakeié, amely elvben empirikusan is ellendriz-
hetd, mert tudjuk, hogyan lehet egy mozgasban 1év6 test hosszat megmérni. A
homérséklettel azonban mas a helyzet, mert csak Tp-t tudjuk mérni a testhez

Thttps:/ /en.wikisource.org/wiki/ . Ugyanitt taldlhaté meg Planck késébb széba keriils
1906-0s kozleményének, valamint Einstein juiniusi cikkének angol forditasa is.



rogzitett homérével. A gyakorlatban ez nem okoz gondot, mert a redlis felada-
tokban (példdul draml6 kozegekben) hémérsékleten mindig a lokalisan egyiitt-
mozgd rendszerben mért homérsékletet értjiik, de bizonytalansagban hagy a T
fizikai jelentését (és jelent8ségét) illetGen.

A (11) segitségével E-re és G-re a kovetkezd képleteket kapjuk®

02
Eo+ —poVo
E=——OC (12)
1—v%/c?
E \%
G — v ] 0+2po 0 (13)
2/ 2 c
1—v%/c

amelyekben a Stefan-Boltzmann torvény alapjan
Eo = aT}Vj.

Planck a tomeg-energia reléciét (13)-bdl dedukélja a témeg

m= (G)_ (14)

definici6ja alapjan. Igy kapjuk a cikk

_ Eo+poVo
m=————.

. (15)

(48)-as képletét, amely a tomeg-energia reldcié Planck értelmezésében®. De ez
a képlet bizonyosan hibas: Az Eg + poVy entalpia megvaltozasa ugyanis azt a
hot is tartalmazza, amely a testnek a konstans nyomdsu kérnyezeten végzett
munkéjit fedezi. A helyes képlet az m = Eg/c?, amelyet azonban Planck nem
ir fel.

De annak a kérdésnek a szempontjabdl, amelynek megvalaszolasara Planck
dolgozatat elévettiik, ez a probléma nem tul lényeges; végiil is merev fali lireg-
re vonatkozéan, amikor nyomadskiegyenlit6dést a kornyezettel nem koveteliink
meg, a (15) jobboldaldn a poVj tag nem 1ép fel, és a képlet valéban a tomeg-
energia reldciot szolgdltatja. Az igazan fontos kérdés a koévetkezd: Einstein
ugy jutott el a tomeg-energia relacidhoz, hogy egy alkalmasan megvalasztott
fizikai folyamatra alkalmazta az energia és az impulzus megmaradasi tételét két
egymashoz képest mozgd vonatkoztatasi rendszerben. Mi lehet az, ami Planck
targyaldasaban ezt a gondolatmenetet latszolag automatikusan helyettesiti?

Planck dolgozata nehéz olvasmény; nem is lehetek biztos benne, hogy minden
részletét jol megértettem. A moddszere két alapelv kombindcidjara épil. Az

8 A jobboldalt egy harmadik alakban is felirhatjuk, ha kihasznaljuk a fekete sugarzas poVo =
Ey/3 &llapotegyenletét is.

9Emlékeztetiink rd, hogy ez a képlet csak hémérsékleti sugarzast tartalmazé iires stlytalan
edényre vonatkozik. Planck akkori felfogdsa szerint dltaldnosabb érvényességre azért tarthat
igényt, mert minden test tartalmaz fekete sugarzast.



els6 a mechanika § [ Ldt = 0 varidcids elvének és a bel8le kovetkez8 Lagrange-
egyenleteknek az altalanositiasa arra az esetre, amikor a test p, T nyomadsu és
hémérsékletli kornyezetben mozog. Az L(v) Lagrange-fiiggvény szerepét betoltd
H(v,V,T) fiiggvényt Planck Helmholtz-féle kinetikus potencidlnak hivja. A
masodik alapelv a relativitdselmélet a Lorentz-transzformaciéval.

A matematikai bonyolultsag {6 forrdasa a kornyezeti valtozdk kezelése, ezért
ha kizardlag a tomeg-energia relacié statuszat kivanjuk tisztdzni, elég, ha az
izolalt test hataresetére korlatozodunk, amelyet Planck mar egy kordabbi, 1906-
os kozleményében megvizsgalt (és a 19. fejezetben hivatkozik is rd). Ebben
a dolgozataban Planck megmutatja, hogy a ponttoltés relativisztikus mozgas-
egyenletét akkor kaphatjuk meg, ha a szabad (tolttt vagy toltetlen) tomegpont
Lagrange-fliggvényét

L=—-mc*\/1—v?/c? + konst (v = \/m) (16)

-nak valasztjuk. A tovdbbiakban a jobboldalon &ll6 latszolag artalmatlan sza-
badon valaszthaté konstansra koncentralunk!'C.

A szabad mozgashoz tartozé Lagrange-fiiggvény helyes megvalasztdsanak
egyediili kritériuma az, hogy a

d (0L d (0L d (0L
m(w)—“’ ﬁ<w>—%’ w(w)—ﬂ

egyenletek egyezzenek meg az altaldban mar korabban ismert korrekt mozgés-
egyenletekkel. Mivel ezekbdl az egyenletekbdl az L-ben szerepld additiv kon-
stans kiesik, ezért ebbdl a szempontbdl ezt a konstansot szabadon valaszthatjuk.
A test energidjat meghatarozé

.OL 0L oL mc?

e=ll P 0L p_ e s )
ot oy 0% 1—v%/c?

képletben azonban (negativ eléjellel) benne marad.

Planck az 1906-os kozleményében a (17) lagrange-i energiaformulat ugyan
felirta, de nem rendelkezett a konstans megvalasztasarol. Pedig meg kellett
volna tennie, mert enélkiil az energia nincs definidlva. Két indokolhaté valasztasa
is lett volna. Barmely szabadon mozgd test energiaja két részbol all: mozgési
energidbél és bels6 (vagy nyugalmi) energidbdl. Ebbdl csak az elsd tartozik a
mechanikara, mert a belso energia az anyagszerkezet és a termodinamika targyat
képezi. Ezért megalapozottan érvelhetiink amellett, hogy a mechanikdban egy
izolalt test energiajan a mozgasi energiat kell érteni, amely v = 0-nél definicié
szerint nulldval egyenld. Ez a feltétel akkor teljestil, ha (17)-ben a konstansot
mc?-nek valasztjuk, mert ekkor

£ =K =mc ;—1 ) (18)

1—v%/c?

101.d. a Relativitdselmélet konyvem 2. bévitett kiaddsanak (Typotex 2016) 2.6 szakaszat.



és ez v = 0-ndl valéban eltlinik. Mint a (7)-ben mar lattuk, az 1905 jiniusi
dolgozataban Einstein ugyanerre a mozgasi energia formulara jutott annak a
meghatarozasnak az alapjan, hogy a v sebességli test mozgasi energidja azzal
a munkéval egyenlo, amelyet be kell fektetni ahhoz, hogy a nyugvé testet v
sebességre gyorsitsuk fel.

De Plancknak nem kellett volna itt megallnia. Einstein szeptemberi kozle-
ményére hivatkozva ramutathatott volna, hogy az Ey = mc? relacié kovetkez-
tében célszerii lehet a belsé energia , beemelése” a mechanikaba, hiszen ez a
bels6 energia konkrét fizikai természetétol fiiggetlenil egy tipikus mechanikai
paraméteren, a tomegen keresztiil fejezhetd ki. Erdemes ezért az € Lagrange-
energian a mozgasi és a belsd energia dsszegét érteni:

1 2
€:K+E0=m02 _ -1 +mc2:L. (19)

1—v%/c? 1—v%/c?

A (17)-tel valé osszehasonlitds mutatja, hogy ez az értelmezés a konst = 0
valasztasnak felel meg!!.

A (19) tartalmazza a témeg-energia reliciot, mert v — 0-nédl ebbe megy At.
De vilagos, hogy ezt a relaciét nem a konst = 0 valasztassal igazoltuk, hanem
Einstein bizonyitasiat hasznéaltuk fel annak demonstralasara, hogy a konst = 0
valasztasnak mély fizikai értelme van.

Mint emlitettiik, az 1906-os kozleményében Planck a Lagrange-fiiggvény ad-
ditiv konstansdnak a megvalasztdsaval nem foglalkozott. Az 1907-es cikkben
a Lagrange-fliggvény szerepét a Helmholtz-féle kinetikus potencial jatssza, és
— mint Planck hangsilyozza, — a mozgasegyenletek ezt is csak egy additiv
konstans erejéig rogzitik. A 9. fejezet végén Planck ennek a konstansnak az
értékét , az egyszerliség kedvéért” nulldnak vdlasztja. A cikkének (10)-es for-
muldja alapjan ezzel pontosan ugyanigy befolyasolja az energia képletét, ahogy
az elébb a Lagrange-elmélet kapcsan elemeztiik. Ezzel a 1épéssel épitette bele
az elméletébél szamithatd energidba, hogy v = 0-nél legyen egyenlé mc?-tel,
ezért johetett ki az elméletébdl a tomeg-energia relacié. De ez nem a tomeg-
energia képlet bizonyitisa, hanem annak igazolasa, hogy a tomeg-energia relacio
kévetkeztében a konstansot nullanak valasztva értelmes elméletre jutunk.

*ok ok

Koszonetemet fejezem ki a cikkem birdléjanak, aki egy sulyos tévedésre mu-
tatott ra az eredeti kéziratban.

1'Ma mar nyilvanvalé, hogy a Lagrange-energidnak ez a valasztisa a legcélszeriibb. A
gyorsiték ugyan a K kinetikus energidt novelik, de a felgyorsitott részecskék altal kivaltott
folyamatokban a teljes E = K + Ejy energia résztvesz. A radioaktiv bomlasi folyamatok-
ban csak az F marad meg, a K és a részecskék bels§ energidja (tomege) kiilon-kiilén nem.
Matematikai szempontbdl pedig az E 6riasi elénye a K-val szemben, hogy az impulzussal
egytuitt négyesvektort alkot.



Fiiggelék. Az energia additiv allanddjarol

Az energiat altalaban csak egy onkényes allandé erejéig szoktak megadni. Ezt
tobbnyire azzal indokoljak, hogy mindig energia kiilonbségeket mériink. De ad-
hatunk ennél tartalmasabb, a lényegre jobban ravilagité magyarazatot is. Te-
kintsiink egy mozg6 testet. Az energidja a mozgési és a belsé (nyugalmi) energia
Osszege. A mozgési energia maga nem tartalmaz énkényes allandét, mert defini-
ci6 szerint nullaval egyenld, amikor a test nyugalomban van. A bels6 energia je-
lenti az igazi problémat. Gondoljuk csak meg: A testet részecskék alkotjak, ame-
lyek mindegyikének van (1) (a nyugvé testhez viszonyitott) mozgasi energidja,
(2) kolesonhatési energidja és (3) sajat belsé energidja. Els6 lépésben logikus a
molekuldkat tekinteni a test alkotérészeinek. De ezek maguk is 6sszetett objek-
tumok, amelyeknek van (a kolcsonhatasuk dltal befolyasolt) belsé energidja. Ezt
a bels6 energiat a kovetkezO, mélyebb szinten a sajat alkototérészeik mozgasi,
kolesonhatési és belso energidja hatarozza meg. Nyilvanval6 azonban, hogy ezen
a szinten sem allhatunk meg, mert pl. az atommagok belsé energiajara ugyanez
a séma alkalmazandé.

Azonban minél ,, mélyebbre” hatolunk be a test szerkezetébe, annal bizony-
talanabbd valnak az ismereteink. Szerencsére egy adott fizikai folyamatban
csak a felsébb szinteken rendez8dik &t az energia (a kémidban pl. az atomok
alkotérészeit mar valtozatlannak tekinthetjiik), ezért — ha nagyon precizek
akarunk lenni, — a valtozatlan szintek energiajat egy ismeretlen allandéban
foglalhatjuk oOssze.

A tomeg-energia relacié gyokeresen valtoztat ezen a helyzeten, mert a tomeg
egyértelmiien meghatarozza a test bels6 energiajat, akarmi legyen is annak
konkrét fizikai természete. De ez a lehetOség csak akkor hasznalhaté ki haté-
konyan, amikor a témeg megvéltozasa mérhet6 nagysagi. A radioaktiv bomlé-
sokndl példaul ez a helyzet, de a newtoni fizikdban olyan kis energiavaltozasokkal
van dolgunk, hogy a hozzajuk tartozé tomegvaltozas az Ey = mc?-ben fellépd c?
tényez6 kovetkeztében mindig mérhetetlentl kicsi. Ez az oka (és magyardzata)
annak, hogy a newtoni fizikdban (és a nemrelativisztikus kvantumelméletben
is) érvényesnek tekintjiik a tomegmegmaradds torvényét. Ezt a kozelitést ma is
nagyon széles korben alkalmazzuk, és amikor ezt tessziik, tGjra érvényessé valik
az a meggondolds, amely figyelmeztet rd, hogy az energiat csak additiv allandd
erejéig ismerhetjik. A mondottak alapjan azonban ezt az allandét inkdbb is-
meretlennek, mint 6nkényesnek (tetszélegesnek) kell nevezniink.

De feltehetjiik a kérdést, hogy tulajdonképpen mi is az a kritérium, amely a
belsé energiat egyértelmiien meghatarozza. A vilaszt az dltalanos relativitasel-
méletben taldljuk meg, amely szerint a térid6 gorbiilet forrdasa az energia, ezért
lényegében a gorbiilet hianya az, ami az energia nulla szintjét rogziti. Ezért
nem igazédn meglepd, hogy az Ey = mc? térvény csak az altaldnos relativi-
taselméletben igazolhat6'?. A specialis relativitaselméleti bizonyitasbol csak a
AEy = Am - ¢? képlet kovetkezik, és ez a képlet még Osszefér azzal, hogy az
energia csak egy ismeretlen konstans erejéig van definidlva.

121.d. a Relativitdselmélet konyvem mér idézett szakaszat.
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Latszélag az energidban altaldban fellépé U potencialis energiara valé utalas
is elég ahhoz, hogy az energiat csak egy onkényes &allandé erejéig tekintsiik
meghatarozottnak. Ez a felfogids azonban a potencidlis energia két, elvileg
kiilonbozé aspektusdnak 0sszemosasabdl szarmazik. A mozgiasegyenletek szem-
pontjabdl ugyanis a potencidlis energia valdjadban erdfiggvény, amelyet az a
kovetelmény hataroz meg, hogy az erd legyen egyenlé a negativ gradiensével.
Ebbél nyilvanvald, hogy az eréfiiggvény csak egy dnkényes additiv dllando ere-
jéig van rogzitve. Amikor azonban potencialis energian valéban energidt értiink,
akkor ez a mennyiség abban a fizikai mez&ben felhalmozott energidval kapc-
solatos, amely a kolcsonhatast kozvetiti, és nullaval egyenld, amikor a mezé
mindeniitt nulla.

Tekintsiink példaul két elektromosan toltott testet!3. Ekkor U = ejes /4megria,
amelynek negativ gradiense a Coulomb-erd. Energiaként azonban az egE?/2 =
e0(E1 + E3)?/2 elektromos térenergia-sfirfiség integraljanak azzal a tagjaval
egyenls, amely az E; - Eo skaldrszorzatot tartalmazza. Onkényes allandé hoz-
zdadéséara ekkor nincs lehetdség, az energia nulla szintjét az E = 0 (természete-
sen a B = 0-val egyiitt) egyértelmiien rogziti.

Ezt az észrevételt érdemes egy kicsit tovabb gondolni. Ha létezne olyan
fizikai objektum, amely kizdrélagosan elektromagneses mez6bol all, és mégis
van nyugalmi rendszere, akkor az ilyen objektumra vonatkozé téomeg-energia
relacié deltdk nélkili levezetéséhez az energia null-szintjét az E = B = 0 feltétel
rogzitené. Ilyen objektum a nem létezé (tomeg nélkiili), mégis idedlisan titkrozé
falak kozé zart homérsékleti sugarzas, amely természetesen a valosagtol nagyon
tavolesé absztrakcio. Ezt vizsgalta Planck az 1907-es dolgozataban.

1907-ben az iireg nyugalmi rendszerében a sugarzasi energiat a Stefan-Boltz-
mann torvénybdl mar jol ismerték, a sugarzast klasszikus elektromagneses me-
z6nek tekintették, amelyet a Maxwell-egyenletek irnak le. A sugdrzasi tér
statisztikus targyaldasat az e = hv - n kvantumfeltétellel egytitt Planck alapozta
meg. Az elektromdagneses mez6 relativisztikus transzformécidjanak az ismere-
tében pedig lehetévé valt a konstans sebességgel mozgd, tomeg nélkili falak
kozé zart homérsékleti sugarzas G impulzusanak meghatarozasa, ebbdl pedig
(14) alapjan ki lehetett szamitani ennek a mer6ben hipotetikus objektumnak
a tomegét. A Maxwell-egyenletek relativisztikus invariancidja kovetkeztében a
korrekt szamf{tds eredménye nem lehetett mas , mint az m = Ey/c? képlet, ame-
lyet azonban csak annak a mesterkélt felfogasnak az alapjan lehetett altalanos
érvénytinek tekinteni, hogy minden makroszképikus test tartalmaz hémérsékleti
sugarzast. Ezért semmiképpen sem indokolt az a széles kérben elfogadott nézet,
hogy a tomeg-energia relacié korrekt levezetése Planck érdeme.

Az azonban teljes mértékben lehetséges, hogy a Helmholtz-féle potencial-
bdl szarmazd energia képletében a konstans nullinak valasztdsban Planckot az
is motivalhatta, hogy a térenergia nullaval egyenld, amikor az elektromagneses
mezd mindeniitt eltinik. A tomeg nélkiili edénybe zart homérsékleti sugarzas
esetében ez a feltétel nemcsak természetes, hanem ugyanakkor specidlis esete
is annak az altaldnos kovetelménynek, amire fentebb mar utaltunk: ahol nincs

13L.d. itt a honlapomon az Elektrodinamika jegyzet 2.33 szakaszét.
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térid6 gorbiilet, ott az energia (pontosabban az energia-impulzus tenzor) nul-
laval egyenlo. Planck 1907-es cikkének megjelenésekor azonban az altalanos
relativitaselmélet még csirdjaban sem létezett.
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