A mikrorészecskék 6nazonossaga
és a Gibbs-paradoxon!

1995-ben, FEinstein haldlanak 40. évforduldjan eldadast tartottam Eins-
teinrdl a Pécsi Tudoményegyetemen. Felhasznaltam az alkalmat, hogy végre el-
olvassam a Brown-mozgasrdl irt munkajat, a 905-s év egyik hires darabjat, ame-
lyikrél mér természetesen sokat hallottam. Azt olvastam réla, hogy korabban,
Einstein el6tt azért nem gondoltak komolyan ra, hogy a Brown-mozgéast a
vizmolekulak homozgasa okozza, mert ezek a molekuldk elhanyagolhatdan kicsik
a szinte szabadszemmel is lathaté pollenekhez képest és visszapattannak roluk
anélkiil, hogy a mozgasukat befolydsolhatnak. Einstein azonban figyelembe vet-
te azt is, hogy a fluktudcidék kovetkeztében idénként az egyik oldalrdl egyszerre
nagyszamu molekula iitkozhet a pollenszemcsébe és ez méar okozhat megfigyel-
het6 iranyvaltoztatasokat a mozgasaban. Einstein cikében azonban ilyesmirol
explicite nincs szé. A gondolatmenetet az az intuitiv meggy6z6dés vezérli, hogy
a diffuzié hajtéereje az ozmodzisnyomads. Az olvasé dolgat nagyon megneheziti,
hogy amig nem sikeriil magaéva tennie ezt a nézépontot, az érvelés logikdja
homalyban marad elGtte.

A cikket a korabeli olvasé is nehéznek érezhette, mert Lorentz arra kérte
Einsteint, irja meg a Brown-mozgas elméletét olyan elemi moédon, amit ,, még
a vegyészek is megértenek”. fgy sziiletett 1908-ban a Brown-mozgds elemi
elmélete cimii dolgozat. Nagyon megoriiltem, amikor raakadtam, mert valéban
megkonnyiti az eredeti munka megértését. Azonban szoget itott a fejembe a
cikk egyik mondata:

A molekuldris-kinetikai felfogas szellemében nem létezik princi-
pidlis kiilénbség az oldott molekula és a szuszpenziéban lebegd szem-
cse kozott.

Arra gondoltam, hogy ha ez valéban igy van, akkor valamit nagyon nem értek
Gibbsnek azzal a hires észrevételével kapcsolatban, ami a megkiilonboztethetet-
len részecskék kezelésére vonatkozik a statisztikus termodinamikaban.

A nevezetes Gibbs-hipotézis azt mondja ki, hogy a Z statisztikus Osszeg
szamitasa soran csak egyszer szabad figyelembe venni az olyan allapotokat,
amelyek az egyforma részecskék puszta felcserélésében kiillonboznek egymastol,
mert kiilonben az entrépidra (és a tobbi termodinamikai potencidlra) olyan
fiiggvényeket kapunk, amelyek ellentmondanak az additivitdsnak. Gibbs még
megjegyzi, hogy ennek a kovetelménynek a legegyszeriibben ugy lehet eleget
tenni, hogy eloszor kiszamitjuk Z-t enélkiil a korlatozas nélkiil, majd a ka-
pott fliggvényt elosztjuk az Ni!Nso!--- szorzattal, amelyben N; az i-ik tipusi
részecskék szama a rendszerben. Ezt a mennyiséget nevezik sokszor Gibbs-
faktoridlisnak.

1Az ELTE Tudomdnyfilozéfiai Tanszékén 2001 februdrjadban tartott eldadds kib&vitett
véltozata.



Ha megprébélunk belegondolni, mit is fejez ki ez a szabdly, hamar megértjiik,
miért érezték a legtobben gy, hogy az eljarast azért valahogy jobban meg kel-
lene alapozni. Elfogadni elfogadta mindenki, hiszen az entrépidnak tényleg ad-
ditivnak kell lennie, de ez inkabb kivanatos cél volt, mint magyarazat. Vegyiik
a kockadobds példdjat. Ha két kockaval dobunk, akkor annak valdszintisége,
hogy, mondjuk, egy harmas és egy 6t0s jOjjon ki, kétszer akkora, mint annak a
valészintisége, hogy két 6t0st dobjunk. Ez azért van igy, mert a kiillonb6zé kime-
netel kétféleképpen valésulhat meg: gy mint 3-5, vagy agy, mint 5-3. Az 5-5-re
azonban csak egy lehetGség van. A szamitds helyességét persze tapasztalatilag
igazolni lehet.

A hallgatéim kozott azonban minden évben akad egy-kettd, akinek az in-
tuicidja minden kimenetelre egyenlo valdsziniiséget sugall. Ezeknek el szok-
tam mondani, hogy a kockdk, akdarmennyire egyformék, valamilyen apré jel-
ben biztosan kiilonboznek egyméstol, és ha elég figyelmesen megvizsgaljuk Oket,
meggy6zddhetiink réla, hogy mondjuk a harmast egyszer az egyik, mésszor a
masik kockan latjuk. A két 6tosnél nem tudunk ilyen kiilonbséget felfedezni.
Ezért van az, hogy a 3-5 kimenetel valésziniisége kétszer annyi, mint az 5-5
kimenetelé.

Marmost ha a Gibbs-hipotézis alkalmazhaté lenne a kockadobésra, akkor azt
kellene mondanunk, hogy a 3-5 kimenetel ugyanaz, mint az 5-3. A lehetséges
kimenetelek szdma ekkor nem 62 = 36, hanem csak 6 + (36 — 6)/2 = 21 lenne
és minden lehetéség ugyanazzal az 1/21 valdsziniliséggel valésulna meg. Ezt a
szamitasi modot azonban a tapasztalat céfolja.

A kockadobds elég jol illusztralja, mennyire nem nyilvanvalé a Gibbs-hipotézis,
de azért mégis csak illusztracié. Mi van, ha minden pont azon az artalmatlannak
tlind megjegyzésen mulik, hogy a kockak biztosan kiilonboznek egymastol ,, valami
apré jelben”? Mi van, ha az azonos tipusu molekuldk még a legaprébb jelben
sem kiilonboznek egymastol?

Ez az a pont ahol belép a kvantummechanika és jovdhagydan boélint: Igen,
itt van a kutya eldsva. A kvantumelmélet szimmetriaposztuldtuma ugyanis azt
mondja ki, hogy az éllapotvektor két azonos (tipusi) részecske felcserélésekor
csak egy egységnyi abszolut értékili szorzéfaktort kap, ezért az allapot megma-
rad annak, ami volt. Ez pontosan az a tulajdonsig, amire a Gibbs-hipotézis
interpretacidjahoz sziikség van.

A szimmetriaposztuldtum a modern fizika egyik legbiztosabban megalapo-
zott elve, ezért ma altaldnos az a vélemény, hogy a Gibbs-hipotézist a kvan-
tumelmélet megmagyardzza és csakis a kvantumelmélet magyarazza meg. Csak
csoddlhatjuk Gibbset — irja Terrel Statistical Mechanics cimii tankoényvében az
Otvenes években — , aki évtizedekkel korabban képes volt a kvantumelméletnek
ezt a kovetkezményét megsejteni. Hogy egy frissebb tankonyvet is idézziink:

... The factor of N! is included to avoid overcounting of states
when the particles are indistinguishable. It is purely quantum me-
chanical in origin and cannot be justified classically. . .

(Az N! szorzétényezére azért van sziikség, hogy kikiiszoboljiik az
allapotok tobbszoros figyelembevételét, amikor a részecskék megkiilonboztet-



hetetlenek. Ez a tényez6 tisztan kvantummechanikai eredeti, klasszi-
kusan nem indokolhaté meg. .. )

L.E.Reichl: A Modern Course in Statistical Physics (1998)

Miel6tt még visszatérnék ra, miért itott szoget a fejembe Einstein mondata,
ez a legalkalmasabb pont, ahol utalhatok a Gibbs-paradoronra. A paradoxon
vilagos megfogalmazasa taldlhaté R. Kubo és szerzotarsai Statisztikus mechani-
ka példdkkal és feladatokkal cim konyvének 213. oldalan 8.kozjaték cimen:

Képzeljiink el kétféle tipusi molekuldbdl allé gazkeveréket. A
molekuldkat fehér és piros golydk képviseljék. Ha a keveredés allandé
nyomason és homérsékleten megy végbe, akkor entrépianovekedés
kovetkezne be?. Tegyiik fel, hogy a piros szin folyamatosan rézsaszinbe,
majd fehérbe megy at. Kérdés, hogyan viselkedik egy ilyen folya-
mat sordn az entrépia? Amikor minden molekula fehér, akkor a
keveredésbol semmiféle entrépianovekedés nem addédhat. Ha ilyen
novekedés lenne, ez azt jelentené, hogy az entréopia nem extenziv
mennyiség, ami azonban ellenmondana az emtrépia alapveto tulaj-
donsaganak. Mindaddig viszont kell legyen keveredési entropia, amig
a rozsaszini golyok megkiilonboztethetok a fehérektol. Vajon ez
azt jelenti-e, hogy a keveredési entrépia hirtelen nulldva vélik, ha a
rézsaszind golydk teljesen fehérré valnak? Vagy mésképpen: Vajon
az entrépia a szinarnyalat ilyen furcsa, nem folytonos fliggvénye?

A valésagban egy molekula vagy teljesen azonos egy masikkal,
vagy lényegesen kiilonbozik téle. A természet struktirdja nem foly-
tonos, nem olyan, mint a szines golyoké, hanem diszkrét, mivel a
molekuldk atomokbdl allnak, amelyek viszont kiilonb6z6 szamu pro-
tonbdl, neutronbdl és elektronbdl tevédnek Gssze. Erdemes rémutatni
arra, hogy olyan makroszképikus torvények, mint a termodinami-
kai torvények, a mikroszkopikus vilag diszkrét strukturdjat tiikrozik;
mas struktirdban a termodinamika érvényét veszitené.

A Gibbs-paradoxon annak a fentebb idézett kozfelfogdsnak a kovetkezménye
és kifejezédése, hogy a Gibbs-faktoridlisok a szimmetria-posztulatum kovet-
kezményei. A paradoxon lényegét képezd diszkontinuitas oka ugyanis az, hogy a
szimmetriaposztulatum kizarélag tokéletesen azonos tulajdonsagu részecskékre
vonatkozik.

Most meg tudom magyarazni, miért gondolkoztatott el az a mondat, amit
Einsteinnél olvastam. Einstein szerint az oldott molekuldk és a szuszpendalt
szemcsék kozott |, nincs principidlis kiilonbség”. A kvantummechanika szerint
azonban van. A molekuldk kvantummechanikai értelemben azonos részecskék,
érvényes rdjuk a szimmetriaposztuldtum és a statisztikus 6sszegben (a T — oo
klasszikus hatédresetben) automatikusan megjelenik a Gibbs-faktoridlis. A kollo-
idszemcsék viszont olyanok, mint a két kocka: Nagyon hasonlitanak egymasra,
de ,, valami apré jelben biztosan kiilonboznek” és a szimmetriaposztulatum nem

2 Az eredeti szévegben szerepel a névekedést meghatarozé formula.



vonatkozik rajuk. Ezért ha a Gibbs-faktoridlisok valéban kizardlag a kvantum-
mechanikai szimmetriaposztulatum koévetkeztében 1épnek f6l, ahogy a tankony-
vekben irva van, akkor FEinsteinnek nem lehet igaza, mert a Brown-mozgds
statisztikus-termodinamikai lefrasdban — a molekuldk esetével ellentétben —
nem szabad Gibbs-faktorialist alkalmazni és kétségessé valik, targyalhaté-e egyéltalan
a Brown-mozgés a statisztikus termodinamika standard mdédszereivel — a ter-
modinamikai potencidlok ugyanis Gibbs-faktoridlisok nélkiil nem lennének ex-
tenzivek®. Mdsrészt, ha Einsteinnek igaza van, akkor a Brown-mozgés targyaldsandl
is fellépnek a Gibbs-faktoridlisok és ezért ezek nem lehetnek a szimmetriaposz-
tulatum koévetkezményei.

Marmost a helyzet az, hogy a Brown-mozgast ténylegesen évtizedek oOta
ugyanazoknak a képleteknek az alapjan targyaljak, mint a hig molekularis ol-
datokat, tokéletes 6sszhangban Einstein idézett allitasaval. Vegytik példaul Je-
an Perrin hires kisérleteit, amelyekben a kolloid-szemcsék magassag szerinti el-
oszldsabdl szédmitotta ki az Avogadro-szamot. Perrint 1926-ban fizikai Nobel-
dijjal tintették ki ,, az anyag diszkontinuus felépitésével kapcsolatos munkéassagaért,
kivalt a szedimentaciés egyensuly felfedezéséért.”

A kisérlet azon a hipotézisen alapult, hogy a szuszpendalt részecskék ma-
gassag szerinti eloszlasara ugyanaz a

C' = cle=9V' (0" = p)h/RT (%)

barometrikus formula alkalmazhaté, amelyik a hig molekuldris oldatokban (és
a gézokban) lefrja a részecskék magassdg szerinti eloszlasdt

A képletben C’ a részecskekoncentrdcié h magassdgban, v’ a szemcesék moéltérfogata,
P pedig a tomegstirtisége. Ahhoz, hogy a szemcséket jellemezni lehessen ezzel
a két mennyiséggel, ugy kellett el6késziteni 6ket, hogy minél egyformabbak le-
gyenek. FEzek a szdmok ugyanis az adott tipusi molekuldkra nyilvanvaléan
azonosak, de a szuszpenziéban lebegd részecskék mindegyikénél csak akkor te-
kinthet6k ugyanakkordnak, ha a szuszpenziét nagyon gondosan ezt a célt szem
elétt tartva készitették el. A kisérletnek ez volt taldn a legnehezebben meg-
valosithaté eleme, amit pont azért kellett vallalni, mert a képlet molekuldris
oldatokra vonatkozik és azzal, amirdl a molekulaknél a Természet gondoskodik,
a szuszpenzi6 esetében Perrinnek kellett torédnie. A g = 9.81 m/s nehézségi
gyorsulasnak nyilvan szerepelnie kell a képletben, az olddszer p tOmegsiirtiségére
pedig a hidrosztatikai felhajté eré miatt van sziikség.

Hol van a meghatarozandé N7 Az R univerzdlis gdzallandéban benne van
(R = kNy), de a Boltzmann-allandéval szorozva és a probléma éppen az volt,
hogy csak a két mennyiség szorzatat ismerték elég pontosan. Az N, azonban
még egy helyen fellép: a v'p’ szorzat mélsilynyi mennyiségii részecske tomege,
ami N ame-el egyenld, ahol m egy darab részecske tomege. A szuszpenzié gondos
elokészitése kovetkeztében m-nek hatarozott értéke van. Ezért ha a magassig

3 A Brown-mozgast lehet kinetikai médszerrel is targyalni, amikor egyetlen kiszemelt pollen
mozgasara koncentrdlunk. A pollenszemcsék Gibbs-faktoridlisa ekkor természetesen széba se
johet. Altaldban is igaz, hogy a statisztikus termodinamika alkalmazisa nem kotelezd, ha
hajlanddk vagyunk explicite figyelembe venni a rendszer Osszes szabadsagi fokat.



szerinti eloszldshoz sikertll illeszteni a (x) képletet, p’, v/, p és m ismeretében ki
lehet szamitani az Avogadro-szamot.

Ne feledjiik el, hogyan keriiltek el6 Perrin kisérletei. Azt akarjuk meg-
tudni, hogy a kolloid szemcsék statisztikus targyalasandl sziikség van-e Gibbs-
faktoridlisra. Azt mér latjuk, hogy a szedimentdciés kisérlet elgondolasdnak a
kiindulépontja az, hogy ugyanigy targyalhaté, mint a molekularis oldatokban
az oldott anyag eloszlasa. De Gibbs-faktorialis eddig explicite seholsem lépett
fel. Hogy ott van-e a képletek hétterében az attdl fiigg, hogyan lehet a (x)
barometrikus formulat molekuldris oldatokra levezetni.

A levezetés azon alapszik, hogy egyensilyban az oldott anyag kémiai po-
tencidlja a fiiggbleges mentén allandé érték*. Ismerni kell tehat ezt a kémiai
potencialt a magassag és a hOmérséklet fliggvényében, egyenl6vé kell tenni egy
konstanssal és az egyenletet meg kell oldani az oldott anyag stlirtiségére.

Akkor most az a kérdés, honnan veszik a fizikokémikusok a hig oldatokban
az oldott anyag u(l) kémiai potencidljara vonatkozé képletet? Visszavezetik
az oldott anyag gézének u(g) kémiai potencidljira annak alapjan, hogy amikor
az oldott anyag és a gbze egyensulyban van egymassal, a két kémiai potencial
egyenld: u(l) = p(g). Es honnan ismerik a kémiai potencidlt gézfazisban? Az
idedlis (tokéletes) gazok kémiai potencidljira levezetett Osszefiiggést alakitjik
at gy, hogy az idealistdl valo eltérést olyan empirikus mennyiségeken keresztiil
lehessen kifejezni, mint a fugacitds és az aktivitds. A fizikai kémidnak ugyan-
is a gyakorlat igényeinek is meg kell felelnie, nem lehet olyan finnyds, mint az
elméleti fizika, amelyik a maximalis elvi tisztasagot azzal éri el, hogy a legegy-
szeribb rendszerekre korlatozodik.

Jé, de akkor végiil is hogyan lehet megkapni a tokéletes gaz kémiai poten-
cidljanak a képletét? Mi sem egyszeriibb: A PV = RnT univerzilis gdztorvényt

3
mindenki ismeri, a belsé energia és a homérséklet U = —RnT kapcsolatat

ugyszintén. Ebbol a kett6bol termodinamikai 6sszefiiggések segitségével néhany
lépésben ki lehet hozni a kémiai potencidlt. A képlet tartalmaz egy jellegzetes
logaritmikus tagot, abbdl szarmazik a barometrikus formula exponense.

Ebben a fizikokémikus gondolatmenetben tehat, amellyel Atkins Fizikai kémia
tankonyvébdl ismerkedtem meg, Gibbs-faktoridlisra sehol sincs sziikség. Pe-
dig implicite ott kell lennie! Létezik azonban a (%) képletnek madsfajta leve-
zetése is, amelyben a Gibbs-faktoridlis szerepe vilagosabban rajzolédik ki. Ezt
a targyaldsi médot a Landau-Lifsic sorozat V. kotetébdl lehet kiolvasni®.

Ez a fizikus gondolatmenet 1igy indul el, hogy felirjuk a hig molekuléris olda-
tok szabadentalpidjanak olyan alakjat, amely a molekuldris oldatok mibenlétére
vonatkozé fizikai elképzeléseinkkel és a legaltaldnosabb fizikai elvekkel Gsszefér.
Ide tartozik természetesen a szabadentalpianak a Z statisztikus Gsszeggel vald
kapcsolata®, amelynek a nevezéjében ott van a Gibbs-faktoridlis. A szabad-
entalpia ismeretében termodinamikai Osszefiiggések segitségével megkaphatok a

4 Az oldészer kémiai potencidljanak is konstansnak kell lennie, de az oldott anyag kémiai
potencidljdnak van meghatéarozé szerepe.

5Ld. a Fiiggeléket.

SG=F+PVés F=—kI'lnZ.



kémiai potencidlok. Az oldott anyag kémiai potencialjara ugyanazt a képletet
kapjuk, mint az el6bbi fizikokémikus gondolatmenetben, azzal a kiilonbséggel,
hogy a logaritmikus tagrdl, amelyrdl fentebb emlitést tettiink, kideriil, hogy a
Gibbs-faktoridlis egyenes agi leszarmazottja.

Most mar tényleg megallapithatjuk: Einsteinnek igaza volt, a statisztikus
termodinamikdban a szuszpenzidkat valéban lehet ugyantgy kezelni, mint a
molekuléris oldatokat és ez még a Gibbs-hipotézisre is vonatkozik.

De akkor a Gibbs-faktoridlisokat nem lehet a szimmetriaposztulatummal ma-
gyardzni és nem szabad a tankdényvekbe ilyen magyarazatot belefrni”.

Eltinik tovabba a Gibbs-paradoxon, hiszen amit példdul a Kubo konyv-
ben olvashatunk réla, tokéletesen alaptalanna valik: Nem alapozhaté meg az a
vélekedés, hogy a halvanyrézsaszin molekuldkat biztosan nem lehet ugyanugy
kezelni a Gibbs-faktoridlisok szempontjabol, mint ha teljesen fehérek volnanak.

Az ember némi szorongassal mondja ezt ki tudva, milyen hatalmas a Gibbs-
paradoxon irodalma. Kiilon kényvek léteznek réla. Az egyik, amelyet A Gibbs-
paradoxon torténete cimmel Sz. D. Hajtun irt és 1986-ban jelent meg a Nauka-
nal a fiiggelékben felsorolja, kik és mikor adtak megoldédst a Gibbs-paradoxonra.
Az 1876 és 1981 kozotti idészakra pontosan 50 nevet sorol fel, koziiliik hdrmat
megcsillagoz, mert ezek két megoldést is javasoltak. A konyv végén mégis ezt
a mondatot taldljuk (154.oldal): ,, Most mdr vildgosabban ldtjuk, miért nincs
ennek az eqyszerid problémdnak immdr szdz éve dltaldnosan elfogadott meg-
olddsa...” EbbOl a szdz évbdl nyolcvan 1gy telt el, hogy kozben a Brown-
mozgast a végsdkig kivesézték, és senki sem vette észre, hogy ez a jelenség
a Gibbs-paradoxont tokéletesen semmissé teszi. Ebben biztosan szerepe volt
annak is, hogy a fizikai kémidban meghonosodott gondolatmenet kizarélag ter-
modinamikai formuldkon alapul, amelyek a Gibbs-faktoridlisok jarulékat csak
implicit formaban tartalmazzak.

Am mindennek 4ra is van: A statisztikus Osszegek szamitasanal megjelenik
egy nyilvanvaléan szubjektiv elem.

Amig a Gibbs-faktoridlisokkal csak a valéban azonos részecskék esetében

"Mint latjuk, Gibbs-faktorilisra olyankor is sziikség lehet, amikor a szimmetriaposz-
tuldtum nincs érvényben. Azt gondolhatndnk, hogy viszont amikor érvényben van, akkor
biztosan Gibbs-faktorialisokat is be kell vezetni. De ez nincs igy.
mkT
2mh?
Osszege hatarozza meg. Idedlis gdzban ugyanis az energia additiv és ennek alapjan azt véarjuk,
hogy Z = Z{V. Ez a Z azonban nem vezet extenziv entrépidra és figyelembe kell venni a

3/2
Az idedlis gaz statisztikus Osszegét egyetlen molekula Z; = V - ( ) statisztikus

1
Gibbs-hipotézist, amely szerint a helyes kifejezés Z = ﬁZ{V

Mésrészt a szildrd anyagok fajh8jét Boltzmann annak a feltevésnek az alapjan szdmitotta
ki, hogy a kristdly rdcspontjaiban elhelyezkedd atomok egymdstdl fiiggetleniil rezegnek (w
korfrekvencidval) és az energidjuk osszeaddédik. Egy atom statisztikus Osszege ebben az eset-

kT
ben Z; = ) Az energia additivitdsa alapjan Z = Z{V és az adott esetben ez a helyes
iw
eredmény. Gibbs-faktoridlis nem sziikséges, s6t, ha beirnank, elrontandnk az entrépia additi-
vitdsat. Ugyanakkor pedig nyilvanvald, hogy ha fel tudnank irni a kristaly hullaimfiiggvényét,
az egyforma atomokra nézve érvényes volna a szimmetriaposztuldtum.

Ez a példa megerGsit abban, hogy a Gibbs-hipotézis és a szimmetriaposztulatum két

kiilonbozé dolog.



kellett osztani, nem volt bizonytalansag. De most mar tudjuk, hogy ezeknek a
faktoroknak akkor is ott a helyiik, amikor a részecskék csak hasonlok, de nem
igazan azonosak — vagyis amikor meg tudnénk kiilonboztetni 6ket, ha akarnank,
de nem akarjuk. Egy olyan vitaba csdppeniink bele, ami mar régota folyik arrol,
hogy ,, antropomorf” fogalom-e az entrépia, vagy pedig ,, objektiv”.

Meggy6z6désem, hogy nagyon nehéz lenne a szubjektiv elemet kikiiszobolni.
Nemcsak a Brown-mozgas utal ra, sokkal mindennapibb tigyek is. Nézziink
példdul egy aerodinamikai kisérletet. A jelenségek analizisében el fog jonni
az entropia, de minek az entrépidja? A levegéé! A salétromgydrtdsndl azon-
ban a ,,levegd” entrépidjarol beszélni teljes értelmetlenség: Az oxigén és a nit-
rogén elegyének az entrépidjarol lehet csak szo. Es akkor még nem is vettiik
figyelembe, hogy mindkét elemnek vannak stabil izotépjai, ami egy harmadik
entrépia-fogalomra vezet és sohasem lehetiink benne biztosak, hogy a ldncnak
mar a végére értiink.

kKK

Az el6adés eddigi részében amellett érveltiink, hogy a Gibbs-faktorialisoknak
nincs koziuk a szimmetriaposztulatumhoz: Egy szubjektiv dontést — vagy le-

hetOséget — fejeznek ki arrdl, hogy mi az, amit miképesek vagyunk megkiilonboztet-

ni egymastol. A szimmetriaposztulatum ilyen szubjektiv elemet nem tartalmaz.
Arrél szdl, hogy 6k — a részecskék — mennyire képesek megkiilonboztetni Gnma-
gukat a tobbitol: Ez a posztulatum a részecskék onazonossdgdrsl mond valami
fontosat.

A szimmetriaposztulatumnak ezt az aspektusdt jobban meg lehet érteni,
ha nem korlatozédunk a statisztikus fizikaban jatszott szerepére. Itt ugyanis
konnyti a hatasat Osszetéveszteni a mi képességeinkkel, ami a statisztikus fi-

zikdban — mint lattuk — szintén szerepet jatszik. Raadasul egyensilyi allapotokban,

amikor az id6 szerepe elhalvanyul, nem lehet jél vizsgalni azt a kérdést, hogy
egy részecske képes-e megdrizni az 6nazonossagat.

Folyamatot kell tehat elemezniink és elég, ha csak két részecske vesz részt
benne. Taldn a legjobb, ha azzal kezdem, hogy bemutatom egy bazeli kisérlet
eredményét®.

c+C” c "

1(6) 1(6)

i+t

| | |
30 45 60 15 30 45 60 15 30 45

8Plattner and Sick, Eur. J. Phys., 2, 109. 1981. A vizszintes tengelyen a laboratériumi
szérasi szog van feltiintetve.



Tekintsiik a mellékelt dbrat, amely a C'2 + C*3, a C'2 4+ C'2, valamint a
C'3 4+ C"3 rugalmas szérasi folyamatok szogeloszldsat mutatja. Amellett fogok
érvelni, hogy a (C'2,C1?), valamint a (C'3, C'3) rendszerben a részecskék nem
orzik az onazonossagukat.

Ahhoz, hogy ezt a kovetkeztetést levonhassuk, bizonyos alapveté dolgokat
el kell fogadnunk. Ha elkezdenénk részletesen elemezni a dolgot, nyilvan egy-
re tObb és tobb hallgatélagos feltevésre bukkannank, ezért a bevalt praxisra
kell hagyatkoznunk, ami — tugy latszik — megengedi, hogy a feltevések zomét
hattérfeltevésként hallgatélagosan fogadjuk el és csak bizonyos kivalasztott fel-
tevésekkel foglalkozzunk explicite.

Az érvelésemhez két ilyen feltevésre van sziikségem, amelyek koziil az els6 a
kovetkezo:

A hdrom folyamat kozott a dinamika nem tesz kiilonbséget. (F1)

Az indoklas igy torténik: Az energidt a kisérletben olyan alacsonyra valasztottak,
hogy a Coulomb-taszitas elegendden nagy tavolsagra tartsa egymastol az atom-
magokat ahhoz, hogy a magerdk, amelyek a harom folyamatban kiilénbézhetnek
egyméstdl, ne juthassanak széhoz (Mott-szdrds). Az elektromos t6ltések viszont
egyenl6k, ezért a folyamat dinamikéja valéban ugyanaz mindhdarom esetben.
Valaki ellene vetheti, hogy alagut-effektus is van. Valéban, de az ,,elegen-
ddéen tavol” kikotésbe ezt is belekalkuldljuk. Egyébként a kisérleti eredmény
maga szolgdltatja a legnyomdsabb érvet amellett, hogy a feltevésiink korrekt: A
kisérleti pontok kitlinden illeszkednek ahhoz a szamitashoz, amelyben kizardlag
a Coulomb-er$ van figyelembe véve®.
Megfogalmazom a masodik feltevést:

A C*2 + O folyamatban a részecskék érzik az onazonossigukat (F2)

Ennek a kijelentésnek természetesen kiilon magyardzat nélkiil is van intuitiv
jelentése, amely a szavak mindennapos haszndlatdan alapul. Az 6nazonossiag
kérdése a filozofiai irodalomnak is visszatéro témaja elsésorban Leibniz és Hu-
me munkdiban. Természetesen célszerii megorizni a mikrofizikdban is a lehet6
legtobbet az 6nazonossagnak abbdl a felfogasabdl, amelyik a makroszkopikus
vildg megfigyelésén alapul. Mivel azonban a mikrorészecskék észlelése eltéro
modszereket kovetel, mégis célszerii magyarazatot flizni a masodik hipotézisiinkhoz.

Induljunk ki abbdl, hogy a folyamatban résztvevo két részecske laboratériumi
stdtusa gyokeresen kiilonbozd. Az egyik a céltdrgy (target), amely az adott
kisérletben egy onmagat megtarté vékony szénfélia volt. A masik a bombazéd
részecse (projectile), amely a gyorsitébdl érkezik.

A redlis kisérletben a C'3 volt a target, a C1'? pedig a projectile. A folyamat
barmely pillanatdban elvben mdédunk van észlelni a részecskéket — ezt még a

9A Coulomb-kolcsénhatds fiiggetlen a spintél, a spin-palya kolcsénhatds pedig ezen az
energian elhanyagolhaté. Az érvelésbdl ezért kihagyhatjuk a spint. Ezt azért kell mégis meg-
jegyezni, mert a C'*2 nulla spinfi, a C3 1/2 spinfi és a hdrom kisérletben ennek kovetkeztében
a spinviszonyok nem azonosak. A C'3 + C'3 szérds elméleti gorbéjét természetesen a spin
figyelembevételével szamitottak ki, mert az antiszimmetrizdldsban a spinnek van szerepe.



kvantumelmélet is megengedi. Mivel a két részecske kozott fizikai kiilonbségek
vannak, meg tudjuk mondani, hogy a két észlelt részecske koziil melyik a target
és melyik a projectile. Ezek nevek, amit akar nagybetiivel is irhatnank: Target
és Projectile. Mint a neveket altalaban, ezeket is valamikor hozzarendelték a
részecskékhez és a hasznuk azon a kimondatlan feltevésen alapul, hogy Target
késobb is ugyanaz az objektum, mint ami akkor volt, amikor ezt a nevet elnyerte,
és természetesen ugyanez Projectile-rdl is elmondhat6. Az adott esetben Target
és Projectile észlelheté fizikai kiilonbozosége elegend6 alapnak latszik arra, hogy
Onazonossagukat feltételezziik, és ezt célszeri meg is tenni mindaddig, amig
valamilyen nagyon erds indok nem kényszerit az ellenkezéjére. Ebben all a
masodik feltevés.

Az Okkdm borotvdja médszertani elv azt kivanja, hogy az énazonossag elvét
terjessziik ki a masik két folyamatra is, hacsak nem kényszerit valami az ellen-
kezojére.

El6szor is megéllapithatjuk, hogy az eredetiik kiilonbozésége miatt most is
jogunk van az egyik részecskét Targetnek, a masikat Projectile-nak nevezni:
Target az, aki a laboratériumban varta, hogy a gyorsitébdl megérkezzen Pro-
jectile. Ha azonban a folyamat valamelyik késobbi fazisaban ugyanugy észleljitk
a részecskéket, mint elébb, akkor mar nincs médunk eldonteni, hogy melyikiik
Target és melyikiik Projectile, mert nincs kozottiik fizikai kiillonbség. Ettél még
természetesen Orizhetik az 6nazonossagukat és — mint mondottuk, — ha nincs
az ellenkezOjére kényszerité ok, ezt célszerii is fenntartani, hiszen a harom fo-
lyamat kozott eleve nincs ok kiilonbséget tenni. Ez az els6 feltevésiink egyik
kovetkezménye, amely szerint a folyamatok dinamikai szempontbdl tokéletesen
egyformék.

A tapasztalat azonban egymadstdl kiillonbozd szorasi szogeloszlasra vezet,
ezért a két feltevésiink koziil az egyik nem lehet igaz. A dinamika azonossiaga
melletti érvek mindhdarom esetre érvényesek, az 6nazonossag megérzését azon-
ban a C12 + C'2 és a O + C'3 folyamatokra csak az Okkam-borotvdja elv
miatt tartottuk fenn. Nyilvan ez utébbi az, amit ennél a két folyamatnal fel kell
adnunk.

A miésodik, (F2) feltevésiinket ezért atfogalmazzuk olyan alakba, amely
mindharom esetre érvényes:

A név nem elegendd az dnazonossdghoz, de fizikai kilonbségek elegenddk hozzd.
(¥2)
Ezt a kijelentést a makrovilagban is érvényesnek tekinthetjiik, csak ott iires,
mert nincs két olyan makroszkopikus test, amelyek kozott ne lennének fizikai
eltérések és csak a neviikben kiilonbéznének. A klasszikus filozéfidban ezért
az abszolit azonos testek megkiilonboztethetoségének a kérdése tisztan speku-
lativ marad. A mikrofizikdban azonban ebbdl a szempontbdl tartalmassa valik,
mert a kvantumfizika szerint a mikrorészecskék csak véges szamu attributum-
ban kiilonbozhetnek egymastél, amelyek raadasul dltaldban diszkrét értékekkel
jellemezhetck.
A probléma spekulativ jellege ezzel mégsem sziinik meg teljesen, mert ezek
az objektumok az érzékszerveink szamara hozzaférhetetlenek és az 6nazonossag



kérdése tetemesen veszit abbdl az érzelmi toltésébél, amellyel a makrovilag
objektumai esetében rendelkezik — nem utolsé sorban az Onazonossdg pszi-
cholégiai vonatkozasai miatt.

Az (F2') hipotézis a szimmetriaposztuldtum kvalitativ formédja. Ugy gon-
dolom, hogy a gondolatmenet, amit bemutattam, (F2’)-t valéban bizonyitja.
Nem is lenne logikus a bizonyitasat az allapotvektorok permutéaciés szimmet-
ridjara alapozni. Ez a szimmetria ugyanis az (F2’) matematikai megjelenési
form&ja, nem oka, hanem egy masik — részletezObb — megfogalmazisa an-
nak az empirikus kévetkeztetésnek, hogy az azonos részecskék nem Grizhetik az
Onazonossagukat.

A tovabbi konkretizalas Ggy torténik, hogy el6szor az azonos részecskéknek is
nevet adunk (megszémozzuk Sket), majd feltételezziik, hogy két ilyen részecske
felcserélése nem vezet 1j fizikai dllapotra (1j sugédrra a Hilbert-térben), hanem
csupan egységnyi abszolit értékii faktorral torténé szorzast jelent. Az mar egy
még tovabbi kikotés, hogy azonos bozonoknal ez a faktor +1, azonos fermio-
noknél -1. A bozonoknak és a fermionoknak ezt a tulajdonsagar a relativisztikus
kvantumtérelméletben be lehet bizonyitani.

Fuggelék

On the Interrelation between Gibbs Hypothesis
and Symmetry Postulate!

In this note I propose to consider a problem of interpretation with no im-
mediate practical consequence. It seems, nevertheless, worth of clarification.

In classical mechanics of pointlike particles dynamical states are associated
with points of the phase-space. Though in general different points in phase-
space correspond to different dynamical states of the system, Gibbs proposed|[1]
to make an important exception to this rule: phase points which differ only by
permutations of identical particles are to be taken to represent the same dynami-
cal state and, therefore, must be counted only once in probability distributions
over phase-space. At the same time Gibbs suggests that since integrals over
these distributions are much easier to handle without the above restriction, an
equivalent but simpler procedure would consist in dividing the unconstrained
integrals by the number of equivalent phase-space points. This last quantity is
easy to compute: it is given by a simple product each term of which is equal to
the factorial of the number of particles of a given type. The factorials in this
product are the Gibbs-factorials and the whole procedure will be called below
Gibbs hypothesis.

LarXiv:physics/9801009v1
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The necessity of this strange statistics was recognized by Gibbs in connection
with the mixing of gases and liquids. It follows from thermodynamics that mix-
ing of different substances is accompanied by an entropy increase related to the
work extractable from the mixing process. However, the statistical description
of the process reproduces this increase of the entropy only if Gibbs-factorials
are properly taken into account; otherwise the theory would make no distinction
between mixing of different or identical gases and would give no entropy change
in either case. This argument of Gibbs may also be expressed in a somewhat
more general form by saying that methods of statistical thermodynamics lead
to an additive (extensive) entropy only if Gibbs-factorials are introduced|2].

Though the necessity of using Gibbs-factorials in calculations had been qu-
ickly accepted, sharp controversy as to the deeper sense of this procedure arose
in the first quarter of the century?. However, with the birth of modern quantum
mechanics this debate came to a sudden end, since the symmetry postulate of
quantum theory seemed to settle the problem once for all. This fundamental
principle states that under permutation of identical particles the state vector
changes at most by a phase factor which leads to no change at all in the physical
state of the system. Therefore, whenever symmetry postulate is applicable it
provides firm and transparent basis for Gibbs’ procedure indeed. This conclusi-
on is corroborated by the quantum theories of ideal Bose and Fermi gases which
in high temperature limit go over to the classical statistical description of ideal
gases with the Gibbs-factorial automatically included[4].

According to the general opinion, the symmetry postulate of quantum me-
chanics fully elucidates the origin of Gibbs hypothesis and, therefore, serves as
the general explanation of it. In order to illustrate this point of view I quote
two examples. The first one is from the Part 6.6 of[5]: "It is not possible to
understand classically why we must divide Y (E) by N! to obtain the correct
counting of states. The reason is inherently quantum mechanical...” The second
is from the Chapter 16 of the standard text by T.L.Terrel referred to above:
"The new factor 1/N!--- has arisen from our consideration of the symmetry
of wave functions. In turn, the quantum mechanical postulate on symmetry of
wave functions has its origin in the experimental indistinguishability of identi-
cal particles. Gibbs had the intuitive forsight, before the advent of quantum
mechanics, to insert this factor 1/N1.”

A closer reflection, however, reveals that derivability of the Gibbs-factorials
from the symmetry postulate is in itself insufficient to provide an explanation
of Gibbs hypothesis in the general case. It certainly ensures that quantum
mechanics of identical particles automatically obey this hypothesis but tells
nothing of systems, consisting of similar (i.e. practically indistinguishable but
not truly identical) particles as e.g. colloid particles in a suspension. Systems,
consisting of such constituents, fall outside the scope of the symmetry postulate
but, nevertheless, require Gibbs-factorials for their correct description in the
framework of statistical thermodynamics.

?Interesting details on the history of the Gibbs-factorial are described by M.J.Klein in a
paper devoted to Ehrenfest[3].
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Gibbs-factorials enter into the working formulae of colloid physics somewhat
implicitely. They are hidden within the relations taken over from the theory
of dilute molecular solution whose properties are closely related to those of
dilute suspensions. In order to expound the significance of Gibbs-factorials for
colloids as systems, consisting of similar but certainly not identical particles, let
us consider the widely known example of the equilibrium of Brownian-particles
in the gravitational field of the Earth which was the object of J.Perrin’s famous
experiments. The treatment of this phenomenon in colloid physics[6] is based
on the formula

RT dInd' + gv'(p' — p)dh = 0, (1)

in which a’, v’ and p’ are the activity, molar volume and weight-volume density
of the dissolved substance, p is the density of the solvent and h is the height
above some reference plane. For ideal solutions of constant density this equation
may be integrated to obtain the barometric formula for the particle density C’

' gv'(p’ = p)
0~ Cho |22 ] o

which was used by Perrin to calculate the Avogadro’s number.

Where does formula (1) come from? It comes from the formula for the che-
mical potential of the solute in a molecular solution applied to colloid particles
in a suspension. Such a borrowing conforms with the basic hypothesis of Eins-
tein’s famous 1905 paper|[7] to the effect that Brownian-particles are nothing
but molecules of visible size.

The second term in (1) is the change in the gravitational potential energy
of the dissolved matter corrected for the hydrostatic lifting force. As concerns
the logarithmic term, in textbooks on physical chemistry(8] it is related through
equilibrium condition @'(I) = p/(g) to the logarithmic term in the chemical
potential of an ideal gas.

Though these considerations constitute a true explanation of (1), an alter-
native approach[9] reveals that the logarithmic term has in fact its origin in
the Gibbs-factorial n’! of the solute particles. The starting point of this latter
approach is the general expression of the free enthalpy G of a dilute solution (in
the limit n” — 0) which obeys all the basic physical requirements known to be
satisfied by free enthalpy.

If at n’ = 0 G were a smooth function of n’ it could be expanded in powers
of n’ and to lowest nontrivial order the simple expression

G=G+n« (3)

would be obtained in which G* is the free enthalpy of the pure solvent and
« is independent of n’. But G is in fact a singular function of n’ at n’ = 0
and cannot be expanded in a Taylor-series around this point. The origin of the
singularity is the Gibbs-factorial n’! in the denominator of the statistical sum
Z. Since G = —kT In Z the free enthalpy does contain a term +k7 -Inn’! which
can be written also in the form k7 - n/(lnn’ — 1). It is this term which cannot
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be expanded around n’ = 0 and so must be explicitely included into (3). Hence,
we have at n’ — 0 the expression

G=G*+n -a+kT-n'(Inn —1). (4)

However, this formula is still flawed. G must be a first order homogeneous
function of n and n/, the number of molecules in the solvent and the solute
respectively. Since the term Inn’ spoils homogeneity, G necessarily contains
another logarithmic term too wich combine with Inn’ into In(n’/n). The general
lowest order form of the free enthalpy is, therefore,

!/
G:G*+n'~a+kT-n’{ln(n>—1]. (5)
n

From this formula one can calculate the chemical potentials per mole of both
the solvent and the solute:
/

p= N2 R
on n

oG !
W= NaSZ — Nyja+RTIn (1),
on’ n
. O . . . .
In calculating p we put = 0 since, owing to homogeneity, the independence
n

of @ on n/ implies its independence on n too.
In the gravitational field of the Earth these equations are modified to

/

w=p"— RT% + guph (6)
i n, /NG
o NAa+RT1n<n)+gvph. (7)

The constancy of the chemical potentials along the vertical direction leads to
the equations

ou* dP d (n
—— Ti —_— =
or an ~ lan <n) +gvp =0 ®)
da dP d n’ ' 4

For the pure solvent u* = N4yG*/n, hence

op_ NadG'_ Na,
OP  n P  n -

On the other hand, from (5) we have

Ja Ny (86‘ 8G*) NAV, ’

Nagp=w\ap~ap )~ w " ="

n
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Substituting these expressions into (8) and (9) we have (after replacing n’/n
with the ratio of the particle densities)

dP d (C’
AP A (O
vdh—i—RTdhln c +gv'p =0. (11)

Now, C is practically independent of h, hence

d (¢ _Ltac ood (O _ 14T
an\c) - can ¢ a\c) T cdn

The first of these expressions is C’/C-times smaller than the second and can be

dP
neglected. Then from (10) we have = —gp. Substituting this into (11) we
obtain the equation

d c’ , ;L
RT% In (C’) +g(p’ = p)v' =0, (12)
which when solved leads again to the barometric formula (2).

In the second approach which has been now completed it is formula (12)
which corresponds to (1). Since in the limit n’ — 0 this last formula becomes
identical to (12) it is plainly obvious that the logarithmic terms correspond to
each other and both originate from the last term of (4) which in turn stems
from the Gibbs-factorial n’!l. If, therefore, one admits that the application of
formulae of molecular physics to suspensions — the common practice in colloid
physics — is justified, then one thereby accepts also that Gibbs-factorials must
be applied to systems of both identical and similar particles. Since the latters
are outside the domain of the symmetry postulate, quantum mechanics can not
be claimed to provide the general basis for the explanation of Gibbs hypothesis
in spite of the common belief.

The notion of similar particles involves obviously an element of subjectivity
not shared by the concept of identity of particles. However, Gibbs-factorials ap-
pear always as ingredients of the entropy (or related thermodynamic functions),
and the ambiguity in the distinction between similar particles and distinguis-
hable ones leads to the same kind of uncertainty in it that has already been
thoroughly discussed earlier in connection with the anthropocentric notion of
the entropy?.

This latter concept is based on the information theoretic interpretation which
identifies entropy with the measure of the lack of information about the sys-
tem[14]. But information can be quantified only with respect to some set of a

3The anthropocentric notion of entropy has been most fully elucidated by H.Grad[10](see
also [11]). In a paper under the title ” The Many Faces of Entropy” he worked out in detail the
mathematical theory of the sequence of comparable entropies which arise when the system is
described with various degrees of precision. The opposite point of view has been defended by
K.G. and J.S.Denbigh([12]. For a critical review of this book see H.Price[13].
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priori expectations and it is these expectations through which an unavoidable
anthropcentric element comes into play. A good example is provided by the
existence of isotopes. So far as the differences in their properties are beyond the
capacity of experiments (as is the case in classical chemistry) no inconsistency
is introduced by calculating the entropy of elements as if isotopes were indist-
inguishable, though from the point of view of the theory of isotope separation
this would be a crude error.

The author is deeply indebted to prof. A.Shimony for calling his attention
to the important paper of Grad and encouragement.
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